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KAPITEL 1
EINFUHRUNG

Diese Vorlesung richtet sich an vorriickende Studierende der Mathematik und Phy-
sik. Fir die darstellungstheoretischen Betrachtungen werden Kenntnisse der linea-
ren Algebra bis zur Jordanschen Normalform von linearen Abbildungen benétigt,
die aber fiir die Zwecke der Strukturtheorie von Lie-Algebren noch einmal wie-
derholt wird. Lie-Gruppen werden abstrakt eingefiihrt und ihr Zusammenhang zu
Lie-Algebren koordinatenfrei untersucht, so dass gewisse Grundkenntnisse in der
Differentialgeometrie, wenn auch keine volle Kursvorlesung, fiir einen vollen Nutzen
von Vorteil sind. Bei diesem Durchlauf wird die Darstellungstheorie kompakter topo-
logischer Gruppen hintangestellt, so dass sich der analytische Anspruch in Grenzen
hélt. (Ob sich Zeit fir unendlich-dimensionale Darstellungen findet, ist noch nicht
abzusehen.)

- Fiir Kommentare, auch Fehlermeldungen, zum Skript, per Email an walcher@uni-
heidelberg.de, bin ich sehr dankbar.

- Zur Homepage der Vorlesung: www.mathi.uni-heidelberg.de/-walcher /teaching/wise1516 / lie__groups/

§ 1.1 Darstellungstheorie

Definition 1.1. Eine (lineare) Darstellung einer Gruppe G ist ein Vektorraum V/
zusammen mit einem Homomorphismus

p:G— GL(V) (1.1)
in die Gruppe der linearen Automorphismen von V.

Bemerkungen. G wird hier aufgefasst als “abstrakte Gruppe” mit einer multiplikativ
geschriebenen Verkiipfung, welche vermoge p(g192) = p(g1)p(g2) “konkret” durch
Matrixmultiplikation realisiert wird. Als Physiker wertet man umgekehrt.

Lemma 1.2. Seie € G das neutrale Element. Dann ist p(e) = idy, die Identidt auf
V.

Beweis. Fir alle v € V' gilt
v = p(e)p(e) v = ple)ple) v = v (1.2)
OEA

ple)v = p(e)p(e)p(e)

Bemerkungen. Ohne weitere Angaben werden alle Vektorrdume tiber dem Korper
C der komplexen Zahlen angenommen. Charakteristik 0, metrische Vollstandigkeit
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und algebraische Abgeschlossenheit spielen alle eine gewisse Rolle. Wir werden auch
Gelegenheit haben, Vektorraume iiber R zu betrachten. Weitere Annahmen werden
spater hinzugefiigt.

Beispiel 1.3. G = Z/2 = {e,0}, 0> = e. V = C, GL(V) = C* = C\ {0}
p(e) = idy = 1, wie wir gerade gesehen haben. Dann folgt aus der Homomorphis-
meneigenschaft

p(o) = ple) = 1 (13)
und daher p(o) = £1. Wir wollen die entsprechenden Darstellungen (C, p) bzw.

(C, p—) nennen. (Héufig ldsst man auch entweder den Vektorraum oder den Homo-
morphismus in der Notation weg, z.B. definiert man dim p = dim V')

Finige assoziierte Begriffe: Seien (Vi, py) und (Va, p2) zwei Darstellungen einer Grup-
pe G.
- Eine Abbildung (oder G-lineare Abbildung, oder G-Morphismus, etc.) von (V4, p1)
nach (V5, po) ist eine lineare Abbildung ¢ : V; — V5 von Vektorraumen derart dass
fir all g € G

¢popi(g) =pag)od: Vi =V, (1.4)
Wir bezeichnen den Vektorraum solcher G-Morphismen mit Homg(V1, V2).
- (V1, p1) heisst Unterdarstellung von (V3, po) falls ein injektiver G-Morphismus V; <
V5, existiert. Wir fassen auch V; als Unterverktorraum von V5 auf mit p; = pa|y,,
oder po(G) (V1) C V4. Vi heisst dann auch invarianter Unterraum.
- (Vi, p1) und (Va, pa) heissen isomorph (oder dquivalent) falls ein G-Isomorphismus
i =, V5 existiert.
- Die direkte Summe von zwei Darstellungen ist der Vektorraum V; @& V5 mit dem
Homomorphismus

(p1 @ p2)(9) = p1(9) ® p2(9) (1.5)

Das Tensorprodukt von Darstellungen ist analog definiert (Wiederholung in den
Ubungen).

- Fir beliebiges V' ist die “triviale” Darstellung p(g) = idy fur alle g. “Triviale”
G-Morphismen sind hingegen ¢ = idy : V — V oder ¢ : V — 0, wobei der triviale
Vektorraum offensichtlich eine Darstellung ist.

Definition 1.4. Eine Darstellung (V, p) von G heisst irreduzibel falls V' # 0 und
keine nicht-triviale Unterdarstellung enthéalt, d.h. die invarianten Unterraume sind
genau 0 und ganz V. Andernfalls heisst sie reduzibel.

Eine Darstellung heisst zerlegbar falls sie dquivalent zu einer nicht-trivialen direkten
Summe zweier Darstellungen ist, andernfalls unzerlegbar.

Eine Irrep ist eine Isomorphismenklasse irreduzibler Darstellungen.

Beispiel 1.5. G = Z/2:
(C,,O_> ® ((Ca p—) = (Cv p+)
€r)8Cp) = (). wobeipo) = (( )

!Die ein-dimensionale triviale Darstellung ist irreduzibel und verhilt sich neutral im Tensor-
produkt, der triviale Vektorraum analog in der direkten Summe.
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(C, p5) und (C, p_) sind beide irreduzibel.

Das Ziel der Darstellungstheorie ist die Beschreibung “aller” moglichen Darstel-
lungen einer gegebenen Gruppe, iiblicherweise durch Zusammensetzung der irredu-
ziblen.

Beispiel 1.6. G = S5, die symmetrische Gruppe vom Grad 3, ist dargestellt auf C3
durch Wahl einer Basis {b;, b2, b3} und die Vorschrift

3
(d.h. p(v) = o7 fir v = 3 Uibi) (1.7)
=1

Diese Darstellung hat einen nicht-trivialen invarianten Unterraum, der von by + by +
by aufgespannt wird. Der (orthogonal) komplementare Unterraum (beziiglich des
standard inneren Produkts) ist ebenfalls invariant: Er wird aufgespannt von by — bs
und by — b3 und es gilt

p((123)) (b — by) = by — bs

p((123)) (by — bs) = bs — by = —(by — by) — (by — bs) (1.8)

Das heisst in dieser Basis hat die Einschrankung p, der zyklischen Permutation die
Matrix-Darstellung

(p2((123))) = ((1) j) (1.9)

Weiterhin gilt beispielsweise

2= (1) = (5 ) ao

Die zwei-dimensionale Darstellung ps ist irredzibel und wir erhalten die Zerlegung

(C% p) = (C* p2) & (C, py) (1.11)
N

triviale Darstellung

der Permutationsdarstellung (1.7) in irreduzible.

Wir werden im Kapitel 2 zeigen, dass jede Darstellung einer endlichen Gruppe
sich auf diese Weise in irreduzible Teile zerlegen lasst und beschreiben, wie man
prinzipiell diese Irreps erhalt. Im Kapitel 3 konkretisieren wir dann diese abstrakte
Beschreibung fiir die symmetrischen Gruppen S,,.

Es gibt noch eine weitere Irrep von S5, welche weder zu p, noch zu p, isomorph ist,
die ein-dimensionale “alternierende” Darstellung:

+1 sonst

p-(0) = sgn(o) = { (1.12)

—1 o eine Transposition
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§1.2 Lie-Gruppen

Nach dem Satz von Peter-Weyl (siche § 7.5) verhalt sich die Darstellungstheorie kom-
pakter topologischer Gruppen im wesentlichen genauso wie die der endlichen Grup-
pen. Allerdings erfordern die Beweise einige analytische Hilfsmittel (insbesondere
die Existenz des Haarschen Mafles), die wir aus Zeitgriinden bei diesem Durchgang
wohl unterschlagen werden.

Definition 1.7. Eine Lie-Gruppe G ist eine mit einer differenzierbaren Struktur
ausgestatte Gruppe, in der die Gruppenoperationen glatte Abbildungen sind.

Der Beitrag der differenzierbaren Struktur (deren geometrische Grundlagen wir
im Kapitel 4 wiederholen) ist, dass sich die Darstellungstheorie der Lie-Gruppen
durch “Ableiten am neutralen Element” auf die Darstellungstheorie der Lie-Algebren
zuriickfithren lésst (siehe Kapitel 5). Wir geben zunéchst das wichtige

Beispiel 1.8.
G = SU(2) = {g € Mat(2,C), g'g(:= g7¢g) = id ,det g = 1} (1.13)
Fakt: SU(2) = S3 (die drei-dimensionale Sphére):

Bew.: Die definierenden Gleichungen fiir g = (zl ?) sind
3 24

2 2 _ 1 2 2 _ 1
U (e e e N
Z123 + Zaz4 = 0 (7)

detg=1 = 2124 — 2923 = 1 (i7) (1.14)

2(i)+21(i1) = |21°20 + |2)?24 = 2

= 2z, =21, ebenso z3 = — %, |z1]* + 0> =1
Zusammen
SU(2) 22 {2 = xy+ixs, 20 = To+ivy; w1 +as+as+a; = 1} = S C R* = C? (1.15)

Dies ist eine kompakte, reell drei-dimensionale differenziebare Mannigfaltigkeit. Fiir
eine Lie-Gruppe wird unsere Hauptsorge dem Tangentialraum am neutralen Element
gelten. Etwas salopp sei g = id +ea mit € “infinitesimal” (und reell), a € Mat(2, C).
Dann sind die definierenden Gleichungen zur Ordnung e

=a=—al

g'g—id=e(a"+a)+0O(?) =0
0 =tra=0

1.16
detg—1=ctra+ O(e?) (1.16)

Also ist der Tangentialraum am neutralen Element e = id € SU(2) der Vektorraum
der spurlosen 2 x 2 anti-hermiteschen Matrizen,

TeG = {a =7 ( 3 e ZxQ) , L1,T2, T3 € R} = RS (117)

1 + 1T —x3
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Mit der natiirlichen Lie-Algebra Struktur versehen (fir a,b € T.G ist auch der
Kommutator [a,b] € T.G) bezeichnen wir diesen Vektorraum mit g = su(2). Ein
grofler Teil der Struktur- und Darstellungstheorie der halb-einfachen Lie-Gruppen
lasst sich aus der von su(2) konstruieren.

- Fiir jetzt sei noch neben der trivialen und der definierenden Darstellung

ps - SU(2) — GL(2,C) (1.18)

die folgende interessante, 3-dimensionale sog. adjungierte Darstellung auf der Lie-
Algebra erwéhnt:

ps: SU(2) = GL(g®r C), ps(g)a = gag' (1.19)

(Wegen Linearitit und tr(gag’) = tr(g'ga) = tra ist dies eine Darstellung.) ps ist
eine reelle Darstellung (d.h. ihr Bild ist in GL(g)) und da wegen

deta = 23 + 23 + 22 und det gag' = deta (1.20)

p3 das standard innere Produkt auf R3 2 g erhilt, liefert ps einen Homomorphismus
SU(2) — SO(3). (Genauer gesagt erhilt man zunichst p3(SU(2)) C O(3), aber
wegen der Stetigkeit muss das Bild zusammenhéngend sein.) Man priife nach:

- ps ist surjektiv.

- ps ist nicht injektiv, und Ker(ps) = {xid}.

Wir erhalten die exakte Sequenz

Z]2 — SU(2) — SO(3) (1.21)

oder auch die geometrische Aussage, dass SO(3) & S3/Z/2 = RP3.
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KAPITEL 2

DARSTELLUNGSTHEORIE
ENDLICHER GRUPPEN

Zunacht noch eine weitere (zusétzlich zu direkter Summe etc.) Operation auf Dar-
stellungen: Falls p : G — GL(V) eine Darstellung einer Gruppe ist, so tragt der
Dualraum V* := Hom(V, C) in natiirlicher Weise die duale Darstellung, welche de-
finiert wird durch

p* . G N GL(V*) : p* (g) _ (p(gil))* < duale lineare Abbildung (21)

Dies heisst im Klartext:

(p"(9)(M)(@) = (p(g™ )" (N)(v) = Alp(g~")v) (2.2)

Man kann auch sagen, die Paarung V*®V — C, (A, v) — A(v) ist invariant unter der
Darstellung p*®@p auf V*®V. Beachte, dass das Inverse nétig ist, um in Kombination
mit dem Dualen iiberhaupt eine Darstellung zu ergeben:

P (9192) = p(g5 g1 )" = plgr ) p(95")* = p*(91)p"(92) (2.3)

Identifiziert man (fir endlich-dimensionale Darstellungen und nach Wahl einer Ba-
sis) lineare Abbildungen mit Matrizen, so gilt

)7T < invers-transponierte Matrix (2 4)

p*(g9) = plg

- Fir unitdre Darstellungen (mehr sogleich) gilt p*(g) = p(g) (komplexe Konjugation
von Matrizen). Daher identifizieren Physiker fiir gewohnlich duale und konjugierte
Darstellung. In dieser Vorlesung wollen wir aber etwas vorsichtiger sein und die
mogliche Wahl einer invarianten positiv definiten Hermiteschen Sesquilinearform
erst entdecken.

Im Folgenden stellen wir uns vor allem endlich-dimensionale Darstellungen vor,
auch wenn die meisten Betrachtungen zunéchst allgemeiner gelten. Fiir endliche
Gruppen begriinden wir diese Einschrinkung auf endliche Dimension am Anfang
von §2.3.

§ 2.1 Das Lemma von Schur

Lemma 2.1 (Lemma von Schur). Seien (Vi, p1) und (Va, p2) Darstellungen von G,
und ¢ € Home(V1, Va) ein G-Morphismus.
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(i) Ker(¢) ist eine Unterdarstellung von py und Im(¢) ist eine Unterdarstellung von
p2. Ausserdem induziert py eine Darstellung auf Coker(¢) = Vo/Im(o).

(it) Falls (V1, p1) und (Va, p2) irreduzibel sind, so ist ¢ invertierbar oder 0.

(iii) Sei ¢’ € Homg(V1, Va) eine weitere solche G-lineare Abbildung. Falls (V12, p1.2)
irreduzibel sind, und Vi endlich-dimensional, sowie ¢ # 0, so existiert ein o € C so
dass ¢ = ag.

Beweis. (i) ist trivial. Z.B. impliziert ¢(v) = 0 sofort ¢(p1(g)v) = pa(g)op(v) = 0,
d.h. v € Ker(¢) = p1(g)v € Ker(¢)Vg € G.

(i) Falls ¢ # 0, so ist Ker¢ # V;. Da Ker(¢) G-invariant ist und V; irreduzibel,
muss Ker(¢) = 0 sein. Also ist ¢ injektiv. In dhnlicher Weise ist im Falle ¢ # 0
Im(¢) # 0, und da V3 irreduzibel ist, folgt Im(¢) = V5. Damit ist ¢ surjektiv, mithin
invertierbar.

(iii) Die G-lineare Abbildung ¢~'¢' : V; — Vi hat iiber dem algebraisch abgeschlos-
senen Kérper C einen Eigenwert a, d.h. die G-lineare Abbildung ¢~1¢’ — aidy, ist
nicht invertierbar, und muss daher nach Aussage (ii) identisch verschwinden. Daraus
folgt sofort ¢ = ag. OEA

Bemerkungen. Fur endlich-dimensionale irreduzible Darstellungen schreibt man
Aussage (iii) auch als

G_{o Vi 2 Vo 25)

H Vi,Vo) = (Va@ V')~ =
OmG( 1 2) ( 2 1) C Vl ~ V2
Theorem 2.2. Sei G abelsch und (V, p) eine endlich-dimensionale irreduzible Dar-

stellung von G. Dann ist V' ein-dimensional, d.h. p € Hom(G,C*).

Beweis. Wir behaupten, dass fiir jedes g9 € G, p(g0) = a(go)idy fur a(gy) € C*.
Tatséchlich gilt ja fir jedes g € G

p(90)p(9) = p(g0g) = (G abelsch) = p(ggo) = p(g)p(g0) (2.6)

d.h. p(go) € Homg(V, V). Mit dem Lemma von Schur folgt p(go) = a(go) idy. Dann
aber ist jeder Unterraum von V invariant. Also muss V' ein-dimensional sein. OEA

Bemerkungen. Die algebraische Abgeschlossenheit von C ist hier wichtig. Z.B. hat
G = 50(2) = U(1) =R/(27xZ) > 0 die reelle Darstellung

R ( cos@ sin6

—sinf cosf

) € SO(2,R) C GL(2,R) (2.7)

Diese Darstellung ist irreduzibel, und der Raum der invarianten Endomorphismen
ist zwei-dimensional, aufgespannt von

id — (é (1)) = (_01 é) (2.8)

10



2.2. VOLLSTANDIGE ZERLEGBARKEIT

§ 2.2 Vollstindige Zerlegbarkeit

Definition 2.3. Eine Darstellung (V) p) von G heisst unitdr, falls ein G-invariantes
hermitesches inneres Produkt existiert, d.h. eine quadratische Form

(,):VxV—=C,
(A + paw, u) = Mo, u) + fi{w, u)
(v,w) = (w,v), (v,v)>0VYv#0
(plg)v: pg)w) = (v,w) Vg€ G
Beachte: Falls solch ein inneres Produkt V' (halb-linear!) mit dem Dualraum V*

identifiziert (vermoge v+ v° := (v, -)), so erhilt man dadurch auch eine Identifika-
tion

(2.9)

Hom(V*, V) = Hom(V,V)
T 1 (2.10)

halb-lineare lineare Abbildungen

Falls V' irreduzibel ist, folgt aus dem Lemma von Schur, dass (-, -) e lomg(V &V, C)
bis auf einen skalaren Faktor eindeutig ist. Unitaritat bedeutet natiirlich noch nicht,
dass V' = V* als Darstellung von GG im Sinne der Eingangsbemerkung (2.1) zu diesem
Kapitel.

Proposition 2.4. Sei jetzt G eine endliche Gruppe und (V,p) eine Darstellung.
Dann ist (V, p) unitar.

Beweis. Sei (+,-) ein beliebiges (nicht notwendigerweise G-invariant) hermitesches
inneres Produkt. Dann ist

(v,0) ==Y (plg)v, p(g)w) (2.11)
heG
ein invariantes inneres Produkt:
(p(g)v, p(g)w) =Y (p(hg)v, plhg)w) = > (p(h)v, p(h)w) = (v,w)  (2.12)
heG hg=h €G

und die anderen Eigenschaften sind klar. (Allerdings ist es wichtig, ein positiv de-
finites inneres Produkt zu verwenden. Ein nur nicht-entartetes inneres Produkt ge-
mischter Signatur kann beim Mitteln iiber die Gruppe entarten.) OEA

Proposition 2.5 (Satz von Maschke). Sei (V,p) eine unitire Darstellung von G,
und U C V eine Unterdarstellung. Dann existiert eine weitere Unterdarstellung
W C V sodass

V=UaW (2.13)

Beweis. Sei (-,-) ein invariantes hermitesches inneres Produkt. Setze W = U+ (das
orthogonale Komplement). Falls w € U™, so ist Vu € U,

(plg)w, u) = (w, p(g)~"u) =0 (2.14)
also p(g)w € U~. Dies bedeutet, dass UL auch G-invariant ist. OEA

11
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Korollar 2.6 (Vollstandige Zerlegbarkeit). Sei V' eine endlich-dimensionale Dar-
stellung einer endlichen Gruppe G. Dann ezistieren (paarweise nicht-isomorphe)

irreduzible Darstellungen Vi, ..., Vi und Multiplizititen aq,...,ar € N so dass
k k
veviect =P (2.15)
i=1 i=1

und diese Zerlequng ist bis auf Reihenfolge und Isomorphismus eindeutig.

Beweis. Die Existenz folgt durch wiederholtes Anwenden aus dem Satz von Masch-
ke. Fir die Eindeutigkeit sei

l
V=pw,ec (2.16)

j=1

eine weitere solche Zerlegung. Da idv‘v_ — V ein G-Morphismus ist, muss nach
dem Lemma von Schur das Bild eine irreduzible Darstellung isomorph zu V; sein.

Wiederhole. OEA

Beachte, dass falls G nicht endlich ist (und auch nicht kompakt), vollstdndige Zer-
legbarkeit verloren geht. Betrachte z.B.

(R,+)2a~ (1 “

0 1) € GL(2,R) (2.17)

§ 2.3 Charaktere

Als ersten Schritt auf dem Weg zu unserem Ziel, alle irreduzible Darstellungen end-
licher Gruppen zu beschreiben, halten wir fest:

Lemma 2.7. Sei p : G — GL(V) eine nicht-triviale Darstellung einer endlichen
Gruppe G. Dann existiert in V ein endlich-dimensionaler invarianter Unterraum
(eine endlich-dimensionale Unterdarstellung). Insbesondere ist jede irreduzible Dar-
stellung einer endlichen Gruppe endlich-dimensional.

Beweis. Ist einfach, aber hochst instruktiv: Sei v € V, v # 0. Dann ist v - C C V
ein ein-dimensionaler Unterraum, dessen “G-Orbit”,

p(G)(v-C) = Z(p(g)v) -C keine direkte Summe!
geG

= (p(g)v,g € G>C (endlich erzeugter Unterraum)
ein endlich-dimensionaler invarianter Unterraum von V ist. OEA
Das Auftreten “G-indizierter formaler Linearkombinationen” kann nun in natir-

licher Weise die Einfiithrung der folgenden universellen Darstellung von G motivieren.

12
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Definition 2.8. Sei GG eine endliche Gruppe. Die Gruppenalgebra von GG, Notation
C@, ist der Vektorraum der Funktionen f : G — C, ausgestattet mit dem Konvolu-
tionsprodukt:

(f=f)(9) =D _f(F(g) =D flgh™")f'(h) (2.18)

heG heG

Aquivalent dazu ist CG der Vektorrarum der formalen Linearkombinationen von

Elementen von G
F=>_f9yg (2.19)

geG
mit von G ererbtem Produkt:

f-1 =) F) (R (hb = g)

h,h!

=Y FW (T g)g =) (f* ) 9)g

g

(2.20)

Beobachtung: - CG ist in nattirlicher Weise mit zwei Darstellungen von G ausgestat-
tet, welche links- und rechts-regulire Darstellung genannt werden:

Lig)f =g-f=)_f(h)gh=>_ flg~'h)h

heG h

(2.21)
R(g)f =f-g' =) f(hg)h

(R(9192)f = fgz 97" = R(91)(fg ") = R(91)R(g2) f)
- Modulo Psychologie vereinbaren wir, dass CG die Gruppenalgebra mit der links-
regularen Darstellung ist.

Man kann an dieser Stelle zeigen, dass sich jede irreduzible Darstellung von G
als Unterdarstellung in CG einbetten lasst. (Idee: Betrachte fir v € V, A € V* die
“Darstellungsfunktion” fy, € CG: G 3 g — fr,(g9) == A(p(g)v). Fiir festes A # 0
ist V3 v~ fr, € CG ein nicht-trivialer G-Morphismus. Mist, falsche Chiralitét.)

Fiir uns folgt dies auch als Korollar aus dem Hauptergebnis dieses Kapitels:

Theorem 2.9 (Zerlegung der regulidren Darstellung). FEine endliche Gruppe hat
endlich viele Isomorphismenklassen von irreduziblen Darstellungen Vi,..., Vi (die
Irreps), welche alle in der Zerlegung der links-requldren Darstellung auftreten. Es
qilt:

k
CG = PHviecimv (2.22)
i=1
Zur Ausreduktion von CG und anderer Darstellungen benutzt man Charaktere
und zugehorige Projektionen.

Definition 2.10. Sei (V) p) eine endlich-dimensionale Darstellung von G. Der Cha-
rakter x(v,,) (auch xy oder x, geschrieben) ist die komplex-wertige Funktion

xv:G—C, xv(g) == try p(g) (2.23)

13



KAPITEL 2. ENDLICHE GRUPPEN

Die Idee ist, dass der Charakter die invariante Information tiber die Darstellung
kodiert, insbesondere die Eigenwerte der p(g) bis auf Permutation: So gibt tr p(g) die
Summe der Eigenwerte, tr p(g?) die Summe der (Eigenwerte)?, usw. Formal gesehen
gilt:

Lemma 2.11. yy ist eine Klassenfunktion, d.h. konstant auf Konjugationsklassen
in G: xv(hgh™) = xv(g9) Yg,h € G. (Wir schreiben dann auch xv(C) fir eine
Konjugationsklasse C C G.)

Beweis. Zyklische Invarianz der Spur:
tr p(hgh™) = tr p(h)p(g)p(h) ™" = tr p(g)p(h) " p(h) = tr p(g) OEA

Lemma 2.12 (Eigenschaften von Charakteren). Seien Vi und Vs, endlich-dimensio-
nale Darstellungen von G. Dann gilt:

(Z) XvieVs = Xvi + X1,
(”) Xigle, = X1 XV,
(iii) Xvy = Xv; (kompleze Konjugation)
(iv) Falls Vi =V, dann ist xv, = Xv,

(punktweise Summe und Produkt von Funktionen)

Beweis. Die einzig nicht-triviale Aussage ist (iii). Sie folgt z.B. aus der Tatsache,
dass alle g € G endliche Ordnung haben, und daher die Eigenwerte von p(g) Ein-
heitswurzeln sind, also auf dem Einheitskreis in C liegen, wo komplexe Konjugation
und Inversion das Gleiche ist. OEA

Beispiel 2.13. Wir schreiben die Werte von Charakteren gerne in Tafeln, wie zum
Beispiel fiir S5 (vgl. (1.9), (1.10), (1.12))

Konj.Kl.
1 (12) (123)
I- [ po |1 1 1 (2.24)
-re- [ p_ |1 -1 1
ps|p2 2 O 1

§ 2.4 Orthogonalititssitze

Theorem 2.14 (Erster Orthogonalititssatz). Seien Vi und Vs irreduzible Darstel-
lungen der endlichen Gruppe G. Dann gilt

1 s 1 falls Vi =V,
— = 2.25
|G| ZXI(Q)XQ(Q) {0 sonst (2.25)
geG
(Die linke Seite von (2.25) ist auch Z :—Z:E(C)XQ(C’) ) (2.26)

Konj.Kl. C

Zunichst

14



2.4. ORTHOGONALITATSSATZE

Proposition 2.15. Sei W eine Darstellung von G. Dann ist m: W — W,

Z p(g (2.27)

gGG

die Projektion auf den G-invarianten Unterraum
Y ={we W plg)w=wVgecG} (2.28)

Beweis. Beh.: n(W) C WY,
Bew: Sei w(w) € m(W).

= p(h thg

gEG
Z (2.29)
p(g
e =
= m(w) = m(w) € W€
Beh.: WG < n(W)
Bew: Sei w € W¢
1
= w= o > plgw =7(w) =wen(W) (2.30)
72 = 7 folgt durch direktes Nachrechnen. OEA

Beweis von Satz 2.14. Wir wenden die Proposition auf die Darstellung V;* ® V5 an.
Das Lemma von Schur in der Form (2.5) besagt

C falls V; = V5
(V' ® Vo) = Homg(Vi, Va) = { e (2.:31)
0 sonst
Also ist .
T = Gl Z pi(9) ® pa(g) (2.32)
0 falls V4 22 V5 und eine Rang 1 Projektion falls V; = V5. Spurbildung ergibt genau
(2.25). OEA

Korollar 2.16. Falls (V,p) irgendeine endlich-dimensionale Darstellung von G ist
und (V1, p1) eine irreduzible Darstellung, dann ist die Multiplizitdt a; von Vi in der
Zerlegung (2.15) von V = V2" @ - - in irreduzible gegeben durch

(X1, x) = Z)ﬁ (2.33)

gGG

(Falls diese Formel O ergibt, so kommt Vy in der Zerlequng von V nicht vor.)

15



KAPITEL 2. ENDLICHE GRUPPEN

Da die (irreduziblen) Charaktere Klassenfunktionen sind, gilt

rjﬂzz@m(g):ﬁ S CIT(Cx(0) (2.34)

Konj.Kl. C

Dies ist fast das standard innere Produkt auf dem Vektorraum der Klassenfunk-
tionen. Eine Folgerung aus dem ersten Orthogonalititssatz Theorem 2.14 ist daher,
dass es nicht mehr Isomorphismenklassen von irreduziblen Darstellungen geben kann
als Klassenfunktionen (und damit als Konjugationsklassen). Wir zeigen gleich, dass
diese Zahlen sogar gleich sind. Zunachst aber beweisen wir die angekiindigte Zerle-
gung der linksregularen Darstellung, Theorem 2.9.

Da wir gerade festgestellt haben, dass es nur endliche viele Irreps Vi, ..., V) gibt
(mit k& < #{C}), bleibt nur noch zu zeigen, dass jede mit der Multiplizitat a; gleich
der Dimension dim V; vorkommt. Dazu verwenden wir die Formel (2.33):

= (xexe) = Z Xi(9)xw(g (2.35)

Nun gilt aber, dass die Matrixdarstellung der links-regularen Darstellung L mit
{h € G} als Basis keine Eintrdge auf der Diagonalen hat, ausser fir g = e. Also ist

0 falls g # e
= 2.36
xi(9) {\G| falls g = e (2:36)

Mit x;(e) = dim V; folgt die Behauptung.

Korollar 2.17. i

Gl =" (dimV;)* (2.37)

=1

wo die Summe tber alle Irreps lauft.

Zum Schluss beweisen wir noch die bereits gefallenen Aussage, dass die Anzahl
Irreps gleich der Anzahl Konjugationsklassen in der Gruppe ist, d.h. nicht nur un-
terscheiden Konjugationsklassen vermittels der Charaktere die Irreps, sondern die
Irreps unterscheiden auch die Konjugationsklassen. Die Aussage ist dquivalent da-
zu, dass der Vektorraum der Klassenfunktionen von den irreduziblen Charakteren
aufgespannt wird:

Theorem 2.18. Sei o : G — C eine Klassenfunktion, d.h. a(hgh™) = a(g) Vg, h €

G. Fulls
(o, xi) 2.38
=@ Z (2.38)

fur alle Irreps p;, dann ist o = 0.

Beweis. Fir jede Irrep (V;, p;) gilt:

Poi = 15 Z V=V (2.39)
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2.4. ORTHOGONALITATSSATZE

(die "Projektion auf die zu a gehdrende Darstellung”) ist ein G-Morphismus:
daipi(h) =D _alg)pi(gh) (240)
g
=Y algh ")pilg) (241)
g
= a(hgh™")pi(hg) (2.42)

g

= pi(h)a,i (2.43)

Aus dem Lemma von Schur folgt dann, dass ¢,; = x - idy,, und wir kénnen den
Proportionalitdtsfaktor x durch Bilden der Spur ermitteln. Wir finden:

(O‘ XZ) .
Goi = idy; - dlmV =0 (2.44)

Falls nun (V, p) irgendeine Darstellung ist, so folgt durch Zerlegen in Irreps, dass

a,V ’G| Z (245)

geG

Insbesondere gilt fiir die linksreguliare Darstellung

Pa,r = Gl Z 9)g =0 in CG (2.46)
geG
Da aber {g € G} eine Basis von CG ist, folgt a = 0. OEA

Ist dann « irgendeine Klassenfunktion, so folgt leicht o — ). (i, @)x; = 0, d.h.
der Raum der Klassenfunktionen wird von den y; aufgespannt.

Mit anderen Worten kann man die Gleichung

C]_
X (O)x; (C) = b (2.47)
Z |G| ’
(1,7 =1,...,k) als die Aussage auffassen, dass die (nun quadratische) Matrix
/€]
(C 9.48
( |G‘X ( ) i=1,...k ( )
Ce{Konj.KL}
unitar ist. Die Folgerung
G|
— fallsC=C
> (Ol =< [C] (2.49)
i 0 falls C # '

wird manchmal (oder wurde frither?) auch als der zweite Orthogonalitatssatz be-
zeichnet.
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KAPITEL 2. ENDLICHE GRUPPEN
§ 2.5 Weitere Anwendungen

2.5.1 Allgemeine Projektionsformel

Theorem 2.19. Seien V' eine endlich-dimensionale Darstellung von G, und V; eine
Irrep. Dann st
Yyy = dimV; - Z Yilg V=V (2.50)
gGG

die Projektion auf die “Vi-isotypische Komponente von V' 7, d.h. auf den Unterraum
VP C V, wo ay die Multiplizitit von Vy in V ist (oder 0).

Beweis. - Da 1,y ein G-Morphismus ist (vgl. Beweis von Theorem 2.18), kénnen
wir aufgrund des Lemmas von Schur beziiglich der Zerlegung

k
V=PviecH (2.51)

=1

11,v schreiben als direkte Summe @le Y1,v;, und jedes 9 v, auffassen als C* — C%.
- Vorausgesetzt, dass 1y eine Projektion ist (was wir gleich verifizieren), konnen
wir den Rang von 1), y, durch Spurbildung berechnen:

dlmV
Rang(+1,v;) I : ZXl (2.52)

- Aus der Orthogonalitat der Charaktere (Theorem 2.14) folgt dann die Behauptung
(dass nédmlich 9, v, = 0 ist falls ¢ # 1 und die Identitét falls ¢ = 1), falls wir noch

iﬂiv = v zeigen:

dlmV
wiv ‘G’Zl ZXl Xl gh’)

-Gy (Z d‘,lgflxl(gh Yan))ote) 2

J/

Beh: dies ist gleich X1(9)

In der Tat gilt ja in Vi wegen Schur:

i ) = A+ (2.54)
wobei A = V wieder aus der Spurbildung folgt. Also ist
S Tl = ™) (2.55)
h
Spurbildung und x;(g7!) = X1(g) ergbit die Behauptung. OEA
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2.5. WEITERE ANWENDUNGEN

2.5.2 Induzierte Darstellungen und Frobenius Reziprozitit

Wir haben bereits am Anfang (Tensor-)Operationen auf Darstellungen einer gegebe-
nen Gruppe kennengelernt. Im Zuge der Charaktertheorie haben wir gesehen, dass
es interessant ist, die Darstellung festzuhalten, und ein algebraisches Objekt (die
Konjugationsklasse) zu variieren. Die folgende Variante dieser Idee (ndmlich die Va-
riation der Gruppe) tritt in vielen Anwendungen mehr oder weniger explizit auf.
- Sei G eine endliche Grupe und (V, p) eine Darstellung von G. Falls nun H C G
eine Untergruppe von G ist, so erhalten wir durch Einschranken von p : G — GL(V)
auf H eine Darstellung von H (ebenfalls auf V'), welche natiirlich die eingeschrankte
Darstellung heisst.

Notation: Res% V = (V, p|n) (2.56)

- Offensichtlich ist Res$ V' nicht notwendigerweise irreduzibel, selbst wenn V' dies
gewesen sein sollte. (Betrachte z.B. H = {e}.)
- Etwas weniger offensichtlich ist, dass wir in der Situation H C G auch in natiirlicher
Weise aus einer Darstellung (W,0) von H eine Darstellung von G “induzieren”
konnen.

Wir wéahlen dazu ein vollstdndiges System R > r von Représentanten der Ne-
benklassen G//H, d.h. wir schreiben

G/H =|-JrH (2.57)

reR

(Beachte, dass diese Schreibweise R nicht eindeutig festlegt, bei Sorge muss man
gegebenenfalls die Unabhéangigkeit von der Wahl verifizieren. Jedenfalls ist es ver-
niinftig, H durch e € R vertreten zu lassen.)

- Nach Definition der Nebenklassen kénnen wir dann fir jedes ¢ € G, r € R in
eindeutiger Weise 79 € R und h("9 € H finden, sodass gilt'

gr =r9pra) r9 e R,W™ c H (2.58)

- Sei nun (W, o) eine Darstellung von H. Wir fithren zunédchst |G/H| = |R| isomor-
phe Kopien von W ein, die wir durch r € R indizieren (noch W, = W schreibend)
und definieren den Vektorraum, auf dem die induzierte Darstellung operieren soll,
durch

Indf; W= W, (2.59)

reER

Die Wirkung p von G auf diesem Raum erkléren wir schrittweise.
- Zunéchst einmal erledigen wir die Darstellung von H auf W = W, durch die
gegebene Darstellung von o: p(h)w = o(h)w, h € H, w € W.
- Sodann identifizieren wir fir r € R

p(r): W =W, — W, (2.60)

als den gegebenen Isomorphismus W = W, den wir noch durch Anschreiben eines

Index abkiirzen konnen:
p(rw = w, (2.61)

1Beachte, dass fiir h € H nicht notwendigerweise (™ = r gilt, ausser H ist eine normale
Untergruppe.
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KAPITEL 2. ENDLICHE GRUPPEN

- Nach diesen beiden (natiirlichen) Wahlen liegt der Rest der Darstellung durch
die Homomorphismeneigenschaften bereits vollstandig fest: Fir g € G, w, € W, C
Ind% W muss gelten (vgl. (2.58)):

plau = pla)o(r
= plgryw = p(r'®)p(h")w
= () (P i
= (0-<th)) )r(g)

- Es bleibt dann noch zu priifen, dass dies ein Homomorphismus p : G —
GL(Ind$ W) ist, was wir aber als Ubung lassen.

- Ein Ausdruck der Frobenius-Reziprozitit ist die Aussage, dass falls V' eine Darstel-
lung von G ist, und W eine Darstellung von H, dann gilt:

Hom g (W, Res% V) 2 Homg (Ind$ W, V) (2.63)

Beweisskizze: - Fiir ¢ € Homg(Ind$ W, V) erhalten wir natiirlich ein Element von
Homy (W, Res§; V) durch Einschréinken von ¢ auf W =W, C @, ., W, = IndG W

- Sei umgekehrt v € Hompg (W, ResH V). Zur Vertraglichkeit mit der G-Wirkung
miissen wir fir die Fortsetzung ¢ nach IndG W 3 w, setzen:

b(wr) = p(r)v(w) (2.64)

(wobei hier p die Darstellung von G auf V' ist) und damit liegt bereits alles fest.
- Eine andere Ausdrucksweise ist die Formel

(XWs XRes V)i = (Xma w, Xv)& (2.65)

fir die inneren Produkte der Charakteren, die man nach Riickfithrung auf irreduzible
W und V sofort aus der obigen Identifikation (2.63) (zusammen mit (2.33)) erhélt.
- Noch eine Ubung ist die interessante Formel

Xtndw(9) = Z xw(r~tgr) (2.66)

reR
r~lgreH
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KAPITEL 3

DARSTELLUNGSTHEORIE DER
SYMMETRISCHEN GRUPPE

Die allgemeine Darstellungstheorie aus dem letzten Kapitel soll nun am Beispiel der
symmetrischen Gruppe in die Praxis umgesetzt werden. Dabei ist nicht so sehr von
Interesse, dass jede endliche Gruppe als Untergruppe einer symmetrischen Gruppe
(vom Grad gleich der Ordnung der gegebenen Gruppe) auftritt (was die Darstel-
lungstheorie im Allgemeinen noch nicht wesentlich vereinfacht). Vielmehr fiithrt die
explizite Beschreibung der Irreps und Charaktere der symmetrischen Gruppe fir
sich auf sehr reichhaltige kombinatorische Strukturen, die an vielen anderen Stellen
von grossem Nutzen sind. Insbesondere besteht ein enger Zusammenhang mit der
Darstellungstheorie der klassischen Gruppen (Schur-Weyl-Dualitét).

Es sei noch einmal betont, dass wir in dieser Vorlesung nur die Darstellungstheo-
rie tiber einem Korper der Charakteristik 0 (sc. den komplexen Zahlen) behandeln.

§ 3.1 Bereitstellung

- Sei n eine positive ganze Zahl. Die symmetrische Gruppe vom Grad n ist die
Gruppe der Bijektionen der Menge N = {1,2,3,...,n}. Notation:

Sp,20:N>aw— o, (3.1)

- Die Ordnung der symmetrischen Gruppe ist |S,| = n!.

- Fiir jede Permutation o € S, zerfallt N = {1,2,...,n} unter der Wirkung der von
o erzeugten Untergruppe in Orbits, welche Zykel genannt werden. Fir ¢ = 1,2, ...
bezeichnen wir mit k; die Anzahl Zykel der Lange ¢ und ordnen so ¢ ihren Zykeltyp

r

k= (kiko, .. k), ) iki=mn (3.2)

i=1

zu. (Hier sei r der grosste Index mit k, # 0 ist. Manchmal ist es praktisch, noch mit
weiteren Nullen aufzufiillen.)

- In der Algebra beweist man, dass zwei Permutationen genau dann konjugiert zu-
einander sind, falls sie den gleichen Zykeltyp besitzen. Wir bezeichnen mit C}; C S,
die Konjugationsklasse vom Zykeltyp k.

- Nach der Darstellungstheorie endlicher Gruppen hat S,, dann genauso viele Irreps
wie es Vektoren (3.2) (mit variablem r) gibt. Wéhrend es jedoch im Allgemeinen
zur Herstellung der Korrespondenz zwischen den Irreps und den Konjugationsklassen
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der Charaktere bedarf, gibt es im Falle der symmetrischen Gruppe eine erstaunlich
direkte Beziehung schon in der Bezeichnung der beiden Sorten von Objekten.
- Die kombinatorische Vorrichtung, die in natiirlicher Weise die Irreps kodiert, sind
die Partitionen von n, fallende Folgen von ganzen Zahlen mit Quersumme n:

A==X>>N), ) A=n (3.3)

=1

- Die eins-zu-eins Korrespondenz zwischen (3.2) und (3.3) lésst sich am einfachsten
iiber die Visualisierung durch Young-Diagramme einsehen:

A
| }k
Ao

¥ S }kr_l (3.4)

A,
)\81 }kl

- Unser Ziel ist es nun, die irreduziblen Darstellungen (V),p,) von S, iiber das
zugehorige Young-Diagramm zu beschreiben und dann einen Algorithmus fiir die
Berechnung der Charaktere

X (Cr) = xa(k) (3.5)
anzugeben, durch die die Menge der Young-Diagramme mit n Késtchen zu einem
inneren Produktraum wird.

- Es sei auch an die Tatsache erinnert, dass S, von Transpositionen (Vertauschen
von zwei Elementen von N)

Tt (1,2,...,a,...,b,...,n) = (1,2,...,b,...,a,...,n) (3.6)

erzeugt wird, wobei sogar noch die 7, := Ty oyt mitb=a+1lunda=1,...,n -1
ausreichen.
- Da die Relationen zwischen den 7,,

(ra) =¢, TaTy = TyTo  flr a —b| > 1 (3.7)

TaTa+1Ta = Ta+1TaTa+1

von homogenem Grad mod2 sind, ist die Signatur, welche jeder Permutation die
Paritét (1) der Anzahl notwendiger Transpositionen zuordnet, als Homomorphis-
mus

sgn: S, » {1,-1} =2 7Z/2, sgn(r,) = —1 (3.8)
wohldefiniert.
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§ 3.2 Die irreduziblen Darstellungen

- Unser Ausgangspunkt ist die Gruppenalgebra

CS, = {Z F(o)o, f(o) € c} (3.9)

O'ESn

ausgeriistet mit der Linksmultiplikation als die regulare Darstellung L von S, die
ja wie wir wissen alle Irreps enthalt.
- Wir definieren zunéchst fiir jede Partition A von n eine Projektion Y, : CS,, — V..
Dann beweisen wir, dass die V), irreduzible Darstellungen sind und dass verschiedene
Partitionen nicht-isomorphe Darstellungen geben. Da die Anzahl der Irreps gleich
der Anzahl Partitionen ist, folgt dann aus der allgemeinen Theorie, dass wir damit
alle gefunden haben. Zum Schluss geben wir einen Algorithmus zur Berechnung der
Charaktere an.
- Die Projektion Y) wird definiert iiber Rechtsmultiplikation mit einem ausgewéahlten
Element ¢, € CS,,:

V)\ = CSn * C) (310)

dem sogenannten Young-Symmetrisator. (Da Links- und Rechtsmultiplikation ver-
stauschen, wiare CS,, - x ein invarianter Unterraum von (CS,,, L) fur jedes Element
x € CS,. Beispielsweise ist fir x = 0 € S, CS, -0 = CS,, fir v = ) o ist
CS, - Y. o0 = C> o die triviale ein-dimensionale Darstellung. Wir wéahlen ¢, so,
dass V), irreduzibel wird.)

- Zur Definition von ¢, sowie zur Durchfithrung der kombinatorischen Beweise fithren
wir noch das Konzept eines Young-Tableaus der Form A ein als ein mit den Zahlen
1,2, ..., n gefilltes Young-Diagramm . So ist z.B.

5

(3.11)

2

ein Young-Tableau der Form A = (A1, A2) = (3, 2) als Partition von 5.
- Etwas formaler ist ein Young-Tableau der Form A eine Zerlegung von N in diskunkte
und geordnete Mengen

N=tUtaJ-- Uty (3.12)

der Machtigkeit |t;| = ;.

- Das kanonische Tableau sei das zur offensichtlichen (d.h. ¢; = {1,...,\} etc.)
Zerlegung gehorige und ein standard Tableau habe monoton wachsende Zeilen und
Spalten. Das Beispiel (3.11) zeigt sofort, dass es mehr standard Tableaux gibt als
nur das kanonische.

- Wir denken uns ein Tableau auch als die Permutation 7' € S, die es aus dem
kanonischen erzeugt, “auf die Form A\ gebracht”:

T|T ()] - - [T

=t (3.13)
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- S, wirkt “von links” auf die Young-Tableaux der Form A, und der Vektorraum,
der von den Tableaux der Form A aufgespannt wird, ist isomorph zu CS,. Ein
(nicht leicht zu beweisendes) Korollar aus der Konstruktion ist, dass unter diesem
[somorphismus V) von den standard Tableaux der Form A\ aufgespannt wird.

- Fiir ein Young-Tableau T' = {t1,...,ts} definieren wir nun den Zeilen-Stabilisator
als die Untergruppe

Pr:={m e Sy,n(t;) =t; Vj (als ungeordnete Menge)} C 5,

= H Sy, (Produkt von Gruppen) (3:.14)
=1

und analog den Spalten-Stabilisator als den Zeilen-Stabilisator des transponierten
Tableaus

Qr={¢ €Sy, &(t) =153 =[] S (3.15)
j=1

(Hier ist A} = #{i,\; > j} und entsprechende Definition fir 7. Das transponierte

1|2

von (3.11) ist z.B. [3]4])
5

- Man beachte, dass Pr, Qr als abstrakte Gruppen nur von \ abhéngen, die Einbet-
tung in .S, aber auch von 7. Wir halten fest, dass fiur 7" = 0T (0 € S,),

PT/ = O'PTO'_1 s QT’ == O'QTO'_1 (316)

Zur Begrundung reicht es aus, fiir 7' das kanonische Tableau zu nehmen, und 77 = o

“in der Form \”. Dann ist z.B. die erste Zeile von «'T" gleich |r'o(1) s o (A

Vergleicht man dies mit |ox(1) -+ pr(\1), so sieht man schnell: 7 stabilisiert die

[t

Zeilen des kanonischen Tableaus (d.h. 7 fixiert ¢t; = {1,...,\}) & 7 = omo ™!
stabilisiert die Zeilen von T".

- Wir konzentrieren uns nun auf das kanonischen Tableau und lassen das Subskript
weg. Wir setzen

p::ZWECSn

TeP
(3.17)
q:= ngn(§)§ e CS,
£eq
und definieren den Young-Symmetrisator als
c=c\:=pg= Z sgn(é)mé € CS, (3.18)
iQ

Unser Schlachtruf ist: “Symmetrisiere iiber die Zeilen, anti-symmetrisiere
iiber die Spalten”, und der Satz lautet:
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Theorem 3.1. Es existiert ein Normierungsfaktor N € Q\ 0 derart dass c5 = Ny,
d.h. bis auf ein skalares Vielfache ist ¢y eine Projektion.

V)\ = CSn *Cy, (319)

aufgefasst als Unterdarstellung von (CS,, L) ist irreduzibel. Jede Irrep von S, ist
tsomorph zu solch einem V) fiir ein eindeutiges Young-Diagramm .

Bemerkungen. Héatten wir statt dem kanonischen Tableau 7' ein anderes Tableau
T'" = oT benutzt, so wire wie oben festgehalten

Crno = 0CA\O (3.20)

und daher
Vie =CS,-cro =CSpo-cx-0 ' =Vy 0! (3.21)
——
=CSn,
——
=V

durch Rechtsmultiplikation mit o~! isomorph zu V) als Darstellung von S, im

allgemeinen aber nicht identisch mit V) als Unterraum von CS,,.

Aufgrund der allgemeinen Theorie des Kapitels 2 hat ja der Vektorraum der
Sy-Einbettungen von V) in CS,, die Dimension dim V) (Lemma von Schur). Man
konnte zeigen, dass dieser Raum von

{Rechtsmultiplikation mit 0~', o7 ein standard Tableau} (3.22)

aufgespannt wird. Dies ist ahnlich dazu, dass V) fiir festgehaltenes T' die standard
Tableaux als Basis hat.
- Zur Vorbereitung des Beweises von Theorem 3.1 bemerken wir noch, dass

VemeP: nwp=pr=p

VECQ: £q=qt =sgu(é) (3.23)

und daher
Vre P EeQ: wce=mpgé =sgn(é)c (3.24)

Lemma 3.2. Seix € CS,, derart, dass mx§ = sgn(§)z Vr € P,§ € Q. Dann existiert
eine komplexe Zahl o derart, dass

T =ac (3.25)

Beweis. - Die wesentliche Beobachtung ist, dass P N Q = {e}. (Man kann eine
Permutation der Spalten nicht durch ein Umordnen der Zeilen reparieren.) Daher
tritt in ¢ = ) sgn(§)m¢ jedes € genau einmal auf, und zwar mit dem Koeffizienten
c(r€) = sgn(€) ! (Insbesondere ist ec = ¢ # 0, also CS,,c # 0.)

- Schreiben wir nun fiir  wie angenommen

T = Zm(a)a = Z z(mé)mE + Z z(o)o (3.26)

o TEEPQ 0€5,\PQ

"'Wir identifizieren Elemente von CS,, ja mit Funktionen auf .S,,.
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so folgt zunéchst aus 7o = x Vr € P, dass x(n€) = z(§) Vr € P, € Q. (Denn 7o ¢
PQ falls 0 ¢ PQ), und dann aus z€ = sgn(£)x in analoger Weise z(£) = sgn(&)z(e)
VE € Q.
- Mit o = z(e) folgt daher z = ac falls wir noch zeigen, dass z(o) = 0 Vo ¢ PQ.
- Zu diesem Zwecke betrachte wir fir ¢ € S, das Young-Tableau 7" = ¢T und
vergleichen es mit dem kanonischen Tableau 7'. Es gilt das
Taubenschlagprinzip 1: % Falls alle Elemente von N = {1,2,...,n}, die in der glei-
chen Zeile von T vorkommen, in verschiedenen Spalten von T sitzen, so konnen
wir zunachst die Spalten von 7" so umordnen, dass alle Elemente von N, die in der
gleichen Zeile von T sitzen, ebenfalls in der gleichen Zeile von &1 sitzen fiir ein
geeignetes £ € Q7. Dann kénnen wir durch Umordnen der Zeilen von T erreichen,
dass

7T =¢'T" mitm € P = Pr (3.27)

Nach obigen Bemerkungen ist ¢’ = oéo~ !, £ € Q, T' = oT, also

T=cf=>o0=nf"', TePEreq

=o€ PQ (3.28)

Ist also o ¢ PQ, so existieren Elemente a,b € N, die in der gleichen Zeile von T', und
in der gleichen Spalte von T” sitzen. Damit gilt fiir die Transposition 7 = 7,5, € S,
von a und b:

7€P und TEQp,dh o lroeQ (3.29)

also ist fur solches o:
x(0) = x(7%0) = v(to0 " '70)
=z

1

(0)sgn(o'10) = —x(0) =0 (3.30)

OEA

Am Schluss des Beweises von Theorem 3.1 brauchen wir noch ein zweites Lemma,
welches die folgende Ordnung auf den Partitionen von n benutzt:
Seien A= (Ay > Ao > -+ > N\)und p = (g > po > -+ > pg) zwei Partitionen von
n. Dann schreiben wir A > p falls die erste nicht-verschwindende \; — p; > 0, d.h.

A= 1y Ao = oy ooy Nil1 = M1, Aq >l (3.31)
(alphabetische Ordnung).
Lemma 3.3. Fulls A\ > u, dann gilt Vo € CS,,:
g, =0 = q,zp) (3.32)
Insbesondere gilt cxc, = 0. (Es gilt auch c,cy, aber das brauchen wir nicht.)

Beweis. Wir zeigen pyog, = 0 Vo € S,. Sei dazu T wie gehabt das kanonische
Tableau der Form A und U das kanonische Tableau der Form p. Dann ist cU = U’
ein weiteres Tableau der Form y und 0,0 ' = ¢, ,. Es geniigt also zu zeigen, dass
PaGue = 0 fiir jedes Tableau U’ = oU der Form p. Nun gilt das

2Ein Meditationsvorschlag fiir Sonntag Morgen.
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Taubenschlagprinzip 2: Falls A\ > pu, so existieren Elemente a,b0 € N, die in der
gleichen Zeile von T und in der gleichen Spalte von U’ vorkommen. 3
Mit 7 = 7,4, der Transposition von a und b folgt dann

Prxqu,c = TPX\Qu,oc = PAT4u = —PAGuoc = 0 (333)
OEA

Beweis von Theorem 3.1. Der Reihe nach:
Beh.: cy - ¢y = Necy,
Bew.: Fur alle 7 € P, £ € @Q gilt mcy = ¢y und ¢ & = sgn(§)cy, und daher

mey - e = sgn(&)exey (3.34)

also folgt aus Lemma 3.2, dass IN € C mit ¢3 = N'¢y. Um zu zeigen, dass N € Q\0,
wollen wir es berechnen: Wegen ¢, (e) = 1 ist die Spur der Rechtsmultiplikation mit
cy auf CS,, gleich n!. Andererseits bildet ¢y jedes xcy € CS,,-cy auf N mal sich selbst
ab und alles im Komplement auf CS,, - ¢). Also ist die Spur der Rechtsmultiplikation
mit ¢, auf CS,, = CS,, - ¢ ® Komplement auch gleich dimV, - N/. Es folgt (auch
wegen dim V) # 0)

n!

N - dim V)\

(3.35)

Beh.: Die V) sind irreduzibel.

Bew.: Fir einen invarianten Unterraum W C V) betrachten wir cyW. Da ¢\ V) = Ccy
wegen Lemma 3.2 ein-dimensional ist, muss entweder c¢yWW = Cc, oder ¢ W = 0 sein.
- Falls cyW = Cc,, so existiert ein w € W, so dass cxw = c¢). Da aber jedes v € V),
von der Form v = zc) ist mit x € CS,,, folgt

v=acy =z w e W (3.36)

Alsoist V\, =W

- Falls ex\W = 0, so ist cx\W+ = Ce, (fiir den komplementiren invarianten Unterraum
W+ von W in Vy, vgl. Satz von Maschke 2.5). Dann folgt wie eben W+ = Vj, also
W =0.

Beh.: Falls A > p, so sind V) und V), nicht isomorph.

Bew.: Es gilt ¢\V\ = Ccy nach Lemma 3.2, aber ¢,V\ = ¢,CS,cy = 0 nach Lemma
3.3. Ein S,-Isomorphismus V,, = V) miisste aber c,V\ = Ccy mit ¢,V = 0 identifi-
zieren, was unmoglich ist. Daher kann kein solcher Isomorphismus existieren.

- Damit haben wir genauso viele Irreps gefunden, wie es Konjugationsklassen in S,
gibt. Nach den allgemeinen Resultaten aus Kapitel 2 sind dies dann alle. OEA

- [ , [ R . .
Mein Zen: Betrachte etwa T = [ [ | [ |- , U’ = [o[4]o]2]- . Man schopfe in der Zeilen-

langenreihenfolge von T aus U’ die Eintriage der Zeilen von T ab. Solange \; = p; ist, ist es

moglich, dass diese Zeileneintrage in verschiedenen Spalten von U’ sitzen. Im Beispiel erhilt man
die abgeschopften Tableaux LITTT ynd BRI gobald A; > p; gibt es nicht mehr geniigend

Késtchen auf der rechten Seite und es miissen Spalten von U’ doppelt benutzt werden.
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Beispiel 3.4. Wir verifizieren, dass die 2-dimensionale Darstellung von Sj (siehe
(1.9), (1.10)) zur Partition 3 = 2 4+ 1 gehért. Das Young-Diagramm ist . Das

1
3

ex = (14 (12))(1 — (13)) = 1+ (12) — (13) — (132) (3.37)

2', der zugehorige Young-Symmetrisator

kanonische Tableau ist

Hierbei bezeichnen runde Klammern Zykel (a,0(a),c?(a),...), deren Verkniipfung
wir z.B. durch die Wirkung auf N = {1, 2,3} bestimmen:

(12)(13){1,2,3} = (12){3,2,1} = {3,1,2} = (132){1,2,3}  (3.38)
Benutzen wir fiir CS3 eine geschweifte Notation, so ist*

Y3({1,2,3}) = {1,2,3} + {2,1,3} — {3,2,1} — {3,1,2} =: ¢
Yi({1,3,2}) = (2,3) (Y2 {1,2,3}) = {1,3,2} + {3,1,2} — {2,3,1} — {2, 1,3} = ey

(3.39)
Damit gilt (23)e; = e, (23)eg = €1 sowie
(12)er = {2,1,3} + {1,2,3} — {3,1,2} — {3,2,1} = e,
(3.40)
(12)es = {2,3,1} + {3,2,1} — {1,3,2} — {1,2,3) = —ey — ¢,

Da S3 von (12) und (23) erzeugt wird, folgt bereits, dass der von e; und ey auf-
gespannte Unterraum invariant ist. Aus tr(23) = tr(93) = 0 und tr(23)(12) =
tr (§21) = —1 folgt durch Vergleich mit der Charaktertafel (2.24), dass die Dar-
stellung V(21) isomorph zu py aus (1.9) und (1.10) ist. Die mit Young-Diagrammen
fiir Irreps und Konjugationsklassen verzierte Charaktertafel ist damit:

ﬁ T
(ITI|1 1 1
1 g 1 (3.41)
E 2 0 1

3] benutzt, so

Hétten wir statt dem kanonischen das andere standard Tableau
ware der entsprechende Young-Symmetrisator

A= (14 (13))(1—(12)) =1+ (13) — (12) — (123) (3.42)
und

ey ={1,2,3} +{3,2,1} —{2,1,3} — {2,3,1}

ey ={1,3,2} +{2,3,1} — {3,1,2} — {3,2,1} = (23)¢} (3.43)

Der von €] und €, aufgespannte Unterraum ist wieder isomorph zu py. Man verifi-
ziert leicht, dass ey, eg, €], €; linear unabhéngig sind und zusammen mit ) ¢ o und
> s, sen(o)o die Gruppenalgebra CS3 aufspannen.

4Wir unterschlagen den Normierungsfaktor.
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- Diese Betrachtungen illustrieren die Aussage, dass die standard Tableaux eine
Basis sowohl von V) als auch der Einbettungen Homg, (V3, CS,,) = V) liefern. Der
allgemeine Beweis dieser Aussage fiihrte uns hier zu weit. Eine mogliche Strategie
ware gewesen, zunachst die lineare Unabhéangigkeit der standard Tableaux zu zeigen
(was einfacher ist als die Erzeugendeneigenschaft), und anschliessen kombinatorisch
zu verfizieren, dass

2
nl=|S,| = Z (#{standard Tableaux der Form A}) (3.44)

A Part.

von n

Der Verweis auf (2.37) schlésse dann den Beweis ab. Siehe z.B. Barry Simon, “Re-
presentations of Finite and Compact Groups”, GSM 10, AMS 1995 oder auch G. D.
James, “The representation theory of the symmetric groups”, LNM 682, Springer
1978

§ 3.3 Die Charaktertafel der symmetrischen Gruppe

In dem zuletzt zitierten Buch findet sich auch der folgende Algorithmus fiir die Cha-
raktertafel, der als Alternative zur Frobenius-Formel ohne symmetrische Funktionen
auskommt, aber dennoch rechnerisch recht effizient ist:

- Wir wollen also fiir eine durch den k-Vektor

k= (kike, ), Y iki=n (3.45)

gegebene Konjugationsklasse und eine durch eine Partition

A=M=X>), ) N=n (3.46)
definierte Irrep den Charakter
k)=t o, oeC; (3.47)

berechnen.
- Wir erinnern daran, dass V), = CS,,cx = CS,,pAqy, mit

p=> 7, =) sgn(§) (3.48)
P Q

und dem Speilen- bzw. Zaltenstabilisator P und () des kanonischen Young-Tableaus
der Form \.
- Es gilt (vgl. (3.14))

Pl =]]\! (3.49)

und die Machtigkeit der Konjugationsklasse ist gegeben durch

n! n!
Crl = = 3.50
1l |Stabilisator von Cy| [, t*ik;! (3.50)
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- Aus der allgemeinen Theorie wissen wir, dass die irreduziblen Charaktere ortho-
gonal beztiglich dem inneren Produkt (2.25) sind, d.h.

> 0 F) S (F) = by, (3.51)

(Die Formeln unten werden zeigen, dass die x, alle reell sind, und wir lassen die
Konjugation daher weg.)

- Um dies als Matrixformel zu schreiben, einigen wir uns darauf, Partitionen (bei
Bedarf auch zusammen mit den E—Vektoren) lexikographisch zu ordnen, vgl. (3.31).
- Mit dieser Ordnung sei also X = (X, ;) die Charaktertafel mit Partitionen als

Zeilen-Index und k-Vektoren als Spaltenindex. Sei ferner X die Diagonalmatrix

|CEl
Y= 0w (3.52)

sodass wir die Orthogonalitat der Charaktere schreiben konnen als
Xvxt =1 (3.53)

(im “Raum der Partitionen”).

- Der erste Schritt zur eigentlichen Berechung von X ist die Einfithrung der folgenden
auxiliaren Darstellungen W) von S,,, welche auch durch Partitionen indiziert sind,
aber im allgemeinen nicht irreduzibel sind. Mit der gleichen Notation wie bisher
setzen wir

W)\ = (CSn * P (354)

(d.h., wir symmetrisieren Young-Tableaux nur iiber die Zeilen).
- Der Character von Wy kann durch relativ einfache Uberlegungen berechnet werden.
Es ist namlich

w,\(/;) = try, 0 = #{T €Sy, or=7nfirein 7 € PA}/PA (3.55)

In Worten ist dies die Anzahl Tableaux, fiir welche die Wirkung von o links durch
ein Umordnen der Zeilen rechts repariert werden kann, modulo der Identifikation
durch Zeilenpermutationen. Diest ist auch

try, 0 = #{T €8S, 7 lor € PA}/P,\

|Py N CE| .
= % . |Stabilisator von o
A | (3.56)
n!
=|PNCy - —=—
"R |G

Mit (3.49) und (3.50) ist damit die Berechnung von 1 (k) auf die Repartition der
Faktoren von P = [] .S\, auf die Zykel in C}; zuritickgefithrt. Zum Aufwirmen iiber-

zeuge man sich, dass @/)A(E) = 0 falls ¥ > X in der alphabetischen Ordnung: Der
maximale Zykel in Sy, hat ja die Linge A;. (Die Matrix W = (¢\(k)) ist daher eine
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untere Dreiecksmatrix, was aber fiir die weiteren Uberlegungen keine Rolle spielt. )
- Nach der allgemeinen Theorie existiert nun fiir jede Partition A eine Zerlegung

Wy = PV, (3.57)
“w

in irreduzible Teile mit gewissen nicht-negativen ganzen Zahlen K,* (genannt
Kostka-Zahlen).

Beh.: Die Matrix K = (K,/") ist eine obere Dreiecksmatrix und invertierbar. D.h.
K/ =0 falls 4 < X und K,» > 0. (Es gilt sogar K,» = 1, und K ist iiber Z
invertierbar. Dies ist aber fiir uns nicht primér interessant.)

Bew.: Die zweite Behauptung folgt direkt aus der Tatsache, dass
Vi = Wi (3.58)

d.h. Rechtsmultiplikation mit ¢, ist ein nicht-verschwindender S,,-Morphismus
Wy — V.
Fiir den ersten Teil verifizieren wir, dass falls A > pu

I‘IOIIl(CSn (W)\, VN) = HOIIl(CSn ((CSnp,\, (CSanqH) =0 (359)

Um solch einen Morphismus f : Wy — V), zu spezifieren, reichte es ja aus f(py) =
xp,q, mit © € CS,, anzugeben. (p, ist zyklischer Vektor fir S,,.) Aber wegen p3 « p
gilt

1 1
fpy) = Wf(l?i) = ﬁpr(m)
f A (3.60)
= Wp,\xpuqu =0 falls A > p wegen Lemma 3.3.
A
- Auf dem Niveau der Charaktere ist (3.57)
Yalk) =D KX, (k) (3.61)
o
d.h.
V=KX (3.62)

Das innere Produkt der Charaktere der W) lasst sich dann durch die Irreps ausdrii-
cken als (siehe (3.53)):

Uyv? = KXSXTKT = KK” (3.63)

- Mit einem kleinen Lemma aus der linearen Algebra liegt eine obere Dreiecksmatrix
K mit positiven Eintragen auf der Diagonalen durch solch eine Gleichung (3.63)
bereits vollstédndig fest. (Das Lemma besagt zundchst nicht, dass K ganzzahlig ist;
dies folgt aber aus den allgemeinen Prinzipien.)
- Zuguterletzt:

X=K'¥ (3.64)

und wir sind fertig.
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§ 3.4 Symmetrische Funktionen

Wir beschreiben nur die Berechnung von |PyNC5| in (3.56): Konjugationsklassen in
Py =TI, S\, sind bezeichnet durch Kollektionen (1) = (r;;) derart dass

A=Y iy (3.65)
Um ein Element in der Konjugationsklasse C7 von S, zu bekommen, brauchen wir
J

Es gilt also (vgl. (3.50))
[Py N C| _ZHH o) (3.67)

und daher (siche (3.56))

- iRk,
Ua(k) = H W ZHHM ; ZHH - (3.68)

wo die Summe {iiber alle Losungen (r) von (3.65) und (3.66) lauft.
- Nach einer Beobachtung, die auf Frobenius zuriickgeht, ist diese Kombination
genau der Multinomialkoeffizient von

=Py (3.69)
im symmetrischen Polynom?®
P® = (214 a ) (@] + a2 (@ a2l (3.70)
Wir schreiben _
N _ pE
(k) = [PM], (3.71)

als Ausgangspunkt einer langen Story, an deren Ende die Frobenius-Formel fiir die
irreduziblen Charaktere steht:

(k) = [aP®], (3.72)

wo P® wie oben ist, A = [lic;(zi — 2;) die Vandermonde Determinante, und
l=MN+s—1 +s—2,...,0l,_1+1,)). Der Beweis von (3.72) erfordert etwas
Geduld, enthalt aber explizite Algorithmen insbesondere auch fiir die Kostka-Zahlen,
sowie die berithmte Hakenléngenformel fiir die Dimensionen der Irreps

|
dim V, = i

3.73
HKéstchen Hakenlénge ( )

5Das Polynom ist offenbar invariant unter Permutation der Variablen.
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KAPITEL 4

KONTINUIERLICHE UND
DIFFERENZIERBARE GRUPPEN

Wir haben uns bisher mit der Darstellungstheorie endlicher Gruppen beschaftigt und
gesehen, wie sich deren irreduzible Darstellungen (zumindest tiber den komplexen
Zahlen) vollstdndig beschreiben lassen. Die symmetrische Gruppe lieferte uns ein
instruktives Beispiel mit einer sehr anwendungsreichen Struktur.

Fiir unendliche Gruppen lésst sich im Allgemeinen wenig sagen, ohne dass weitere
Annahmen gemacht werden, die die Algebra geeignet einschédnken. Ein wichtiges
Beispiel fiir solche Voraussetzungen sind kontinuierliche Strukturen.

§ 4.1 Topologische Gruppen

Definition 4.1. Eine topologische Gruppe ist eine Gruppe G, welche mit einer
Topologie ausgestattet ist (d.h. ein System von Teilmengen von GG, welches die lee-
re Menge und ganz G enthélt und unter beliebigen Vereinigungen und endlichen
Durchschnitten abgeschlossen ist), derart dass die Gruppen-Operationen,’

m:GxG—G, (z,y) = m(z,y) = zy
-1

4.1
LG — G, r—u(z) =a (4.1)

stetige Abbildungen sind, d.h. Urbilder offener Mengen sind offen. Man sagt, die
Topologie ist vertrdglich mit der Gruppenstruktur.

Bemerkungen. - In der Definition ist G x G als mit der Produkttopologie verse-
hen aufzufassen. Dies ist die grobste Topologie, in welcher die Projektionen auf die
Faktoren stetig sind. Mit anderen Worten ist dies die Topologie, welche von Pro-
duktmengen der Form U; x Us mit U, » C G offen, erzeugt wird.
- Es geniigt offenbar, die Stetigkeit von (x,y) — zy~! zu priifen.

Lemma 4.2. Sei G eine topologische Gruppe. Fir jedes v € G ist die Linkstrans-
lation

stetig. (Gleiches gilt natiirlich fir die Rechtstranslation R, = m(-,x). Wegen L,-1 o
L, =idg is L, sogar ein Homdéomorphismus.)

'In diesem Abschnitt werden zur Betonung der topologischen Struktur Gruppenelemente mit
x,, ... bezeichnet.
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Beweis. Sei W eine offene Umgebung von xyeG. Wegen der Stetigkeit von m :
G x G — G ist m™Y(W) eine offene Umgebung von (z,y) € G x G. Gemiss der
Definition der Produkttopologie gibt es offene Umgebungen U > z, V' 3 y, so dass
U xV C m Y (W). Dann ist aber insbesondere V" C W, d.h. V. C (L,)"}(W).
Damit is L, stetig. OEA

Bemerkungen. - Im Prinzip lassen sich alle Konzepte der elementare Topologie mit
der Gruppenstruktur verbinden, wie z.B. die Begriffe der stetigen Abbildungen und
des Zusammenhangs. Von besonderer Bedeutung ist der Begriff der Kompaktheit.

- Fiir gewohnlich verlangt man, dass die Topologie auf G hausdorffsch ist (d.h. das
Trennungsaxiom T, dass je zwei verschiedene Punkte disjunkte offene Umgebungen
besitzen, ist erfiillt). Als Beispiel fiir die aus der Gruppenstruktur resultierenden
Einschrankungen an die kontinuierlichen Strukturen zeigen wir, dass dies gar keine
schwerwiegende Annahme ist.

Proposition 4.3. Sei G eine topologische Gruppe.

(i) Falls Punkte in G abgeschlossen sind (d.h. G ist Ty ), so ist G bereits hausdorffsch.
(it) Falls G nicht Ty ist, sei H der Abschluss von {e}. Dann ist H eine normale
Untergruppe von G, und G/H, versehen mit der Quotiententopologie ist Ty, und
daher eine hausdorffsche topologische Gruppe.

Beweis. (i) Die wesentliche Idee ist die Ausnutzung der Translationsinvarianz der
Topologie, d.h. L, U ist offen < U ist offen, sieche Beweis des obigen Lemmas.
- Wir miissen zeigen, dass fiir beliebige x # y Umgebungen U > x, V' 5 y existieren
mit U NV = (. Wegen der Translationsinvarianz gentiigt es, y = e anzunehmen,
e # x € G beliebig.
- Da G ein T1-Raum ist, ist W = G \ {z} offen, und eine Umgebung von e.
- Wegen der Stetigkeit der Multiplikation ist m~(1W) eine offene Umgebung von
(e,e) € G x G.
- Nach der Definition der Produkttopologie existieren offene Umgebungen Uy, Us
von e mit Uy x Uy C mfl(W), d.h. U,U;, C W.
- Setzen wir U = U; N Uy, s0 gilt UU ¢ W, und nach wie vor e € U.
.U =UnNU" erfiillt dann nebst UU € W auch U = U~". (Hier ist U~! := {g €
Glg~! € U} und éhnlich fir U—1))
- U ist eine offene Umgebung von e und zU eine offene Umgebung von x. Wir be-
haupten, dass U N azU = (): Tatsdchlich folgte ja aus zu; = uy mit u12 € U, dass
r=upu;' € UU™' C W, was aber im Widerspruch zu = ¢ W stiinde.
(ii) Wir zeigen zunéchst, dass H eine Untergruppe von G ist, d.h. fir alle x,y € H
ist auch zy € H, sowie ! € H:
- Per Definition ist H der Durchschnitt aller abgeschlossenen Mengen, die e enthal-
ten. Mit anderen Worten ist

H=G\ (J U (4.3)

UZe
U offen

Angenommen, es gibe x,y € H mit zy € G\ H.
- Dann existiert eine offene Umgebung W von zy mit e ¢ W.
- Andererseits ist m = (W) eine offene Umgebung von (x,y) € G x G, also existieren
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offene Umgebungen U > z und V 3 y mit U x V.C m~ (W), also UV C W. Da
aber e sowohl in U als auch in V' enthalten ist (andernfalls wéiren letztere in G\ H),
folgt aus e = ee € UV C W, im Widerpsruch zu e ¢ W.

- Der Beweis, dass H unter Inversenbildung abgeschlossen ist, geht analog.

- H ist eine normale Untergruppe, denn fiir jedes z € G ist tHz~! > e abgeschlossen,
so dass H C xHx~? gilt. Da dies aber dann auch mit z — z~! wahr ist, folgt

HcCzHr ' Ca(x'Hz)x' = H (4.4)

also rHx ' = H.

- Damit ist also G/H eine Gruppe, und man priife also Ubung, dass die Gruppen-
struktur mit der Quotiententopologie (U C G/H = n(G) ist offen & 7~ 1(U) ist
offen in G) vertriglich ist, dass also G/H eine topologische Gruppe ist.

- Um zu zeigen, dass G/H T, ist, gentigt es zu zeigen, dass [¢] = eH = H € G/H
in der Quotiententopologie abgeschlossen ist. Dies folgt aber aus der Tatsache, dass
G = H\J(iibrige Nebenklassen), dass also 7' (G/H \ [¢]) = G\ H, was per Definition
offen in G ist. OEA

Der Beweis gibt einen kleinen Eindruck davon, wie man, z.B. im Zusammen-
hang von Hilberts fiinftem Problem, “Pathologien” aus der topologischen Struktur
ausdividieren kann. Wir zeigen nun noch eine Konsequenz aus der Kompaktheit ei-
ner topologischen Gruppe, welche fiir die Existenz und Eindeutigkeit des Haarschen
Mafes von Bedeutung ist.

Proposition 4.4. Sei G eine kompakte topologische Gruppe und f : G — C eine
stetige Funktion. Dann ist f gleichmdssig stetig in dem Sinne, dass fir jedes € > 0
eine (symmetrische) Umgebung V > e (V =V 1) existiert, so dass

1f(z) — fly)] <e Vo,y € G mitz 'y €V oderyz™ ' €V (4.5)
Beweis. Die Aquivalenz der Aussage zu
|f(zz) — f(x)] < eund |f(zz) — f(z)|<e VreG,zeV (4.6)

stellt die Analogie zur gleichmaéssigen Stetigkeit von Funktionen auf der reellen Achse
vielleicht noch etwas besser heraus.
- Betrachte zum Beweis dieser Aussage die Funktion

F:GxG—C, F(z,2) = f(zz) — f(x) (4.7)

Diese Funktion ist als Verkettung stetiger Abbildungen stetig mit F'(z,e) = 0 fiir
jedes © € G. Daher gibt es fiir jedes x € G Umgebungen U, > x, V,, 3 e, so dass

|F(2',2)] <, V(2 z) € Uy x V,, (4.8)

- Da UzegU, = G und G kompakt ist, existieren endlich viele (x;);=1,.. n so dass
G = UN,U,,. Setzt man dann V = NV,. 3 e so ist fiir jedes 2/ € G und z € V,
x' € Uy, fir ein ¢ und z € V,,, also

[F(,2)] = |f(«'2) = f(2')] <€ (4.9)

(Die Stetigkeit links kann entweder im Anschluss durch eine analoge Argumentation
sichergestellt werden, oder direkt durch Betrachten von | f(xzz2)—f(z)|+|f(zx)— f(x)]
an Stelle von F.) OEA
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Wie bereits angedeutet sind vom Standpunkt dieser Vorlesung die kompakten
topologischen Gruppen die natiirliche nachste Klasse von Gruppen, deren Darstel-
lungstheorie (fast) genauso komplett behandelt werden kann, wie diejenige der end-
lichen Gruppen. Insbesondere begriindet der Satz von Peter-Weyl, der die vollstan-
dige Zerlegung des Raums der beziiglich dem Haarschen Maf§ quadrat-integrierbaren
Funktionen in irreduzible Darstellungen beschreibt, die Einschrankung auf endlich-
dimensionale und unitére Darstellungen der komplexen Lie-Algebren.

Um uns aber den fiir die Differentialgeometrie, die Physik und die allgemeine
Anschauung wichtigen Beispielen schneller zu ndhern, stellen wir an dieser Stelle die
detaillierte Entwicklung der zugehorigen Analysis zurtick, und fassen die wichtigsten
Ergebnisse gegebenenfalls spéter zusammen.

§4.2 Von Lie-Gruppen und Lie-Algebren

Die folgende Definition kennen wir bereits aus Kapitel 1:

Definition 4.5. Eine Lie-Gruppe ist eine mit einer kompatiblen differenzierbaren
Struktur versehene topologische Gruppe, derart dass die Gruppenoperationen m
und ¢ differenzierbare Abbildungen sind.

Bemerkungen. - Bekanntermafien kann man beim Begriff der Differenzierbarkeit
Unterscheidungen treffen im Grad und dem Definitionsbereich (R oder C). Es stellt
sich heraus, dass die Annahme einer vertraglichen Gruppenstruktur den Grad der
Differenzierbarkeit irrelevant macht, in dem Sinne dass C' bereits C* und sogar
“reell analytisch” impliziert. (Es ist sogar so, dass schon die Struktur einer topolo-
gischen Mannigfaltigkeit Differenzierbarkeit impliziert, und allgemein topologische
Gruppen, welche nicht Lie-Gruppen sind, vom analytischen Standpunkt etwas “pa-
thologisch” sind.?)

- Die Unterscheidung zwischen reell und komplex differenzierbar ist hingegen wichtig
und fiir die Klassifikation und Darstellungstheorie eigentlich von zentraler Bedeu-
tung. Fir den Zugang iiber kompakte Gruppen geniigen aber reelle Mannigfaltig-
keiten.

- Die wesentlichen Beispiele von Lie-Gruppen sind reelle und komplexe Matrix-
Gruppen, welche wir als Beispiele im Abschnitt §4.3 besprechen, und fir deren
Untersuchung man mit gewohnlicher Differentialrechnung im R™ auskédme. Wir wol-
len aber den Zusammenhang zwischen Lie-Gruppen und Lie-Algebren allgemein be-
handeln und schieben daher an dieser Stelle eine Erinnerung an das allgemeine
Differentialkalkiil auf differenzierbaren Mannigfaltigkeiten ein.?

4.2.1 Der Tangentialraum einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit

Erinnerung. - Eine differenzierbare* Mannigfaltigkeit der Dimension n € Zsq ist ein
(hausdorffscher, zweitabzéhlbarer) topologischer Raum M, welcher mit einer (ver-

2Fiir die genaue Formulierungen siehe etwa Terence Tao, “Hilbert’s Fifth Problem and Related
Topics”, GSM 153, AMS 2014

3Siehe etwa Frank W. Warner, “Foundations of Differentiable Manifolds and Lie Groups”, GTM
94, Springer 1983

4Fiir uns synonym zu “glatt”.
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triglichen) differenzierbaren Struktur ausgestattet ist, d.h. einer Aquivalenzklasse
von Atlanten—Systeme (Uy, ©n)aca von offenen Mengen U, mit M = UyeaU, und
stetigen Karten-Abbildungen ¢, : U, — R", welche Homéomorphismen auf ihr Bild
sind, derart dass Va, f € A die Kartenwechsel

Pa 005" 9s(Ua NUg) = a(Ua NUp) (4.10)

differenzierbare Abbildungen (von offenen Teilmengen von R™ nach R") sind.

- Wesentliche Beispiele sind Untermannigfaltigkeiten des R", welche nach dem Satz
iiber die Umkehrabbildung lokal &quivalent als Verschwindungsort oder als Graphen
glatter Funktionen von vollem Rang dargestellt werden kénnen.

- Die Idee der Differentialrechnung ist die Approximation glatter Funktionen durch
lineare Algebra. Seit Isaac Newton spielt sich fiir eine offene Menge U C R™, und
einen Punkt p € U diese lineare Algebra im umgebenden Vektorraum R™ ab, wel-
chen wir uns als “an p angeheftet” vorstellen und als den Tangentialraum an U in p
bezeichnen: T,U = R".

- Da diese Definition erstens lokaler Natur ist, zweitens bis auf kanonischen Iso-
morphismus kanonisch nur von der Diffeomorphismenklasse von U abhéngt, und
drittens der abstrakte Begriff der “differenzierbaren Mannigfaltigkeiten” gerade so
gestrickt ist, dass diese “lokal diffeomorph” zu offenen Mengen in R" sind, definiert
man dann allgemein fiir eine differenziebare Mannigfaltigkeit M und p € M den
Tangentialraum zu M in p als

T,M = Topyp(U) = R" (4.11)

fir eine beliebige Karte (U, ) um p.
- Es hat sich der Zweckmassigkeit wegen eingebiirgert, bei gewissen differentialgeo-
metrischen Argumenten dem algebraischen Standpunkt den Vorzug zu geben, in

dem die Algebra
F(M)={f: M =R, fop ' ¢v,(U,) — Rist glatt fiir jedes « € A}  (4.12)

der glatten Funktionen auf M die erste Stelle einnimmt. Man erspart sich dadurch
das “Rechnen in Karten”. Von diesem Standpunkt her lasst sich T, M identifizieren
als der Vektorraum der Derivationen von F (M) in p,

T,M = Dery(F(M)) = {v € Homg(F(M),R),v(fg) = v(f)g(p)+f(p)v(g)} (4.13)

- Die zur urspriinglichen Definition (4.11) gehorige Basis von T, M sind die partiellen

Ableitungen
0
<85L’i ) i=1,...n (4.14)

.....

nach den Koordinatenfunktionen z*(p') = *(p’), welche fiir p’ in einer Umgebung
von p definiert sind.
- Einzelne Tangentialvektoren 4(0) € T,,M koénnen auch tber glatte Kurven durch p

v (=1,1) =M, ~(0)=p (4.15)
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angesteuert werden:

SO =5

Diese Definition ist anschaulich und auch fiir Lie-Gruppen niitzlich, mit dem ver-
kraftbaren Nachteil, dass sie nicht offensichtlich einen Vektorraum liefert.

- Ein glattes Vektorfeld X ist das Datum eines Tangentialvektors X, € T, M fiir je-
des p € M derart dass fiir jedes f € F(M) die Funktion M 3 p — X(f)(p) = X,(f)
glatt ist. Der Raum der glatten Vektorfelder auf M ist

X(M) = Der(F(M)) (4.17)

Fakt 4.6. Fur zwei Vektorfelder X,Y € X(M) ist der Kommutator X oY —Y o X
wieder eine Derivation von F (M) (Nachrechnen!). Die Abbildung

[ X(M) x X(M) — X(M), (X,Y) — [X,Y] (4.18)

fony (4.16)

ist anti-symmetrisch, bilinear und erfillt die Jacobi-Identitat (siehe unten), und
macht X(M) zu einer Lie-Algebra (Definition siehe unten).

4.2.2 Das Differential einer glatten Abbildung

Seien nun M und N differenzierbare Mannigfaltigkeiten, und F' : M — N eine
glatte Abbildung. Fiir p € M ist die Ableitung von F in p definiert als die lineare
Abbildung

(DF), : T,M = Tpp N, (DF),(v)(g) :=v(go F) firve T,M,g € F(N) (4.19)

Fakt 4.7. Eigenschaften der Ableitung:

(i) D(idar)p = idp,m

(ii) D(konstante Abbildung) =0

(i) D(lineare Abbildung) = die lineare Abbildung selbst (Hier benutzt man die
oben gemachte Bemerkung, dass der Tangentialraum eines Vektorraums kanonisch
mit dem Vektorraum selbst identifiziert ist.)

(iv) Falls M 5 N 5 0 so gilt die Kettenregel
D(G o F)p = (DG)F(p) o (DF)p : TpM — Tg(F(p))O (4.20)

(v) Fiir eine Produktmannigfaltigkeit M = M; x M, ist der Tangentialraum in
p = (p1,p2) € M in natiirlicher Weise

T,M =T, M, &T,,M, (4.21)
Mit dieser Zerlegung gilt fiir F' = F} x [y : N — My X My, g € N
(DF)q = (DF1)q @ (DF3), (4.22)

(Denke: Spaltenblockmatrizen)
(vi) Definieren wir “umgekehrt” fir F': M; x My — N und p; 5 € M, 5 die glatten
Abbildungen

Fp: My = N, F(p2) = Fp1,p2) (4.23)
P

FP2:M1_>N7 Fp2( ):F(plapQ)
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so gilt die “Produktregel”
(DF)p = (Dsz)m + (DFPI )p2 (4-24)

(Denke: Partielle Ableitungen, Zeilenblockmatrizen)

Unsere erste Anwendung dieses Kalkiils auf Lie-Gruppen ist das abstrakte Nach-
rechnen einer aus der linearen Algebra bekannten Formel fiir die Ableitung der In-
versen einer Matrix (“DA™! = —A~! . A717).

Beispiel 4.8. Sei GG eine Lie-Gruppe. Das Festhalten des einen oder anderen Argu-
ments der Multiplikation m : G xG — G ergibt die Links- bzw. Rechtstranslationen,
L, und R, auf G. Nach der Produktregel gilt dann fir g,h € G, z € T,G, y € T},G,

(Dm)gn(x,y) = (DLg)n(y) + (DRy)g(x) € TynG (4.25)

Durch Verkettung mit ¢ : G — G erhalten wir wegen m(g,:(g)) = e = konst. fur
x € T,G die Gleichung

0= (DLy),g) © (Dt)g(x) + (DR,y)4(x) € T.G (4.26)
was ausgewertet bei g = e zu (Dt).(x) + = = 0 fithrt, d.h.

(Dt)e = —idr,q (4.27)

4.2.3 Lie-Algebren

Definition 4.9. Eine Lie-Algebra ist ein Vektorraum® g zusammen mit einer anti-
symmetrischen bilinearen Verkniipfung [-,-] : g X g — g, welche die Jacobi-Identitét
erfillt:

[z, y] = —[y, 2], Vz,y € g (Anti-Symmetrie)

2 [y, 2l + [y [z 2l + [z [ 9] = 0, Vx,y,z € g (Jacobi-Identitét) (4.28)

- Eine Lie-Algebra heisst abelsch, falls [-,-] =0
- Eine Derivation einer Lie-Algebra ist eine lineare Abbildung 6 : g — g mit

Sz, y] = [0z, y] + [z, oy] (4.29)

Fiir einen Vektorraum V wird der Vektorraum End(V') der linearen Endomor-
phismen von V' ausgeriistet mit dem Kommutator

[z,y] =zo0oy—you, x,y € End(V) (4.30)
zu einer Lie-Algebra, welche weiterhin mit End(V') bezeichnet wird.

Definition 4.10. Eine Darstellung einer Lie-Algebra (g, [, ]) ist ein Vektorraum V'
zusammen mit einem Lie-Algebra Homomorphismus p : g — End(V).

5Zur Erinnerung sind unsere Vektorriume stets reell oder komplex.
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Fir eine Lie-Algebra g und = € g bezeichne nun ad, : g — g die lineare Abbil-
dung
ad, = [z,9] (4.31)

Dann ist die Jacobi-Identitéit “dquivalent” zu jeder der Aussagen:

(i) Vo € g ist ad, eine Derivation von g.

(ii) Die Abbildung ad : g — End(g), z — ad, ist eine Darstellung von g auf dem
sich selbst zugrundeliegenden Vektorraum (die adjungierte Darstellung).

- Die Lie-Algebra X(M) der glatten Vektorfelder auf einer differenzierbaren Man-
nigfaltigkeit ist ein weiteres Beispiel dafiir, dass der Vektorraum der Derivationen
einer assoziativen Algebra (im Beispiel (M), muss aber nicht kommutativ sein) in
naturlicher Weise eine Lie-Algebra ist.

4.2.4 Die Lie-Algebra einer Lie-Gruppe

Zuriick zum Thema wollen wir nun zu jeder Lie-Gruppe G eine Lie-Algebra as-
soziieren, welche die infinitesimale Struktur von G erfasst und in einer genau zu
beschreibenden Weise “G erzeugt”.

- Der zugrundeliegende Vektorraum ist einfach

g=1.G (4.32)

Die Klammer kann auf zwei verschiedene Weisen erkliart werden, von welchen die
zweite (siehe §5.2) die Idee der infinitesimalen Struktur herausstellt, aber technisch
etwas aufwendiger ist. Fiirs Erste benutzen wir die Lie-Algebra-Struktur auf dem
Raum der Vektorfelder X(G).

- Betrachte fiir v € g = T,G das Vektorfeld X € X(G), definiert durch

Xg=(DLg)e(r), g€G (4.33)

wobei L, die Linkstranslation ist und (DL,). deren Ableitung am neutralen Element.
- Wegen der Kettenregel (DLy)n(DLy)e = (DLp,n))e ist X links-invariant in dem
Sinne dass

(DLg)p X1 = Xgn (4.34)

Lemma/Definition 4.11. Sei X“(G) der Vektorraum der links-invarianten Vek-
torfelder auf G.

(i) Es existiert ein natirlicher Vektorraum-Isomorphismus
0= xH(G) (4.35)

welchen wir (wenn maoglich) durch Grofi- und Kleinschreibung notieren.
(ii) X5(QG) ist eine Unter-Lie-Algebra von X(G) und fiir x,y € g setzen wir

[z,y] = [X,Y]e (4.36)

wo auf der rechten Seite [X,Y] die Lie-Klammer von Vektorfeldern ist und . die
Auswertung am neutralen Element.

40



4.3. BEISPIELE—DIE KLASSISCHEN GRUPPEN

Beweis. (i) ist klar durch Auswerten am neutralen Element: z — X — X, = x.
(ii) wird einfach, wenn wir die Linksinvarianz zunéchst folgendermassen umschrei-
ben: Sei fir g € G, L} : F(G) — F(G) das Zuriickziehen von Funktionen®

Ly(f)(h) = f(Lgh) = f(gh), feFG), heG (4.37)
L ist ein Algebra-Homomorphismus, und es gilt
(DLy)nXn(f) = Xn(f(gh)) = Xn(Lg(f)) = (X o Lg)(f)(h) (4.38)
als Verkettung mit der Derivation X. Andererseits ist
Xon(f) = X(f)(gh) = (L 0 X)(f)(h) (4.39)

sodass Linksinvarianz (4.34) dquivalent ist zur Identitdt der R-linearen Abbildungen
XolLy=L;oX. Dann aber folgt die Linksinvarianz von [X, Y] aus der von X,Y €

X%(G) durch direktes Nachrechnen. OEA

Bemerkungen. Natiirlich hitten wir anstatt der linksinvarianten Vektorfelder auch
die rechtsinvarianten benutzen kénnen: Sei fiir x € g = T.G X das rechtsinvariante
Vektorfeld

Xy = (DRy)e(x) (4.40)

Beh.: Die zugehorige Klammer

[o,y] = [X, Y] (4.41)
erfiillt [, -] = —[-,].
Bew.: Der Schliissel ist 1o Ly = Ry-1 0 ¢, geméfBidem

(DL)Q(DLg)e(x) = (DRgfl)e (D)

= —z, s. (4.27)
~ (4.42)
also: (D1)g Xy = =X
oder auch: Xorf=—"oX
Daher ist (beachte (1*)? = id)
[X,f/] =[—t"oX o —1" oY o/
=/ o [X,Y]o" (4.43)
-7
wo Z das zu z = [z,y] gehorige rechtsinvariante Vektorfeld ist. Auswerten bei e

ergibt dann die Behauptung.

§ 4.3 Beispiele—Die klassischen Gruppen

Es ist allerhochste Zeit, dass wir den Beispielen Rechnung tragen, die die ganze
Theorie der Lie-Gruppen nicht nur historisch begriindet haben und auch noch heut-
zutage motivieren, sondern sie in gewissem Sinne sogar (fast) erschopfen.

SNicht zu verwechseln mit der reguliren Darstellung L,(f)(h) = f(g~ h)!!!
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4.3.1 Die allgemein lineare Gruppe

Das prototypische Beispiel einer Lie-Gruppe ist die allgemein lineare Gruppe der in-
vertierbaren Endomorphismen eines endlich-dimensionalen (reellen oder komplexen)
Vektorraums, z.B.

GL(n,R) = {g : R* =5 R"} C Mat(n,R) = R™ (4.44)

Begr.: GL(n,R) = {det(g) # 0} ist durch eine Ungleichung auf eine stetige Funkti-
on definiert, und damit eine offene Teilmenge eines Vektorraums, also eine differen-
zierbare Mannigfaltigkeit. Die Gruppenoperationen sind polynomial oder (fir die
Inversion) rational in den Eintragen, und daher differenzierbar.
- GL(n,C) ist eine komplexe Lie-Gruppe, d.h. die Gruppenoperationen sind holo-
morph. Die Moglichkeit dieser Kérper-Substitution wird im Folgenden nicht jedesmal
wiederholt. (Strenggenommen miissten die differentialgeometrischen Betrachtungen
aus §4.2 auch etwas angepasst werden.)

Wie in jedem Vektorraum ist der Tangentialraum zu g € GL(n,R) gerade der
Vektorraum selbst. Insbesondere ist die Lie-Algebra von GL(n,R) (zundchst als
Vektorraum)

gl(n,R) = Mat(n,R) = End(R") (4.45)

Fir g € GL(n,R) lasst sich die Linkstranslation L, zu einem linearen Automorphis-
mus des umgebenden Vektorraums fortsetzen und féllt daher mit seiner Ableitung
zusammen (siehe Fakt (iii) auf Seite 38). Also ist fir # € gl(n,R) das zugehorige
linksinvariante Vektorfeld gegeben durch

X, = (DLy)c(x) = gr € Mat(n,R) = T,GL(n,R) (4.46)

Zum Auswerten der Definition der Lie-Klammer (4.36) benétigen wir die Identifi-
kation von Tangentialvektoren mit Richtungsableitungen geméss (4.14). Geeignete
lineare Koordinaten sind z.B. die Koeffizienten a” von g = a”(g)e;; beziiglich der
Standardasis e;; von Mat(n,R). gz = (gx)”e;; entspricht damit der Ableitung

50
(92) > (447)
und der Kommutator wird
0 0
— ij kl
[X7 Y] [(996) 9ai’ (gy) Dakl (4 48)
0 0 ’

(Der Punkt ist, dass a” in g, aber nicht in y (bzw. x) vorkommt, und die Ablei-
tung gerade den entsprechenden Matrixeintrag durch (gx)¥ (bzw. (gy)*') ersetzt.)
Durch Invertieren der Isomorphismen lernen wir, dass die Lie-Klammer gerade der
Matrix-Kommutator (4.30) ist, der Isomorphismus (4.45) also auch auf dem Niveau
der Lie-Algebren gilt.
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4.3.2 Matrix-Lie-Gruppen

Es ist wahr, wenn auch nicht ganz leicht zu zeigen, dass die “meisten” Lie-Gruppen
als Untergruppen der allgemein linearen Gruppe auftreten, wobei man den Begriff
der Untergruppe sogar noch etwas abschwéchen und einschranken kann:

Definition 4.12. Eine Matriz-Lie-Gruppe ist eine topologisch abgeschlossene Un-
tergruppe von GL(n,R) oder GL(n,C) fir irgendein n.

Beispiel 4.13. Die speziell lineare Gruppe
SL(n,R) ={g € GL(n,R),det g = 1} (4.49)

ist wegen der Multiplikativitdat der Determinante eine Untergruppe, und wegen der
Stetigkeit abgeschlossen (d.h. falls (g,), eine Folge in SL(n,R) ist, mit lim, o, g, =
g € GL(n,R), so ist bereits g € SL(n,R)).

Beh.: SL(n,R) ist eine glatte Untermannigfaltigkeit von GL(n,R), d.h. eine Unter-
Lie-Gruppe.

Bew.: Zur Benutzung des Satzes iiber die Umkehrabbildung miissen wir zeigen, dass
die Ableitung der Determinante nicht entartet. Sei also ¢ € GL(n,R) und z €
T,GL(n,R) = Mat(n,R). Wir berechnen (D det),(z) € Thet R = R iiber die glatte
Kurve t — g + tz durch g, s. (4.16):

d
(D det),(z) = ELZO det(g + t)
d ) —1
=2l det g det(id+tg™ x)
=detg tr(g 'z)

(4.50)

Die lineare Abbildung z + detg tr(g—'z) ist offensichtlich nicht 0, hat also kon-
stanten maximalen Rang 1.
- Durch Auswerten bei g = e erhalten wir noch die Lie-Algebra von SL(n,R) als

sl(n,R) = {z € Mat(n,R),trz =0} (4.51)

Es sollte hervorgehoben werden, dass in der Definition von Matrix-Lie-Gruppen
keine Differenzierbarkeit vorausgesetzt wird. Tatsachlich ist nach einem Satz von E.
Cartan jede topologisch abgeschlossene Untergruppe einer allgemeinen Lie-Gruppe
automatisch differenzierbar und eine regulir eingebettete Untermannigfaltigkeit.”
Die Obstruktion gegen eine Matrix-Realisierung von Lie-Gruppen liegt im Groflen.
So ist z.B. die universelle Uberlagerung von SL(2,R) (mit Fundamentalgruppe Z)
nicht mehr Untergruppe einer allgemein lineare Gruppe.

- Zur Gegen-Illustration der Abgeschlossenheitsvoraussetzung betrachten wir fiir a €

R\ Q die Gruppe

it
T, = {(60 6%) te R} C GL(2,C) (4.52)

"Dies wire dann korrekterweise das Konzept einer “Unter-Lie-Gruppe”, wiahrend bei einer “Lie-
Untergruppe” die induzierte Topologie nicht mit der intrinsischen tibereinstimmen muss. Es besteht
aber wohl keine Einigkeit bei dieser Terminologie.
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Beh.: T, ist nicht abgeschlossen (in GL(2,C)): Die Folge

i(2n+1)7 0 -1 0
(&
< 0 eia(2n+1)7r) = ( 0 eia(2n+1)7r> (453)

hat eine gegen — id konvergente Unterfolge. (Wie aus der Analysis bekannt, ist jedes
x € [0,2) Haufungspunkt der Folge a(2n + 1) mod 2.) —id ist aber selbst nicht in
T,.

- Als abstrakte Gruppe hingegen ist natirlich 7,, = (R, +) die additive Gruppe,
welche sich durchaus als Matrix-Gruppe

{((1) i) € R} C GL(2,R), (4.54)

realisieren ldsst und damit ein Beispiel fiir allgemeine Gruppen von Dreiecksmatrizen
gibt. Diese Klasse enthalt z.B. auch

*

* %X

[
0 e ---
Bn:{ o ,Q;AO,*beliebig} (4.55)
: .. T *
0 ... 0

und andere Varianten. (Beachte, dass B,, zwar in GL(n,R) abgeschlossen ist, aber
nicht in Mat(n,R).)

4.3.3 Klassische Gruppen

Als geometrisch Interessierte bemerken wir nun, dass man SL(n,R) interpretieren
kann als die Untergruppe der volumenerhaltenden linearen Transformationen des
R™: Mit Standardkoordinaten (x') auf R™ ist die Volumen- oder Topform

dz' Adz® A --- Ada™ € NY(R™) (4.56)

invariant unter der Substitution z* — g2/ iff det g = 1.
Dreiecksmatrizen wie (4.55) lassen sich interpretieren als Automorphismen ge-

wisser linearer Strutkuren. So ldsst z.B. die Gruppe in (4.54) den von e; = (é)

aufgespannten Unterraum von R? invariant, und erhélt damit die Linearform®
es=(0 1) € (R?" (4.57)
- In dhnlicher Weise lasst die Gruppe B,, die vollstéindige Fahne

VocWViCcVaeen--. cV, (4.58)

von R™ invariant. (V; = Span(ey, ..., €;).)

8 Ausserdem wirkt sie trivial auf dem Quotienten R?/e;R. Hier liegt also schon eine Mischung
mit (4.56) vor.
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Mit einem Sinn fiir Systematik erinnern wir uns nun an die Invarianzgruppen bili-
nearer Strukturen. Sei V= R" und @) : V xV — R eine (gar nicht notwendigerweise
nicht-entartete) Bilinearform, d.h.

QeV V" (4.59)
Dann ist die Gruppe
G(Q) ={g € GL(V),Q(gv, gw) = Q(v,w) Vv, w € V} (4.60)

aus dhnlichen Griinden wie oben eine Matrix-Lie-Gruppe. Die Glattheit lasst sich
auch wieder direkt verifizieren, indem man G(Q) identifiziert als Verschwindungslo-
kus einer Abbildung F(g9) = Q(g-,9-) — Q(-, -) von GL(V) nach V* ® V* mit der
Ableitung

(DF)y(x) =Q(g-,z- )+ Q(xz-,g-) (4.61)
Da x — gz den Kern von (DF'), isomorph auf den von (DF), abbildet, hat dann
DF konstanten Rang und F~1(0) ist glatt. Insbesondere ist bei g = e

9(Q) =T.G(Q) = {z € End(V), Q(zv,w) + Q(v,2w) = 0Vo,w € V}  (4.62)
als Unter-Lie-Algebra von gl(V): Fir x,y € g(Q) ist

Q([z, ylv, w) = Qzyv, w) — Qyzv, w) = —Q(yv, 2w) + Q(zv, yw)
= Q(v,yrw) — Qv, zyw) = —=Q(v, [z, yJw)

also auch [z,y] € g(Q).
- Ist nach Wahl einer Basis M die Matrix-Darstellung von @), so lauten die Bedin-
gungen g' Mg = M bzw. 2" M + Mz = 0.

Wir nehmen nun an, dass () nicht-entartet ist, und unterscheiden zwei Fille.
(1) @ symmetrisch. Die resultierenden “orthogonalen Gruppen” zerfallen nach den
Resultaten tiber Normalformen in Isomorphismenklassen nach der Signatur von QQ—
der Anzahl k positiver und n — k negativer Eigenwerte von M. Sie werden mit
O(k,n—k, R) bezeichnet.? Ersetzen wir R durch C, so verschwindet diese Unterschei-
dung. Jedenfalls ist noch interessant, dass die orthogonalen Gruppen nicht zusam-
menhéngend sind: Das Quadrat der Determinante ist stets 1, und die Untergruppe
mit Determinante 1 wird mit SO bezeichnet. (SO(k,n — k,R) hat fir 0 < k < n
zwei Komponenten, alle anderen sind zusammenhéngend.)
(2) @ anti-symmetrisch. Hier sind alle “symplektischen Gruppen” isomorph, da keine
Signatur zu unterscheiden ist. Hingegen muss fiir die Nichtentartung von ) n gerade
sein. Man ersetzt dann n — 2n und schreibt Sp(2n,R) bzw. Sp(2n,C). Wegen der
Eigenschaft der Pfaffschen Determinante!® einer anti-symmetrischen Matrix

Pfaff(¢g” Mg) = det g Pfaff(M) (4.65)

(4.63)

9Manchmal wird “orthogonal” fiir den Fall O(n,0,R) = O(n,R) reserviert. Ausserdem gilt
natiirlich O(k,n — k,R) 2 O(n — k, k,R).
0Djese ist gegeben durch

2n
1
Phaff(M) = 5 >~ sen(o) [ Moo, (4.64)
’ i=1

oc€San
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ist hingegen die Determinante von g stets 1, und Sp(2n,R), Sp(2n,C) sind zusam-
menhéngend (dies muss bewiesen werden!).

- Es ist dem Leser iiberlassen, die Lie-Algebren dieser “klassischen Gruppen” explizit
zu beschreiben (oder nachzuschauen) und beispielweise wenigstens ihre Dimension
anzugeben.

- Weiterhin ist es Wert sich zu tiberlegen, dass das Fallenlassen der Nicht-Entartung
und/oder der Symmetrie von @ zu Mischformen der obigen Konstruktionen fiihrt.
- Ein wesentliches Resultat der Klassifikation der einfachen Lie-Algebren iiber C
wird sein, dass sich alle erdenkliche Lie-Gruppen durch “einfache” algebraische und
topologische Modifikationen zusammensetzen lassen, falls man zu den klassischen
Beispielen noch fiinf “exzeptionelle” Fille als Bausteine hinzufiigt (siche §7.4). Ins-
besondere gibt es “zwischen” den quadratischen (4.59) und den Top- (4.56) nur
ganz wenige Formen anderen Grads, die zu neuen Lie-Gruppen fiihren. Mehr dazu
(hoffentlich) in den Ubungen.

4.3.4 Die kompakte Schiene

Vom Standpunkt der Darstellungstheorie ist es hingegen interessant, noch zwischen
den Linear- (4.57) und Bilinearformen (4.59) die Sesquilinearformen anzuschauen.
Die zugehorigen Lie-Gruppen sind reelle Mannigfaltigkeiten, die Vektorrdaume kom-
plex (oder sogar quaternionisch), und das Ergebnis daher ein gewisser Mischmasch.
Wie wir im endlichen (und kompakten) Fall gesehen haben (oder hétten), lassen al-
le komplexe Darstellungen ein invariantes hermitesches inneres Produkt zu, so dass
also das Bild einer Darstellung a priori gar nicht in ganz GL(n,C), sondern in der
unitdren Gruppe

Un) ={g € GL(n,C),g'g = idcn} (4.66)

landet. (Im Unterschied hierzu ist die Existenz orthogonaler oder symplektischer
(und auch speziell-linearer) Strukturen eine charakterische Eigenschaft spezieller
Darstellungen.)

- Da Gruppen wie U(n) selbst wieder kompakt sind, lésst sich ihre Darstellungs-
theorie komplett beschreiben (siehe §7.5), was unser Interesse noch steigert. Nichts-
destotrotz gibt es aus algebraischer Sicht nichts Neues, wie wir nun zeigen.

- Sei also V' =2 C” ein komplexer Vektorraum, und H : V' x V' — C ein hermitesches
inneres Produkt, d.h.

H(\w, pw) = \uH (v, w) , H(v,w) = H(w,v),

4.67
H(v,v) >0, Hv,v)=0&0v=0 (4.67)

- Da jedes solches H dquivalent ist zum Standardprodukt (v, w) = >"7" | Dyw;, ist die
zugehorige Gruppe
UH)={ge GL(V),H(gv,gw) = H(v,w) Yv,w € V'} (4.68)

stets isomorph zu (4.66). Die folgenden ungeeichten Betrachtungen zahlen sich aber
in anderen Zusammenhangen aus.
- Zur genaueren Beschreibung von U(H) wahlen wir eine Identifikation V = C* =
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R?". Dadurch wird Multiplikation mit i auf V' (als komplexem Vektorraum) zu einer

linearen Abbildung J (auf dem reellen Vektorraum) mit J? = — idgz.. Seien nun
1
Q=ReH,  Quuw)==(H(vw)+ H(w,v))
2
] (4.69)

Q=ImH, Q(v,w):?(H(v,w)—H(w,v))
i
Dies sind nun offensichtlich bilineare Abbildungen V' x V' — R. @) ist symmetrisch
und € anti-symmetrisch. @) ist positiv definit, und 2 lasst sich wegen

Q(Jv,w) = Re H(iv,w) = Re(—iH (v,w)) = Im H(v,w) = Q(v,w) (4.70)

durch H und die “komplexe Struktur” J auf dem zugrundeliegenden reellen Vektor-
raum ausdriicken. Da J invertierbar ist, ist somit {2 auch nicht-entartet. Ausserdem
sind @ und 2 beide invariant unter J, und auch (getrennt!) invariant unter U(n).

- Seien umgekehrt auf einem reellen Vektorraum V =2 R?" eine symmetrische Q) und
eine anti-symmetrische quadratische From 2 gegeben. Falls () positiv definit ist, so
existiert fiir v € V' genau ein Jov sodass fir alle w € V die Gleichung (4.70) erfiillt
ist, die damit eine lineare Abbildung J : V — V definiert. Falls dann J? = —id,
so ist V' in natiirlicher Weise ein komplexer Vektorraum und H = @) + i) ist ein
hermitesches inneres Produkt auf V.11

- Im Standardfall wird () durch die 2n-dimensionale Einheitsmatrix und €2 durch die

symplektische Matrix ( i(()i ld§ n) dargestellt. Es folgt
—idgn

U(n) = O(2n,R) N Sp(2n,R) C GL(2n,R) (4.71)

- In den Ubungen definieren wir die “unitiar symplektische Gruppe” Sp(n) iiber die
Invarianz eines hermiteschen inneren Produkts auf quaternionischen Vektorraumen
und finden

Sp(n) = U(2n) N Sp(2n,C) C GL(2n,C) (4.72)

- Die Gruppe O(n,R) ist kompakt da alle Eintriage einer orthogonalen Matrix durch
1 beschrankt sind (Satz von Heine-Borel). Wegen (4.71) und (4.72) sind dann auch
U(n) und Sp(n) kompakt. Denkt man sich O(n,R) in der gegenwértigen Systematik
als der “innere Produkt”-Fall iiber R, so schreibt man es konsequenterweise auch
O(n). (Allerdings impliziert ja iiber R “sesquilinear” bereits “bilinear”.)

- Die Untergruppe von U(n) mit (komplexer!) Determinante 1 heisst SU(n). Fiir
Sp(n) ist keine solche zusétzliche Bedingung moglich oder notig (die geeignet defi-
nierte “quaternionische” Determinante ist immer 1, und Sp(n) ist einfach).

Zusammenfassung:

Abgesehen von den geometrischen Verbindungen stehen, wie man spéter noch sys-
tematisch sehen kann, die Lie-Algebren der hier eingefiihrten kompakten Gruppen
in einem engen Zusammenhang zu denen der algebraisch definierten Gruppen aus

11Je nach Anwendungsgebiet startet man manchmal auch von J und @, und deduziert 2, oder
man gibt ein nicht-entartetes (2 vor und sucht J sodass das assoziierte ) positiv definit ist.

47



KAPITEL 4. KONTINUIERLICHE GRUPPEN

dem vorherigen Unterabschnitt 4.3.3: So iiberrascht es nicht, dass die Komplexi-
fizierung der Lie-Algebra von SO(n) isomorph ist zur Lie-Algebra so(n,C). Viel-
leicht etwas weniger offensichtlich ist, dass die Komplexifizierung von sp(n) iso-
morph zu sp(2n, C) ist. Nicht durch die Notation suggeriert wird der Isomorphismus
su(n) ® C = sl(n, C).

Warnung: Die in diesem § gegebene Ubersicht ist in keinster Weise vollstindig!
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KAPITEL 5

VON LIE-ALGEBREN UND
LIE-GRUPPEN

Vorbemerkungen/Zusammenfassung:

(1) Wir haben im §4.2 die Lie-Algebra g einer Lie-Gruppe G definiert tiber die links-
invarianten Vektorfelder, mit der Ankiindigung, dass diese Assoziation die Gruppen-
struktur durch “infinitesimale” lineare Algebra ersetzt. Es ist nicht schwer einzuse-

hen, dass diese Assoziation vertrdglich ist mit einigen natiirlichen Operationen aus
der Welt der Grupen.

(2) So fithrt z.B. jeder Morphismus von Lie-Gruppen, d.h. ein glatter Gruppenho-
momorphismus ® : G — H, durch Differentiation am neutralen Element zu einem
Morphismus ¢ = (D®), : g — b der zugehorigen Lie-Algebren.

Beweis. Seien fiir x,y € g, T = ¢(x), § = ¢(y) € h. Wir miissen zeigen, dass

[, 9] = o[z, y]) (5.1)
Sei dazu .
X, = (DL 4(7) (5.2)

das zu & gehorige linksinvariante Vektorfeld auf H (mit offensichtlicher Notation zur
Unterscheidung der Translationen auf H und G; f ist das neutrale Element in H).
Nun gilt fiir g € G wegen der Homomorphismeneigenschaft ®(g)®(g') = ®(gg’) fur
alle ¢’ € G, d.h.

Ligyo®==00LY (5.3)

Unter Anwendung der Kettenregel erhalten wir

Katg) = (DLE ) (D®).(2) = (D), (DLY).(x)

(5.4)
= (D(I))ng
was wir als Gleichung der R-linearen Abbildungen
P o X =Xod*: F(H) = F(G) (5.5)

schreiben kénnen. (Man sagt, X und X seien “®-bezogen” (really?). Beachte, dass
zum Unterschied etwa von (4.42) ®* im allgemeinen kein Isomorphismus ist. Die
Gleichung (5.5) kann daher nicht zur Definition oder Berechnung von X verwendet
werden.) Daraus folgt fiir X,Y € ¥4(G)

P o[X,Y]=[X,Y]od* (5.6)
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und wegen [X,Y] € X¥(H) folgt fir g € G

(DLgg)1([,9]) = (D®)y(DLG)e([z, y]) (5.7)
also fiir g = e genau (5.1). OEA

Insbesondere gilt diese Aussage fiir eine (glatte!) Darstellung p : G — GL(V)
der Lie-Gruppe, d.h. Dp : g — End(V) ist eine Darstellung der zugehorigen Lie-
Algebra. Man beachte, dass die Kombination mit unseren Tensor-Operationen auf
Darstellungen die Form

D(p1 @ p2) = Dp1 ® Dpy : g — End(V) @ V3)
D(p1 ® pa) = Dp; @ id+id®@Dpy : g — End(V; @ Vs) (5.8)
D(p*) = =(Dp)* : g = End(V")

annimmt, und priife, dass die resultierenden Regeln auf der rechten Seite aus Dar-
stellungen von g wieder Darstellungen machen.

(3) Andererseits haben wir am Beispiel (4.52) auch schon gesehen, dass nicht alle
algebraischen Konzepte mit der gesamten kontinuierlichen /differenzierbaren Struk-
tur vetraglich sind: Eine glatte Injektion induziert unter Umstdnden eine feinere
Topologie auf ihrem Bild als die umgebende Zielgruppe.

Das Ziel dieses Kapitels ist den Sinn zu prézisieren, in welchem die Lie-Algebren
die Lie-Gruppen erfassen. Von besonderem Interesse fiir die Darstellungstheorie ist
dabei der Punkt (2).

(2’) Denn wihrend fir eine kompakte Gruppe die vollstandige Zerlegbarkeit der
reguldren Darstellung dartiber Auskunft gibt, wo alle “verninftigen” Darstellungen
der Gruppe zu finden sind, so ist die explizite Beschreibung dieser Darstellungen am
einfachsten iiber die Lie-Algebra. Im allgemeinen ist es zwar nicht richtig, dass jede
(selbst endlich-dimensionale und unitére) Darstellung der Lie-Algebra die Ableitung
einer Darstellung der Lie-Gruppe ist. Die Umkehrung von (2), dass fiir gegebenes H
jeder Morphismus von Lie-Algebren g — § von einem Morphismus von Lie-Gruppen
G — H stammt, gilt namlich im allgemeinen nur unter der Voraussetzung, dass G als
topologischer Raum einfach zusammenhdngend ist, d.h. unter einer Einschriankung
an die globale Topologie von G. (Diese Aussage geht auf das sogenannte “zweite
Theorem von Sophus Lie” zuriick.) Die Theorie der Uberlagerungsriume erlaubt
aber dann eine préazise Charakterisierung der Darstellungen von g, welche sich zu
Darstellungen von G “integrieren” lassen.

(3’) Arbeitet man hingegen innerhalb einer fest vorgegebenen Gruppe G, so ldsst
sich tatsédchlich jede Unter-Lie-Algebra von g in eindeutiger Weise zu einer Unter-
gruppe integrieren, allerdings ist das Ergebnis, wie das Beispiel zeigt, im allgemeinen
keine regulir eingebettete Untermannigfaltigkeit. (Diese Aussage wird manchmal®
als Satz von Chevalley-Frobenius ins Zentrum der Diskussion gestellt.)

siehe z.B. Veeravalli Seshadri Varadarajan, “Lie Groups, Lie Algebras, and Their Representati-
ons”, GTM 102, Springer (1984); Anthony William Knapp, “Lie Groups Beyond an Introduction”,
2nd edition, Birkduser (2002)
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5.1. DIE EXPONENTIALABBILDUNG

(1) Am schwierigsten ist der Nachweis, dass fiir gegebene Lie-Algebra g eine Lie-
Gruppe G existiert, deren Lie-Algebra genau g ist. Fordert man auflerdem, dass G
einfach zusammenhéngend ist, so ist G eindeutig bis auf Isomorphismus. Dies ist die

Aussage des sogenannten “dritten Theorems von Sophus Lie” .

Wir konnen in dieser Vorlesung (aus Zeitgriinden!) unmoglich alle Feinheiten der
obigen Aussagen beleuchten, und beschrianken uns daher auf einige lokale Resultate
und eine Reihe von Beispielen. Ein wesentliches Hilfsmittel ist dabei

§ 5.1 Die Exponentialabbildung

Proposition 5.1. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und X € X(M) ein
glattes Vektorfeld. Dann existiert fir jedes p € M ein offenes Intervall 0 € I C R
und eine glatte Kurve v : I — M derart, dass

J(t) =Xy Vt €l und ~(0)=p (5.9)

Eine solche Integralkurve von X durch p ist lokal und maximal eindeutig.

Beweis. In lokalen Koordinaten (y!,...,y") um p hat das Vektorfeld eine Darstel-

lung
0

oy’
mit glatten Funktionen a’. Die Gleichung (5.9) ist dann das Anfangswertproblem

dy'(t)
dt

X =di(y) (5.10)

=a'(y(t)) und y'(0) = y'(p) (5.11)

und die Aussagen folgen aus Existenz- und Eindeutigkeitssidtzen fiir gewohnliche
Differentialgleichungen. (Glatt = Lipschitz-stetig.) OEA

Definition 5.2. Ein Vektorfeld X € X(M) heisst vollstindig falls fiir alle p € M
die maximale Integralkurve durch p fiir alle t € R existiert.

Bemerkungen. - Fir ein vollstandiges Vektorfeld garantieren Sétze tiber die glatte
Abhéngigkeit von den Anfangsbedingungen die Glattheit der Abbildung

O:RxM— M, O(t,p) = 1,(¢) (5.12)

wo 7, : R — M die maximale Integralkurve von X durch p ist. ® heisst der Fluss
von X.

- Es ist leicht einzusehen, dass ®(t, + ta, p) = P(t1, P(t2, p)), und wegen ¢(0,p) =p
Vp € M koénnen wir ® daher auffassen als “ein-Parameter Gruppe von Diffeomor-
phismen”, d.h.

® : R — Diff(M), (t)(p) == ®(t,p)

erfillt  ®(ty +t5) = B(ty) o D(ts), D(0) = idy (5.13)

2das in dieser Form von E. Cartan stammt. Das “erste Theorem von Sophus Lie” besagt in einer
anderen Sprache, dass isomorphe Lie-Algebren von lokal isomorphen Lie-Gruppen stammen.
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Wir vereinbaren dabei, dass wir die Gleichung @(O,p) = X, verstehen konnen als
die Aussage

d

dt lt=0

tiber die ein-Parameter Gruppe t — ®*(t) € Aut(F(M)) von R-linearen Automor-
phismen und die Derivation X € Der(F(M)).

- Fiir uns ist es wichtig, dass jedes links-invariante Vektorfeld X € X%(G) auf einer
Lie-Gruppe G vollstandig ist. Denn fiir jede Integralkurve v : I — G von X sind
auch alle Linkstranslationen L, o v Integralkurven. Insbesondere ist fiir 0 <ty € I,

o* = X (5.14)

t— y(to)y(t) (5.15)

eine Integralkurve (durch (ty)), welche fiir t € IN(1—ty) mit y(to+t) ibereinstimmt
und daher zur Fortsetzung von v zu I + ¢y (und von da zu ganz R) benutzt werden
kann.

Definition 5.3. Fiir jedes z € g = T.(G) sei X € X*(G) das linksinvariante
Vektorfeld, und ®* : R — Diff(G) der zugehorige Fluss. Wir definieren die Ezpo-
nentialabbildung

exp:g— G durch exp(z):= d%(1)(e) (5.16)

Mit anderen Worten ist exp(z) = 7#(1) die Integralkurve von X durch e, fortgesetzt
bis zu t = 1.

Beispiel 5.4. Fir G = GL(n,R), g = Mat(n,R) > x ist
N
exp(z) = Exp(z) := Z o (5.17)

die gewohnliche Matrix-Exponentialfunktion. (Eine in jeder (submultiplikativen)
Norm auf der Algebra Mat(n, R) iiberall lokal gleichmaéssig konvergente Potenzreihe,
deren Ableitung sich daher gliedweise berechnen lésst. Beachte, dass im allgemei-
nen (D Exp),(y) = Exp(z)y nur gilt, falls [z,y] = 0, dies aber zur Berechnung des
Flusses ausreicht. Die Ableitung der Exponentialfunktion an anderen Stellen wird
im §5.3 berechnet.)

Das Ergebnis der nun folgenden Untersuchungen wird sein, dass sich die abstrakte
Exponentialabbalidung (5.16) FAPZ so verhalt wie die Matrix-Exponentialfunktion.

Fakt 5.5. - exp(0) = e
- Fir alle t € R gilt
D*(t)(e) = exp(tz) (5.18)

und fiir alle g € G ist t — gexp(tz) eine Integralkurve von X durch g. Mit anderen
Worten ist der Fluss des linksinvarianten X gegeben durch Rechtsmultiplikation (vgl.
(5.15))

(I)x(t) = Rexp(t:r) (519)
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5.1. DIE EXPONENTIALABBILDUNG

- Nach Umschreiben der Differentialgleichung als 4(t) = (DL )e(2) folgt aus der
glatten Abhangigkeit von den Parametern, dass exp eine glatte Abbildung des Vek-
torraums g nach G ist. Die Ableitung bei 0 € g ist wegen (Tog = g)

(D exp)o(x) exp(tz) = (5.20)

~ dtli=o

einfach (Dexp)y = idy, und hat insbesondere vollen Rang. Nach dem Satz tiber
die Umkehrabbildung ist daher exp ein lokaler Diffeomorphismus einer Umgebung
von 0 € g auf eine Umgebung von e € G, und kann daher (durch Translation) zur
Koordinatisierung von (ganz) G verwendet werden.

- Man beachte aber, dass exp im allgemeinen weder injektiv noch surjektiv ist (siehe
Ubungen).

Die durch die Exponentialfunktion gegebenen Koordinaten reichen bereits aus,
um Teile der Aussagen zur automatischen Regularitat zu beweisen wie z.B. das

Theorem 5.6 (E. Cartan). Sei H eine topologisch abgeschlossene Untergruppe der
Lie-Gruppe G. Dann ist H eine requldr eingebettete Untermannigfaltigkeit, d.h. eine
Unter-Lie-Gruppe.

Wir zeigen stattdessen

Theorem 5.7. Sei ® : H — G ein stetiger Gruppenhomomorphismus. Dann ist ®
bereits glatt.

Beweis. Der entscheidende Schritt ist der Spezialfall H = R, d.h. ein-Parameter Un-
tergruppen. In jedem Fall gentigt es wegen der Translationsinvarianz, die Glattheit
in einer Umgebung von f € H zu zeigen.

Beh.: Sei v : R — G ein stetiger Homomorphismus. Dann ist v bereits glatt.

Bew.: Sei U > e eine offene Umgebung, auf der exp™' : U — exp ' (U) C g ein
Diffeomorphismus ist, und € > 0 so dass v([—¢,¢€]) C U. Sei fir t € [—¢, €], a(t) =
exp'(y(t)), eine stetige Abbildung « : [—¢, €] — G. Wir behaupten, dass a linear
ist, dh

a(se) = sa(e) (%) (5.21)

Vs € [—1, 1]. Daraus folgt dann wegen v = exp o« die Glattheit von v auf (—¢, ¢).
Bew.: Wegen der Homomorphismuseigenschaft und exp(2z) = exp(z)? gilt

(e) = exp™ (v(5)") = 2exp™ (3(5)) = 20(3) (5.22)

Also gilt () fiir s = 1. In &hnlicher Weise zeigt man die Giiltigkeit fir all s = o=

und dann fir alle s € [—1,1] N Q. Wegen der Stetigkeit folgt (x) fir alle s € [—1, 1].
Fiir den allgemeinen Fall ® : H — G sei (mit m = dim(H) = dim(h))

mei)h7 (tl,,tm)V—)Zsztl (523)
ein linearer Isomorphimus und B : R™ — H

B(t1, ..., tm) = exp(xity) exp(zats) - - - exp(Tmtm) (5.24)
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KAPITEL 5. VON LIE-ALGEBREN UND LIE-GRUPPEN

Wegen DB = b ist B in einer Umgebung von 0 € R™ noch ein Diffeomorphismus.
(Dies sind sogennante Exponentialkoordinaten der zweiten Art.) Daher hat ® o B :
R™ — G die Form

Do B(ty,... ty) = @(exp(mltl)) e @(exp(zmtm)) (5.25)

und da fiir jedes ¢ der stetige Homomorphismus ¢; — @(exp(miti)) bereits glatt ist,
ist ®oB glatt und daher in einer Umgebung von ¢ € H auch ® = (PoB)oB~'. OEA

Die wesentliche formale Eigenschaft der Exponentialabbildung ist aber:

Proposition 5.8. Die Exponentialabbildung ist vetriglich mit Morphismen (funk-
toriell): Fir einen Morphismus ® : G — H mit Ableitung ¢ := (D®). : g — b
kommutiert das folgende Diagramm:

)
G

exp

H
|exp
b

¢ (5.26)

Beweis. Sei x € g und 47 die Integralkurve von X durch e. Sei weiter & = ¢(z) € b.
Dann folgt aus

d_ . .
7206 (®) = (DP)rz )Xoz = Xatew) (5.27)

(vgl. (5.4)) und den Eindeutigkeitssétzen fiir gewohnliche DGLs bei t = 1:

P(exp(z)) = exp(z) = exp(¢(x)) (5.28)
OEA

Zum Beispiel gilt fur eine Unter-Lie-Gruppe H C G, dass « € hh = exp(z) € H.

§ 5.2 Die adjungierte Darstellung

Wir hatten bei (4.31) gesehen, dass die Lie-Klammer etwas tautologisch interpretiert
werden kann als “Darstellung von g auf sich selbst durch Derivationen”. Wir wollen
nun diese Aussage interpretieren als die zweite Ableitung der “Wirkung von G auf
sich selbst durch Automorphismen”.

Zunéchst die Begriindung fiir G = GL(n,R): In diesem Fall ist (siehe (4.45)) die
Lie-Klammer einfach der Kommutator von Matrizen z,y € gl(n,R). Andererseits
ist

d d

% s:OE
ebenfals als Kommutator von Matrizen. Die Lie-Klammer ist also in der Tat die
Ableitung des Gruppenkommutators.

- Exp(sz) Exp(ty) Exp(—sz) Exp(—ty) = [z,y], (5.29)
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5.2. DIE ADJUNGIERTE DARSTELLUNG

Fiir eine allgemeine Lie-Gruppe G definieren wir zunéchst fiir jedes g € G die
glatte Abbildung

AD,: G — G, h i+ AD,(h) := ghg™! (5.30)

Dies ist einerseits ein Automorphismus von G, d.h. ADy(hihs) = ADy(h1) AD,(h2)
Vhy, he € G. Nach (5.1) ist dann die Ableitung von AD, bei h = e ein Automorphis-
mus von g, d.h.

Ad, :=(DADy).:g—g (5.31)

erfilllt Ady([x,y]) = [Ady(x), Ady(y)]. Ausserdem gilt nach (5.26)
AD, exp(x) = exp(Ad, z) (5.32)
Andererseits gilt ADg, o ADy, = ADg4,, d.h. AD ist ein Gruppen-Homomor-

phismus G — Aut(G).> Dies tibertrigt sich auf Ad : G — Aut(g) C GL(g) als
lineare Darstellung von G auf g. Wir behaupten nun

Proposition 5.9. Es gilt
(D Ad), = ad : g — Der(g) C End(g) (5.33)
aus (4.31), (4.36).
Beweis. Zu zeigen ist, dass fur z,y € g und
z:=(DAd).(z)(y) € g (5.34)

fir die zugehorigen linksinvarianten Vektorfelder die Identitét

Z =[X,Y] (5.35)
gilt. Wir schreiben dazu
z= d% oy Adespen () (5.36)
Das linksinvariante Vektorfeld ist dann
7, = (DL (2| Aduien®)) = | _ (DL)(Adugun () (537)

Fiir festes s ist der Fluss des linksinvarianten Vektorfeldes (DLy)e(Adexp(sz)(y))
gegeben durch ¢ — Rexp(t Adeey(en) ) (siche (5.19)). Daher konnen wir geméss der
Vereinbarung (5.14) schreiben

_ 4
ds

d

—| R 5.38
s=0dt ( )

exp(t Adexp(sz‘) (y))

t=0

3Das Bild ADg C Aut(G) ist dabei die normale Untergruppe der inneren Automorphismen von
G. Fiir & € Aut(G) ist ® AD, &=L = ADg,).
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KAPITEL 5. VON LIE-ALGEBREN UND LIE-GRUPPEN

Unter Verwendung von (5.32) und der Produktregel fiir lineare Abbildung ergibt
sich

d| d|
Z - E — Tt t=0 ADexp(sz) eXp(ty)
= Ripien ) expi) exp( o)
- R:;xp (sz) exp(ty szp z) (539)
d *
% — ORexp sx)YRexp )

= XY -YX = [X,Y]
OEA
Durch Anwendung von (5.26) auf Ad : G — GL(g) erhalten wir noch

Korollar 5.10.
Adexp(z) = exp(ad,) € Aut(g) (5.40)

§ 5.3 Die Baker-Campbell-Hausdorff-Formel

Das Hauptergebnis des vorhergehenden § war die Einsicht, dass die Klammer auf
g = T.g infinitesimal durch die Multiplikation in G bestimmt ist. Wir wollen nun
umgekehrt zeigen, dass die Gruppenstruktur durch Integration aus der Lie-Klammer
gewonnen werden kann. Die Integration ist lokal eindeutig, hangt aber global noch
von gewissen zusétzlichen Daten ab, deren Diskussion wir dann im folgenden §
wieder aufnehmen.

Problemstellung

Wir wissen, dass fiir gegebene Lie-Gruppe G mit Lie-Algebra g die Exponentialab-
bildung exp : g — G ein lokaler Diffeomorphismus

Oeu—U>e (5.41)

ist. Da exp und Multiplikation stetig sind, existiert dann eine konvexe Umgebung
v C u von 0 so dass Vzx,y € v ein eindeutiges z € u existiert mit

exp(z) exp(y) = exp(2) (5.42)

Die Abbildung
gxg3 (z,y)—2z=:B(z,y) €9 (5.43)
ist glatt. Wir wollen durch eine (mehr oder minder) explizite Formel (siche (5.57))
zeigen, dass B “nur von der Lie-Klammer abhéngt”. Das Ergebnis (von Baker-
Campbell-Hausdorff, Anfang 20. Jh., mit Vervollstindigung durch Dynkin, Mitte
20. Jh.) ist eine gewisse lokale konvergente Potenzreihe in ad,, ad, und zeigt, dass
Gruppen mit isomorphen Lie-Algebren bereits lokal isomorph sein miissen.
Zur Herleitung der BCH-Formel halten wir zunéchst fest, dass fiir y = 0

B(z,0) =z (5.44)
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5.3. DIE BAKER-CAMPBELL-HAUSDORFF-FORMEL

gilt (fur = klein genug ist dies eindeutig), und leiten dann eine Differentialgleichung
fir B(x,ty) mit ¢ € [0,1] her, welche wir zum Schluf} integrieren, um B(z,y) zu
erhalten.

1. Schritt

Durch Ableiten nach ¢ der Gleichung

exp x exp ty = exp B(z, ty) (5.45)
erhalten wir zunéchst
dB(x,ty
(DLexp 2 )exp ty ED exp)ty(yz = ED eXD) B(x,ty) % (5.46)
:(DLCXP‘(:y))e(y) inverti;r,bar fir z,y klein genug
also
dB 1
% = ((D eXp)B(m,ty)) PLexp xDLexp tyj(ly)
:DLexp B(z,ty) (547)

1 -1
- ((DLexp B(x,ty)) (D eXp)B(Jz,ty)) (y)

Zur Erlduterung: Diese Differentialgleichung findet statt in einer Nullumgebung des
Vektorraums g = T.G' > B(z,ty), denn

-1
D ex z DLy z,
MTQXPB(my)G (PLesy pisn) g (5.48)

Sie stellt einen Fortschritt dar aufgrund der folgenden expliziten Formel fiir diese
“logarithmische Ableitung” der Exponentialabbildung:

2. Schritt

Lemma 5.11. Fiir alle z € g gilt:

1 )
(DLexp z)_l(D eXp)Z = / ds eXp(—S adz)
0

00
Sk—l—l

=Y m(— ad. )" € End(g) (5.49)

1 —exp(—ad,)

ad, )

Beweis. (Man rechne dies zunéchst fiir Matrizen durch...)

d d
(Dexp).(y) = —‘ exp(z + ty) = —‘ exp z exp(—z) exp(z + ty)

d
= DLexp - pr ‘0 exp(—z) exp(z + ty)
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KAPITEL 5. VON LIE-ALGEBREN UND LIE-GRUPPEN

Mithilfe unserer Vereinbarungen aus §5.1 schreiben wir dies als

_ d| .
= (DLexp 2) 1(D exp).(y) = dt ‘0 ReXp(*Z) exp(z+ty) | £,(G) € 1eg
cAut(F(Q)) N
Dl “Auswerten am
€Der(F(G)) neutralen Element”

dt‘ / ds— Rexp( s2) (s (ac+ty))> )

(unter Ausnutzung von (5.14), d.h. 4 s = B (—2) = —ZR; )

d; [ .
- dSRexp( sz)( Z+Z+ th)Rexp (s(z+ty))
Fe(G)
/ exp YR:xp sz
Fe(G)
/ SAdexp —s2) y)
(Funktorialitat (5.40)) / dsexp(—sad,)(y)

(5.51)
OEA

Mit diesem Lemma kehren wir nun zur Herleitung von BCH zurtick und schreiben
(5.47) als

dB(z,ty) ad B(z,ty)
= ’ 5.952
dt 1 — exp(—adp(z,ty)) ) ( )

~
definiert iiber eine fir kleine
z,y konvergente Potenzreihe

3. Schritt
Zur Losung der Differentialgleichung

. adB
b= 1 — exp(—adp) ) (5.53)

mit Anfangswert B(0) = x sei w := exp(adg) — 1 € End(g). Dann kénnen wir fir
kleine B mithilfe der Mercator-Reihe (deren Giiltigkeit in (einer Nullumgebung in)
End(g) wir als Ubung lassen) schreiben, dass

=
adelog(lew):; Y (5.54)
Daher wird
. 1 k—f—l
B=(—+41)log(1 1 2.59
(= +1) log(1 + w)(y) (+ZM+ o) 65
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5.4. EINIGE GLOBALE AUSSAGEN

Zuletzt nutzen wir aus, dass wegen exp B = expzrexpty € G, Ad € Hom(G, Aut(g))
und (5.40)

exp(adp) = exp(ad,) exp(tad,) € Aut(g) (5.56)

gilt. Damit ist die rechte Seite der Dgl. (5.55) eine fiir kleine z,y fur alle t € [0, 1]
konvergente Potenzreihe in ¢ mit Koeffizienten, welche Polynome in ad,, ad, sind,
und die wir deshalb gliedweise integrieren konnen. Dies ist die wesentliche Aussage
von BCH. Etwas expliziter haben wir

Proposition 5.12.

S U S )
B(x,y) =z +y+ Z k(k—‘i—D/o dt(z Z'_j'adm ady) (y) (5.57)
k=1 i+75>1
Die ersten paar Terme rechnet man mit etwas Miihe nach:
Bla.y) =z +y+ gle.o] + ol oyl - o Loyl + (5.58)
aj’y =T y 2$’y 12$’ $7y 12.% xay .

aber danach wird es komplizierter...

§ 5.4 Einige globale Aussagen

Wir haben jetzt gesehen, dass die Klammer auf der Lie-Algebra einer gegebenen
Lie-Gruppe letztere lokal bereits eindeutig festlegt. Es gilt insbesondere:

Theorem 5.13. Sei ® : G — H ein Morphismus von Lie-Gruppen. Dann ist der
zugehorige Lie-Algebra Homomorphismus ¢ = (D®), : g — b genau dann ein Iso-
morphimus, falls ® ein lokaler Isomorphismus von Lie-Gruppen ist, d.h. ® bildet
eine offene Umgebung e € U C G diffeomorph auf ®(U) C H ab, und diese Fin-
schrinkung ist vertrdaglich mit den Gruppenoperationen, solange diese wohl-definiert
sind, d.h. fir gi1,92 € U mit g1g2 € U ist ®(g1)P(g2) = P(g192)-

Es stellt sich dann die Frage:
(4) Wann ist ein solcher lokaler Isomorphismus ein (globaler) Isomorphismus & :
G~ H?
Diese Frage ist verwandt mit der Frage aus der Einfithrung zu diesem Kapitel:
(2) Seien G, H zwei Lie-Gruppen, und ¢ : g — b ein Lie-Algebra-Homomorphismus.
Existiert dann ein Morphismus von Lie-Gruppen ® : G — H mit ¢ = (D®).?

5.4.1 Zusammenhang

Zur Illustration: Sei ® : G — H ein Isomorphismus von Lie-Gruppen. Dann sind
die Produkte G x Z/2 = G x {e} UG x {o} und H x Z/2 ebenfalls Lie-Gruppen.
d:Gx7Z/2— H, &(g,0) = ®(g) ist ein lokaler Isomorphismus, welcher global
nicht injektiv ist, und .G = H < Hx Z/2 ist ein lokaler Isomorphismus,
welcher global nicht surjektiv ist.
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KAPITEL 5. VON LIE-ALGEBREN UND LIE-GRUPPEN

Ausserdem: Wir wissen (aus den Ubungen) dass fiir eine gegebene Lie-Gruppe H
die (topologische) Zusammenhangskomponente des neutralen Elements f die kleins-
te Untergruppe von H ist, die eine Umgebung von f enthalt. Daher muss also das
globale Bild eines lokalen Isomorphismus ¢ : G — H mindestens die Zusammen-
hangskomponente von f sein.

Fazit: Wir kénnen eine positive Antwort auf die Frage (4) im allgemeinen nur dann
erwarten, wenn G und H zusammenhdngend sind und setzen dies im folgenden
voraus.

5.4.2 Fundamentalgruppe

Zur Erinnerung: Sei M ein wegzusammenhédngender topologischer Raum, und p €
M. Die Fundamentalgruppe 7 (M, p) mit Basispunkt p ist die Menge der Schleifen
in M (stetige Abbildungen v : [0,1] — M mit v(0) = v(1) = p) modulo Homoto-
pie (y ~ 4 < 3H : [0,1] x [0,1] — M stetig mit H(0,t) = ~(¢), H(1,t) = (),
H(s,0) = H(s,1) = p), welche durch Aneinanderhéngen verkniipft werden. Bis auf
Isomorphismus héngt (M, p) nicht vom Basispunkt ab und wir schreiben dafir
auch m(M). Ein wegzusammenhéngender topologischer Raum heisst einfach zu-
sammenhéngend, falls (M) = {e}, d.h. alle Schleifen sind homotop zur konstanten
Schleife.

Wie wir schon in anderen Zusammenhéangen gesehen haben, erzwingt die Exis-
tenz einer algebraischen Struktur interessante Einschrankungen an die Topologie.

Lemma 5.14. Sei G eine zusammenhdngende Lie-Gruppe. Dann ist die Fundamen-
talgruppe von G abelsch.

Beweis. (Die differenzierbare Struktur wird hier nicht benétigt!) Per Definition ist
m(G) = m(G,e) die Menge der stetigen Schleifen mit Basispunkt e in G modu-
lo Homotopie. Die Gruppenstruktur * ist durch Aneinanderhdngen von Schleifen
gegeben.

Seien nun ¢ : [0,1] — G und ¢ : [0, 1] — G zwei solche Schleifen, ¢(0) = 1(0) =
©(1) = 1(1) = e. Wir miissen zeigen, dass ¢ 1) homotop zu 1 * ¢ ist, und definieren
dazu

F:[0,1]x[0,1] = G, F(s,t) = @(s)(t) (Multiplikation in der Gruppe!) (5.59)

Dann ist ¢ = F(-,1) = F(-,0) und ¢ =
F(0,) = F(1,). Daher ist ¢ % 1 die Aus- T
wertung des unteren und rechten Randes des i "

Quadrats [0, 1] x [0, 1], und v * ¢ die des lin- .
ken und oberen. Diese Schleifen sind homo-
top zueinander.

OEA

In “umgekehrter” Richtung gilt:
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5.4. EINIGE GLOBALE AUSSAGEN

Lemma 5.15. Sei I' C G eine diskrete normale Untergruppe einer zsh. Lie-Gruppe
G. Dann ist T' C Z(G) im Zentrum von G.

Beweis. Fiir h € T fest ist G > g — ghg~! = b/ € T stetig in g und daher konstant
(G ist zusammenhangend, und I ist diskret). Mit g — e folgt A’ = h. OEA

5.4.3 Uberlagerungen

Erinnerung: Sei M ein wegzusammenhdngender Raum. Eine Uberlagerung von M
ist ein topologischer Raum M mit einer stetigen surjektiven Abbildung 7 : M — M,
so dass Vp € M eine Umgebung U > p existiert, deren Urbild unter 7 die Vereinigung
disjunkter offener Mengen ist, 7~ YU) = v;U;, die unter 7 jeweils hom6omorph auf
U abgebildet werden. M heisst universelle Uberlagerung, falls M zusammenhéngend
und einfach zusammenhéngend ist.

- Falls M wegzusammenhéngend und lokal einfach zusammenhéngend? ist (z.B. eine
Mannigfaltigkeit), so existiert eine eindeutige universelle Uberlagerung  : M — M.
Fiir gegebenen Basispunkt p, € M kann man M identifizieren als

{v:10,1] = M,~(0) = p.}/Homotopie (5.60)

Die Projektion auf M ist 7(y) = ~(1), 7 (M) wirkt in natiirlicher Weise auf M
(durch “Decktransformationen”) und es gilt M = M /7, (M).

Beispiele: - m(S') = Z. Universelle Uberlagerung R

- (C\ {0}) = Z. Universelle Uberlagerung C

- m (RP?) = Z/2. Universelle Uberlagerung S®

Uberlagerungen sind vertréglich mit der Gruppenstruktur.

Lemma 5.16. (i) Sei : G — G die universelle Uberlagerung einer zsh. Lie-Gruppe
G. Dann ezistiert fiir jedes € € G mit m(€) = e € G eine eindeutige Lie-Gruppen-
Struktur auf G mit der é das neutrale Element ist, und 7 ein Morphismus von
Lie-Gruppen.

(it) Fir eine diskrete Untergruppe I' C Z(G) (im Zentrum von G) existierte ei-
ne eindeutige Lie-Gruppen-Struktur auf G/T' so dass die Quotientenabbildung ein
Morphismus von Lie-Gruppen ist.

Beweis. (i) Gestiitzt auf (5.60) (mit e als Basispunkt und € als dem konstanten )
definieren wir die Multiplikation in G durch

(7172) (1) = 1 (t)72(t) (5.61)

(was analog zu den Uberlegungen zum Beweis von Lemma 5.14 das Gleiche gibt wie
beispielsweise

v2(2t) t€[0,1/2]
(2t —1)3(1) te[1/2,1]

und verifizieren dann die tibrigen Eigenschaften als Ubung. Gleiches fiir (ii). OEA

(r72)(t) = { ) (5.62)

4D.h. jeder Punkt besitzt eine einfach zusammenhingende Umgebung. Fiir hausdorffsche Ei-
genschaften siehe Literatur.
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Bemerkungen. Die universelle Uberlagerung G einer Lie-Gruppe G heisst auch ein-
Jach zusammenhdingende Form von G. Falls das Zentrum von G diskret ist, so heisst
G/Z(G) die adjungierte Form von G.

5.4.4 Einfacher Zusammenhang

Fiir unsere Fragen ist jetzt wichtig:

Lemma 5.17. S(eien G und H zusammenhdingend und s)ei ® : G — H ein Ho-
momorphismus von Lie-Gruppen, welcher ein lokaler Isomorphismus ist. Dann ist
® eine Uberlagerung.

Beweisskizze. ® ist natiirlich stetig, und surjektiv da H zusammenhéngend ist. Der
Kern I' = Ker(®) is diskret, da ® ein lokaler Isomorphismus ist. M.a.W. gibt es eine

offene Umgebung ¢ € U C G sodass U = U~ und U2 NT = {e}, und ®|y : U >
®(U). Dann ist @ 1(®(U)) =TU = U,er7U. OEA

Die Antwort auf die Frage (4) lautet damit:

Proposition 5.18. Fin Morphismus von zsh. Lie-Gruppen ® : G — H, welcher ein
lokaler Isomorphismus ist, ist ein globaler Isomorphismus, falls H einfach zusam-
menhdngend ist.

Schliesslich beantworten wir wie versprochen die Frage (2):

Theorem 5.19. Seien G, H zusammenhdngende Lie-Gruppen. Falls G einfach
zusammenhdngend ist, so existiert zu jedem Morphismus von Lie-Algebren ¢ : g — b
ein eindeutiger Morphismus von Lie-Gruppen ® : G — H mit (D®), = ¢.

Beweisskizze. Betrachte den Graphen von ¢:

0 :={(z,¢(r)),r € g} Cgxbh (5.63)

Da ¢ ein Homomorphismus ist, ist o eine Unter-Lie-Algebra, und nach dem Satz von
Chevalley-Frobenius (den wir hier nicht beweisen wollen, siehe aber Punkt (3’) auf
Seite 50) existiert eine eindeutige zsh. Lie-Untergruppe D C G x H mit Lie-Algebra
0. Die Projektion p; : D — G auf den ersten Faktor ist ein lokaler Isomorphismus,
und daher nach Prop. 5.18 ein globaler, da G einfach zusammenhéngend ist. Dann
ist ® :=pyop;': G — H das gewiinschte Integral von ¢. OEA

§ 5.5 Nieder-dimensionale Beispiele

Die Ziele in den folgenden Kapiteln sind die Strukturtheorie von Lie-Algebren, insbe-
sondere die Klassifikation der einfache Lie-Algebren tiber C, sowie die Beschreibung
derjenigen irreduziblen Darstellungen dieser Lie-Algebren, die sich zu Darstellungen
von zugehorigen kompakten Gruppen integrieren lassen. Wir geben zunéchst einen
kleinen aus Fulton&Harris entnommenen Eindruck, ohne jeden Schritt vollstindig
zu begriinden.
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5.5.1 Dimension 1

- Eine ein-dimensionale Lie-Algebra ist notwendigerweise abelsch. Die zugehorige
zusammenhangende und einfach zusammenhangende Lie-Gruppe ist einfach der zu-
grundeliegende Vektorraum G = g (= R oder C) mit Addition als Gruppenopera-
tion. Jede andere Lie-Gruppe mit dieser Lie-Algebra ist dann der Quotient von G
durch eine diskrete Untergruppe, d.h. einem Gitter im Vektorraum. Fiir g = R gibt
es bis auf Skalierung nur ein nicht-triviales Gitter, und die zugehorige Lie-Gruppe
ist R/Z = S* = U(1). Es gibt also genau zwei Isomorphismenklassen von reell ein-
dimensionalen zsh. Lie-Gruppen.

- Uber den komplexen Zahlen ist die Situation etwas interessanter: Ein Gitter vom
Rang 1 fithr zur Lie-Gruppe C/Z = C\ 0 = C* als multiplikative Gruppe. Dies
ist das Integral (im Sinne des vorherigen §) einer beliebigen nicht-trivialen ein-
dimensionalen Darstellung von g = C, p : g — C = End(C), definiert durch

p(l) = a:

plexp(z)) = ¥ € C*

T T (5.64)
“abstrakte “gewohnliche
Exponentialfunktion” e-Funktion”

Es gibt auch treue Darstellungen der universellen Uberlagerung C von C*, wie z.B.

die durch obere Dreiecksmatrizen <(1) i) € GL(2,C), welche aber nicht irreduzibel

ist.
- Gitter in C vom Rang 2 sind, wie allgemein bekannt, bis auf komplexe Isomorphis-
men von der Form

AN=Z+17Z, 7 € {Im(7) > 0}/SL(2,7Z) (5.65)

Beachte, dass als reelle Lie-Gruppen alle C/A = R?/Z? = (S')? isomorph sind.
Sie unterscheiden sich aber in der “komplexen Struktur”. Man nennt C/A wie auch
C* “Tori”. Weiteres in Vorlesungen zu Algebraischer Geometrie und Elliptischen
Kurven.

5.5.2 Dimension 2

- Der abelsche Fall lasst sich dhnlich wie oben diskutieren. Das Ergebnis iiber C
ist allerdings einiges komplizierter und wir tiberlassen ihn daher der Literatur (z.B.
Fulton&Harris).

- Sei nun g = R? eine nicht-abelsche zwei-dimensionale reelle Lie-Algebra. Beziiglich
einer Basis {z,y} von g ist die Lie-Klammer vollstandig bestimmt durch [z,y] = z =
ax + Py # 0. Das Bild [g, g] von g unter der Lie-Klammer ist also ein-dimensional
und es lassen sich z,y so wahlen, dass [z, y] = z. Die adjungierte Darstellung hat in
dieser Basis die Matrix-Darstellung

01 -1 0
ad, = (0 0) : ad, = ( 0 O) (5.66)
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und integriert sich zur zsh. und einfach zsh. Untergruppe

{(‘OL ?);a,beR,a>0}%R+ch GL(2,R) (5.67)

mit Multiplikation (aq,b1)(ag, bs) = (ajas, by + a1bs).
- Uber C ist die Klassifikation der Lie-Algebren die gleiche, die méglichen komplexen
Gruppen sind aber wieder etwas interssanter, siehe F&H.

5.5.3 Dimension 3

- Falls [g,g] € g, so ist die Kommutator-Algebra [g,g| eine hochstens zwei-
dimensionale Unter-Lie-Algebra von g, die wir bereits klassifizert haben. Fir die
Erweiterung zu g siche F&H und die Ubungen.

- Sei nun g eine drei-dimensionale Lie-Algebra mit [g, g] = g. In diesem Fall ist die
gesamte Information iiber g in der adjungierten Darstellung enthalten. Sei zunéchst
g=C3

Beh.: Es existiert ein h € g, sodass ad, : g — ¢ einen Eigenvektor mit nicht-
verschwindendem Eigenwert hat.

Bew.: Fir eine beliebige Basis {z,y, z} von g miissen nach Voraussetzung die drei
Klammern [x,y], [z, 2] und [y, 2| linear unabhingig sein. Fir jedes 0 # = € g hat
also ad, Rang 2. Entweder hat ad, € End(C?) einen nicht-verschwindenden Eigen-
wert, oder ad, ist nilpotent, d.h. insbesondere Ker(ad?) O Ker(ad,). Es existiert
also ein y mit ad,(y) # 0, und ad?(y) = 0. Dann muss ad,(y) = [r,y] = ax sein
fir ein @ # 0. Dann aber ist ad,(x) = —ax, also hat ad, einen Eigenvektor mit
nicht-verschwindendem Eigenwert.

- Seien also nach Dividieren durch den halben Eigenwert h und e derart, dass
ady(e) = 2e. Da ad;, € [adg, adg], hat ad), als Kommutator von linearen Abbil-
dungen verschwindende Spur. Der letzte Eigenwert von ad;, muss also —2 sein. Sei
f ein Eigenvektor dazu. Die Jacobi-lIdentitat erzwingt nun

1, les fI = [[ho €], f1 + e, [h, f1] = [2e, f] + e, =2f] = 0 (5.68)

Also muss [e, f] proportional zu h sein, und wir kénnen [e, f] = h annehmen.
- Damit hat also jede solche drei-dimensionale komplexe Lie-Algebra eine Basis

{h,e, f} mit
[hye] =2e, [h,fl=-2f, le,f]=nh (5.69)

und ist damit isomorph zur Lie-Algebra sl(2,C) = {trz = 0} mit den Identifikatio-

B B ) R B

- Es gibt zwei (zsh.) komplexe Lie-Gruppen mit dieser Lie-Algebra: SL(2,C) ist
einfach zusammenhéngend®. Wegen Z(SL(2,C)) = Z/2 bleibt als zweite Moglichkeit

5Bew.: C — SL(2,C) — C2\ {(0,0)}, (‘CL Z

on a or b non-zero.

) — (a,b), fiber parametrized by ¢ or d depending
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nur SL(2,C)/{xid} = PSL(2,Z).

- Ersetzen wir nun C durch R, so verzweigt sich die obige Diskussion genau dann,
wenn die Eigenwerte von h nicht reell sind. Andernfalls erhalten wir als Lie-Algebra
einfach (5.69) iiber R, m.a.W. sl(2,R).

- Sind die Eigenwerte von h komplex, so miissen sie komplex konjugiert sein und
zu null addieren, also bleibt bis auf Multiplikation von h mit einem reellen Skalar
nur die Moglichkeit 4i. Dann aber existiert eine Basis {z = h, z,y} mit ad,(z) =y,
ad.(y) = —z. Die Jacobi-Identitit erzwingt wieder [z,y] = Az mit A € R\ 0 und
durch reelles Skalieren von x und y koénnen wir A = £1 erreichen.

- Falls A = —1, so ist « + z Eigenvektor von ad, mit Eigenwert 1, und wir erhalten
wieder sl((2,R).

- Der verbleibende Fall ist A = 41, d.h. die Lie-Algebra ist

[CE,y] =z, [yv Z] =, [va] =Y (571)

welche wir als isomorph zu s0(3,R) oder auch su(2) erkennen:

() (T () em

- Zu sl(2,R) gehorige Lie-Gruppen sind SL(2,R) mit Fundamentalgruppe Z° und
Zentrum Z/2, ihre universelle Uberlagerung und die adjungierte Form PSL(2,R).
- Fiir su(2) haben wir SU(2) und SO(3,R), siche §1.2.

B
IS
IS

5.5.4 Endlich-dimensionale Darstellungen von s((2,C)

Sei p : sl(2,C) — End(V) eine endlich-dimensionale irreduzible komplexe Darstel-
lung der Lie-Algebra sl(2,C). Wir arbeiten in der Basis (5.69) und setzen fiir jedes
acC

V, :=Ker(p(h) —a) CV (5.73)

Aus [h,e] = 2e und [h, f] = —2f folgt
pe)(Va) CVasz  p(f)(Va) C Vas (5.74)

Da V nicht-trivial ist, existiert ein V,, # 0 und da V' endlich-dimensional ist (und
die V,, linear unabhéngig voneinander), derart dass V,,o = 0. Nenne dies V; und
wahle 0 # v; € Vj. Es gilt p(e)v; = 0, p(h)v, = lv;. Setze dann

vi_e == p(f)u (5.75)
Wegen p(e)v;_o = lv; kann v;_s nur dann = 0 sein, falls [ = 0. Andernfalls sei

vi_g = p(f)ui—e, mit ple)v_g = (21 — 2)v1»
(5.76)
vi—ok := p(f)*v,  mit ple)v_or = k(I — k + 1)vi_g(k—1) (Rekursion!)

R — SL(2,R) — R?\ {(0,0)}, vel. Fussnote 5.
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Falls v;_p(x—1) # 0, so kann v;_g;, nur dann 0 sein, falls [ — k£ +1 = 0. Da V' endlich-
dimensional ist, muss dies eintreten (die v;_g sind linear unabhéngig falls sie nicht
verschwinden). Also ist [ € Ny. Der von vy, v;_a, ..., v_9r, = v_; aufgespannte Unter-
raum von V' ist invariant unter p(g) und da V irreduzibel ist, muss er bereits ganz
V' sein. Dies sind dann alle irreps von sl(2, C).

- Wir verzichten hier auf vollstandige Zerlegbarkeit.

- Der Casimir-Operator ist die lineare Abbildung

p(57+ ef + fe) ) = (3o + ple)ol) + p(F)p(e)) (ur)

_ (%(1 —P k(- k+ D)+ (ke DI-R)  (BTT)
= (%ZQ + l) (0) = l(% +1)(wr)

wirkt also wie ein Vielfaches der Identitat auf den irreduziblen Darstellungen.
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KAPITEL 6
STRUKTURTHEORIE

Nach den Ergebnissen des letzten Kapitels ist die Theorie der Lie-Gruppen, ihrer
Morphismen und Darstellungen “dquivalent” zur Theorie der endlich-dimensionalen
Lie-Algebren unter der Voraussetzung, dass man sich auf zusammenhéangende und
einfach zusammenhéangende Gruppen beschrankt. Wir wenden uns nun der abstrak-
ten Strukturtheorie der Lie-Algebren zu. Am Anfang steht eine Reihe algebraischer
Definitionen, zwei geometrische Charakterisierungen (Algebra halbeinfach < Kil-
ling Form nicht-entartet, Algebra reduktiv <= Gruppe kompakt) bilden den Schluss-
punkt.

§ 6.1 Definitionen

- Zunéchst sei an Definition 4.9 erinnert, und insbesondere an die Formulierungen
(i) und (ii) der Jacobi-Identitét auf Seite 40

adp,, = [ad,,ad,| = ad, ad, —ad, ad, (6.1)

ad : g — End(g) ist also eine Darstellung von g.
- Zur Sicherheit erinnern wir an dieser Stelle daran, dass fiir zwei Darstellungen
p12: @ — End(Vi2) die direkte Summe definiert ist als

(r1 @ p2)(2) = p1(z) ® pa(2) (6.2)
dass hingegn beim Tensorprodukt von Darstellungen
(p1 ® p2)(x) = pr(x) © idy, +idy; ©pa() (6.3)
zu verwenden ist, und beim Dualraum
p*(x) = —p(a)” (6.4)

Und noch was:
- Falls g; o Lie-Algebren sind, so ist die direkte Summe von Vektorraumen in natiir-
licher Weise eine Lie-Algebra mit der Lie-Klammer:

(21 @ T2, 91 D 1] = [21, 1] D [22, 2] (6.5)

(g1 @ g2 mit dieser Lie-Klammer heisst manchmal auch “Produkt” der Lie-Algebren
g1 und go.) Dies geht im allgemeinen nicht fiir ein Tensorprodukt([zq ® 22, 11 @ys] =
?711), ausser fiir die Skalarerweiterung:
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- Falls g eine reelle Lie-Algebra ist, so ist die Komplexifizierung des Vektorraums
g% := g ®g C auch in natiirlicher Weise eine Lie-Algebra

[T@ Ny pul:=[z,y] @ A\ (6.6)

Als reeller Vektoraum ist natiirlich g© = g @ g (mit dem Isomorphismus x + iy
x @ y), allerdings ist die Lie-Klammer (6.6) nicht die gleiche wie (6.5):

(21 + Y1, oo + iyo] = |21, 2] — [y1, Y] + i[z1, y2] + iy, 22 (6.7)
Nun aber zur Sache:

Definition 6.1. Ein Ideal in einer Lie-Algeba ist ein linearer Unterraum a C g
derart dass

g,a] Ca, d.h.,Vz € g, a € aist auch [z,a] € a (6.8)

Definition 6.2. Eine Lie-Algebra g heisst einfach, falls g nicht abelsch ist und kein
nicht-triviales Ideal enthélt (d.h., jedes Ideal ist entweder null oder ganz g).

Bemerkungen. - Ein Ideal ist insbesondere eine Unter-Lie-Algebra, welche vermoge
der Korrespondenz zu Lie-Untergruppen einem Normalteiler entspricht. (Ganz ex-
plizit sieht man dies lokal aus der BCH Formel (5.57), d.h. exp(x) exp(a) exp(—x) €
exp(a), vervollstandigen kann man mit einem Zusammenhangsargument.)

- Die Einschrankung “nicht-abelsch” bei der Einfachheit entspricht hingegen nicht
ganz den algebraischen Konventionen. Sie kann gegebenenfalls durch dimg > 1 er-
setzt werden.

- Ein Ideal ist auch genau das Gleiche wie ein ad-invarianter Unterraum, so dass
“einfach” das Gleiche ist wie: “Die adjungierte Darstellung ist nicht-trivial und ir-
reduzibel.”

Definition 6.3. Eine Lie-Algebra heisst reduktiv, falls die adjungierte Darstellung
vollstandig zerlegbar ist.

Lemma 6.4. (Eigenschaften von Idealen)

(i) Falls a und b Ideale in g sind, so auch a+ b, aNb und [a, b].

(ii) Falls a C g ein Ideal ist, so ist der Quotient g/a eine Lie-Algebra und fir jeden
Lie-Algebra Homomorphismus ¢ : g — b ist Ker(¢) C g ein Ideal.

Beweis. (i) Nachrechnen. (ii) Wie tblich: [x+a,y+0b] = [z, y]+[a, y] + [z, b] +[a, b] =
[z, y] mod a; ¢(a) = 0 = ¢([z,a]) = [¢(z), ¢(a)] = 0. OEA

Fir die Strukturtheorie wichtig sind die Ideale, die tiber der Lie-Klammer defi-
niert sind.

Definition 6.5. (i) Sei g eine Lie-Algebra. Das Ideal Dg = [g, 9] = {[z, 9], z,y € g}
heisst die derivierte Algebra oder Kommutatoralgebra von g.
(ii) Die absteigende Kette von Idealen

gog¢ =[ggDg:=[gg']D-Dgt =g gD (6.9)
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von Idealen heisst derivierte oder Kommutatorfolge. Falls g¢ = 0 fiir ein 7, so heisst
g aufiosbar.
(iii) Die absteigende Kette von Idealen

9001 :=[0,08 20 :=[00]D  Dg+1:=1[00 D - (6.10)

heisst untere (oder absteigende) Zentralreihe von g. Falls g; = 0 fiir ein ¢, so heisst
g nilpotent.

Beispiel 6.6. - Die Lie-Algebra der oberen Dreiecksmatrizen ist auflosbar (aber
nicht nilpotent).
- Die Lie-Algebra der strikt oberen Dreiecksmatrizen ist nilpotent.

Bemerkungen. - Jede nilpotente Algebra ist auflésbar, die Umkehrung gilt aber nicht,
wie das Beispiel zeigt.

- Jedes Element x € g einer nilpotenten Lie-Algebra ist ad-nilpotent (d.h. (ad,)’ =
0). Die recht erstaunliche Umkehrung dieser Implikation ist der Inhalt des Satzes
von Engel (Theorem 6.13).

Lemma 6.7. Sei g eine auflisbare/nilpotente Lie-Algebra.

(1) Jede Unteralgebra by C g ist auflosbar/nilpotent.

(i) Falls ¢ : g — b ein Lie-Algebra-Homomorphismus ist, so ist ¢(g) auflosbar/nil-
potent.

Beweis. (ii) folgt aus ¢([a, b]) = [¢(a), ¢(b)] fiir beliebige Teilmengen a,b C g; (i)
aus [b,h] C [g,9]Nb. OEA

Eine ahnliche Aussage gilt ganz entschieden nicht fiir einfache Lie-Algebren. Eine
Eigenschaft, die nilpotent von auflosbar unterscheidet, ist

Lemma 6.8. (i) Sei a C g ein Ideal. Falls a und g/a auflosbar sind, so ist auch g
auflosbar.
(ii) Seien a,b C g zwei auflosbare Ideale. Dann ist auch a + b aufiosbar.

Beweis. (i) Sei m : g — g/a die Projektion. Wegen 7(g’) = (¢(g))’ (siche Beweis
von Lemma 6.7) und der Auflésbarkeit von g/a = m(g) ist 7(g') = 0 fiir ein 7. Mit
anderen Worten ist g C a. Da aber a auflésbar ist, und (gi)] = g7 ! ist daher
gt = 0 fiir ein 7, also ist g auflosbar.

(i) folgt dann aus (i) und der Exakheit von

a—a+b—b/anb (6.11)

(d.h.: (a+b)/a=0b/anb. b/anb ist nach Lemma 6.7 (ii) auflosbar weil b auflosbar
ist. Mit (i) folgt die Auflésbarkeit von a + b.) OEA

Ideale in g sind durch Inklusion partiell geordnet. Falls v ein maximales auflos-
bares Ideal ist, und b ein beliebiges auflosbares Ideal, so gilt t C v+ a = ¢, also
a C t. Daher ist das maximale auflosbare Ideal eindeutig.

'Eine solche Additivitit gilt nicht fiir die untere Zentralreihe.
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Definition/Lemma 6.9. Sei g eine Lie-Algebra.

(i) Das mazimale aufiésbare Ideal v = rad(g) von g heisst das Radikal.

(7i) g heisst halb-einfach, falls rad(g) = 0, d.h. g besitzt kein auflésbares Ideal.
(iii) Jedenfalls ist g/rad(g) halb-einfach (eventuell trivial).

Bemerkungen. - Da eine halbeinfache Lie-Algebra insbesondere triviales Zentrum
hat, ist die adjungierte Darstellung treu (d.h. ad, # 0 Vz € g). Um eine treue Dar-
stellung einer beliebigen Lie-Algebra zu bekommen (Satz von Ado, mithilfe dessen
gezeigt werden kann, dass jede Lie-Algebra von einer Lie-Gruppe kommt), bleibt
dann noch die Konstruktion einer treuen Darstellung des Radikals, und das Zusam-
mensetzen mit der adjungierten Darstellung des halbeinfachen Quotienten.

- Man iiberlege an dieser Stelle, dass fiir eine reelle Lie-Algebra g

[6% 6% = [g,0]" (6.12)

gilt. Insbesondere ist g auflosbar < g© is auflosbar.

Wir werden uns in den néchsten Abschnitten allméhlich auf die einfachen (oder
allenfalls noch reduktiven = halb-einfachen + abelschen) Lie-Algebren zuriickziehen,
vor allem deshalb, weil deren Darstellungstheorie harmonischer ist. Um zu unter-
streichen, dass die auflosbaren Teile mitnichten in der Physik keine Rolle spielen,
geben wir noch die folgenden Beispiele.

Beispiel 6.10 (Die affine Gruppe). Sei V' ein Vektorraum. Eine affine (oder
affin-lineare) Transformation ist (etwas informell gesagt) eine bijektive Abbildung
V — V., die auf Differenzen v; — vy linear wirkt. Mit anderen Worten ist dies ein
Paar (R,a) mit R € GL(V) und a € V und

(R,a)(v) = Rv+a (6.13)

Seit einiger Zeit schreiben wir auch iGL(V) fir die Gruppe der affin-linearen Trans-
formationen von V.

Verkniipfung:

(R,a)(S,b) = (RS,a + Rb)
(R,a) ' = (R, —R'a)
(R,a)(S,b)(R,a)"" = (RS,a+ Rb), (R, —R 'a)
= (RSR™',a+ Rb— RSR 'a)

(6.14)

Wir kénnen daraus sehen, dass GL(V) und V beides Untergruppen von iGL(V)
sind. Die Einbettungen sind:
GL(V)> R~ (R,0) € iGL(V)

6.15
V 3aw— (idy,a) € iGL(V) (6.15)
Die Gleichungen

(R,a)(S,0)(R,a)"" = (RSR~",a — RSR™'A)

(R,a)(idy,b)(R,a)"" = (idy,a + Rb — a = Rb) (6.16)
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zeigen dann, dass V' ein Normalteiler von iGL(V) ist, GL(V') jedoch nicht. Vielmehr
haben wir es mit einem semi-direkten Produkt zu tun:

V = iGL(V) =V x GL(V) — GL(V) (6.17)
Eine Matrixdarstellung von ¢{GL(V') erhalt man auf V@& R (oder C) durch

a

(R, a) (g 1) € GL(V & R) (6.18)

Das wichtigste Beispiel einer affinen Gruppe in der Physik ist die Poincaré-Gruppe,
in der V = R*! und die allgemein lineare Gruppe noch durch die Lorentz-Gruppe
(oder deren universelle Uberlagerung) ersetzt wird, die das relativistische innere
Produkt der Signatur (3,1) invariant lasst. In diesem Zusammenhang spielt aller-
dings die Darstellung (6.18) wegen der fehlenden Méglichkeit zur Unitaritét eine sehr
untergeordnete Rolle. Vielmehr wird man dort zu unendlich-dimensionalen Darstel-
lungen gezwungen.
Durch Ableiten von (6.18) erhélt man noch die Darstellung der Erweiterung von
Lie-Algebren
V — iEnd(V) — End(V) (6.19)

G)6-Co ) e

In (6.19) ist V ein (abelsches) Ideal, End(V') nur eine Unteralgebra.
- Beachte allerdings, dass End(V') nicht einfach ist, denn man kann ja noch den
ad-invarianten Unterraum R - idy durch Spurbildung abspalten. Die Gleichung

in der Form

End(V) =sl(V) ® R -idy
0 0 (6.21)

reduktiv einfach

ist eine direkte Summe von Lie-Algebren wie in (6.5).
- Das Radikal von iEnd(V) ist dann zwei-dimensional. Die Gleichung

rad(iEnd(V)) =V @R (6.22)

gilt allerdings nur auf dem Niveau der Vektorrdume, und nicht fiir die Lie-Algebren.
Tatséchlich ist rad(iEnd(V)) auflésbar, aber nicht nilpotent oder gar abelsch!

Beispiel 6.11 (Heisenberg-Algebra). Sehr interessant. Siehe Ubungen

§ 6.2 Siatze von Engel und Lie

Diese beiden zentralen Lemmas der Strukturtheorie besagen, dass die Intuition
“auflésbar = obere Dreiecksmatrizen” und “nilpotent = strikt obere Dreiecksma-
trizen” die Situation im wesentlichen richtig erfasst.
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Lemma 6.12 (Satz von Lie). Sei g eine aufidsbare Lie-Algebra (iber R oder C) und
sei (V#£0, p) eine endlich-dimensionale kompleze Darstellung von g. Dann existiert
ein gemeinsamer Eigenvektor fir alle p(x), x € g, d.h. ein nicht-verschwindendes
v € V mit einer Funktion A : g — C derart dass

p(x)v = Ax)v Ve eg (6.23)

Lemma 6.13 (Satz von Engel). Sei V' # 0 ein endlich-dimensionaler Vektorraum
iber R oder C und sei g eine Lie-Algebra von nilpotenten Endomorphismen von V'
(d.h. g C End(V), [z,y] € gVx,y € g, Ve € g Im : 2™ =0). Dann gilt:

(i) g ist eine nilpotente Lie-Algebra

(1) Jv € V, v # 0 so dass z(v) = 0V € g.

(7ii) In einer geeigneten Basis von V' sind alle x € g strikt obere Dreiecksmatrizen.

Bemerkungen. - Allerdings ist zu betonen, dass der Satz von Engel zwar die Umkeh-
rung der Beobachtung ist, dass g nilpotent = g ist ad-nilpotent, es aber dennoch
nicht wahr ist, dass eine nilpotente Unter-Lie-Algebra von End (V') notwendigerweise
aus nilpotenten Endomorphismen besteht (siche die diagonalen Matrizen).

- In der Folgerung des Satzes von Lie ist v-C insbesondere ein invarianter Unterraum
von (V, p). Daher kénnen wir p auf V/(v-C) projizieren und erhalten durch Wieder-
holung eine Basis von V' in Bezug auf welche alle p(x) obere Dreiecksmatrizen sind.
- Der Satz von Lie gilt im besonderen fiir die adjungierte Darstellung, aber erst nach
Skalarerweiterung zu C. (Falls die Aussage iiber R gilt, so heisst g “split solvable”
oder vollstandig auflosbar.)

- Im Satz von Engel nehmen wir nicht an, dass der Basiskorper algebraisch abge-
schlossen ist.

Beweis von Lemma 6.12. durch Induktion nach dim g.
- Fir dimg = 1 ist die Aussage dquivalent dazu, dass jeder Endomorphismus eines
e.d. komplexen Vektorraums einen Eigenwert mit Eigenvektor besitzt: Das charak-

teristische Polynom
det(Nidy —p(z)) =0 (6.24)

hat eine Wurzel A € C und v € Ker(Xidy —p(z)), v # 0.

- Sei nun dim g > 1 und nehme an, der Satz ist wahr fiir alle Lie-Algebren der dim <
dim g. Betrachte die Kommutatoralgebra [g, g]. Da g auflosbar ist, gilt [g, g] € g. Sei
b ein linearer Unterraum derart dass

0.9/ ChbCg und dimg/h=1 (6.25)

Wegen [g,h] C [g,9] C b ist b ein Ideal (und insbesondere eine Unteralgebra) und
auflosbar, da g auflosbar ist. p|y ist eine Darstellung von h und dim b < dim g. Daher
existiert nach Induktionsvoraussetzung ein w € V und eine Funktion y : h — C mit

py)w = p(y)w Yy € b (6.26)

Sei dann h € g derart, dass g = h+C-h (bzw. h+R-h) und betrachte den Unterraum
W cC V, der von

{w, p(R)w, p(h)*w, ...} (6.27)
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aufgespannt wird. Da V' endliche Dimension hat, existiert ein k& > 0 derart dass

{w, p(h)w, ..., p(h)rw} (6.28)
eine Basis von W ist. Offensichtlich ist W invariant unter p(h).
Beh.: W ist invariant under p(h) und p(y)|lw = p(y) idw Yy € b.
Wir beweisen zunéchst die schwachere Aussage:
beh: W ist invariant under p(h) und Vy € b, [ < k gilt

p(y)p(h)'w = pu(y)p(h)'w mod (p(h) w,j < 1) (6.29)

bew: durch (endliche) Rekursion in I:
- Fir [ = 0 ist dies die Definition von h.
- Far I > 0 rechnen wir:

p(y)p(h)'w = p(h)p(y)p(h)~"w + p(@)p(h)l‘lw

€h

)= p()u(y)p(h) ™ w + p(ly, k) p(h)' ™ 'w mod (p(h)Yw, j <1)

= p(y)p(h)'w mod (p(hYw,j <1)

(Rekursions-
voraussetzung

(6.30)

Damit ist also W invariant unter p(fh) und bzgl. der Basis (6.28) hat p(y) fir jedes
y € b die obere Dreiecksform

wly) x e %
O | (6.31)
0 0 .. *
0 0 0 puly

Dann aber gilt mit [y, h] € [b, h] statt y:

:U’([yv h]) \dlm W, = try p([y’ h])
—k+1 (6.32)

= trw[p(y), p(h)] =0

also p(ly, h]) = 0 Yy € b. (Hier wird Char = 0 verwendet.) Zum

Bew.: der Beh. laufen wir den obigen bew. noch einmal mit dieser Zusatzinformation
durch: Unter der Rekursionsannahme, dass

p(y)p(h) " w = pu(y)p(h)'w Yy ebh (6.33)

folgt dann die gleiche Aussage fiir p(h)'w.

Zum Schluss benutzen wir, dass W invariant unter p(h) ist, so dass p(h) einen
Eigenwert A(h) mit Eigenvektor v € W hat, p(h)v = A(h)v. Dann gilt fir jedes
go>x=y+ah, yeh acC (oder R):

plx)v = (u(y) +ar(h) v (6.34)
::A(;f%ah)
Dies ist der gesuchte gemeinsame Figenvektor in dim g. OEA
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Beweis von Lemma 6.13. ebenfalls durch Induktion nach dim g.

- Fiir dim g = 1 sind alle drei Aussagen aus der linearen Algebra bekannt.

- Fiir den Schritt zu dimg > 1 nehmen wir an, dass alle drei Aussagen fiir alle
Lie-Algebren von nilpotenten Endomorphismen e.d. Vektorraume der dim < dim g
gelten.

Wir suchen uns zunéchst wieder eine geeignete Unteralgebra der Kodimension 1. Sei
h C g eine maximale echte Unteralgebra von g, d.h. b ist eine Unteralgebra, ) # g
aber es existiert keine intermediire Unteralgebra h C1i C g. 2

Beh.: dimg/h =1
Bew.: Da [h,b] C b, wirkt b durch ad auf g/h. Fir y € h Im sodass y™ = 0 €
End(V). Dann gilt fiir alle = € g die Binomialformel (Induktion)

(ady)?" () = 3 (-1 (7l =0 (6.35)

(da wenigstens immer ein Exponent > m ist). Also ist (ad,)*", d.h. h wird
durch nilpotente Endomorphismen auf g/h dargestellt. Da dimbh < dimg folgt
dimad, < dimg und daher existiert nach Induktionsvoraussetzung ein A € g mit
nicht-trivialem Bild in g/b so dass

ady(h) =0 mod h Vyebh (6.36)

Dann ist § + h - Basiskorper C g eine Unteralgebra von g und muss wegen der
Maximalitat von b gleich ganz g sein. h hat also Kodimension 1.
- Nun betrachten wir h und g wieder als die gegebenen Endomorphismen von V. Sei

W={weV,yw=0Vy €h} (6.37)

Nach Induktionsvoraussetzung (wegen dimf < dimg) ist W nicht-trivial. Ausser-
dem gilt AW C W (denn yhw = [y, hjw + hyw = 0 falls w € W, da b ein Ideal ist).
Wir kénnen also h auf W einschranken, wo es immer noch nilpotent wirkt. Daher
ist 0 ein Eigenwert von h|y und Jv € W, v # 0 mit hv = 0. Dann ist zv = 0 Vx € g,
und es gilt Aussage (ii) in der ndchsthoheren Dimension.

- Aussage (iii) folgt dann durch Wiederholen des Arguments auf V' /(v - Basiskorper),
und Aussage (i) aus (iii) und der Tatsache, dass eine Lie-Algebra von strikt oberen
Dreiecksmatrizen nilpotent ist (siehe Beispiel 6.6). OEA

§ 6.3 Das Cartan-Kriterium

Unser Ziel ist weiterhin der Riickzug auf die einfachen bzw. halb-einfachen Lie-
Algebren iiber C.

2Eine solche maximale Unteralgebra mag nicht eindeutig sein, existiert aber auf jeden Fall:
Sei d die maximale Dimension < dim g, in der eine Unteralgebra von g existiert. Dann ist jede
Unteralgebra der Dimension d maximal.
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6.3.1 Die Killing-Form

Lemma/Definition 6.14. Sei g eine (wie immer, endlich-dimensionale) Lie-
Algebra tiber R oder C. Die Abbildung

B:gxg— R oder C

6.38
B(z,y) := trgad, o ad, (6.38)

ist eine symmetrishe Bilinearform auf g. B ist ad-invariant in dem Sinne dass
Vz € g,
B(ad, z,y) + B(z,ad,y) =0 (6.39)

und heisst Killing-Form auf g. (Wir schreiben auch By falls mal mehrere Lie-Algebren
eine Rolle spielen.)

Beweis/Erliuterung. - Fir ¢ € g ist ad, € End(g) (siehe (4.31)) und tr, ist die Spur
von Endomorphismen eines endlich-dimensionalen Vektorraums.
- Bilinearitét ist klar, und Symmetrie folgt aus der zyklischen Invarianz der Spur,
d.h.

trg ad, ad, = tryad, ad, (6.40)

Fiir die ad-Invarianz benutzen wir ad.qg, , = ad[, ) = lad,,ad,]| (ad ist ndmlich eine
Darstellung von g). Daraus folgt

tr, (audadZ x ady) + trg (adm adaq., y) = tr, ([adz, ad,| ady) + trg (adx lad,, ady])

: . s : 6.41
([adz, || ist eine Der1vat10n> — tryfad., ad, ad,] = 0 <zykl. Invananz) (6.41)

der assoz. Algebra End(g) der Spur

OEA
Beispiel 6.15. (i) Fiir g abelsch ist B =10

(ii) Betrachte die 2-dimensionale aufldsbare Lie-Algebra aus 5.5.2; g = (x,y) mit
[z, y] = x. Beztiglich dieser Basis ist

ad, = (8 (1]) ad, = (_01 8) (6.42)

und damit B = 8 (1]
(iii) g = sl(2,R) (oder auch sl(2,C) = sl(2, R) ®C) mit der Basis {h, e, f} (s. (5.69))

Die adjungierte Darstellung ist

00 O 0 01 0 -1 0
adp,=10 2 0], ade=|-2 0 0|, adg={10 0 O (6.44)
00 -2 0 00 2 0 0
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und die Killing-Form
8 00
B=|0 0 2 (6.45)
0 20

(iv) su(2) mit der Basis x,y, z (siehe (5.71))

xr = _%Ux7 y: —%O’y’ Zz = —%O’Z (646)
00 O 0 01 0 -1 0
ad,= |0 0 —1|, ady={( 0 00|, ad.=(1 0 0 (6.47)
01 0 -1 0 0 0 0 0
-2 0 0
B=[0 -2 0 (6.48)
0 0 =2

Diese Beispielen sollen die eingangs erwahnten Zusammenhénge zwischen Nicht-
entartetheit von B und Halbeinfachheit von g sowie zwischen Definitheit von B und
Kompaktheit der zu g gehorigen Gruppe illustrieren.

6.3.2 Jordansche Normalform und Jordan-Zerlegung

Wir wiederholen zuerst die Aussage, die in jedem Fall aus der linearen Algebra
bekannt sein sollte.

Proposition 6.16. Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum iber C und x €
End(V). Seien A, A, ..., \x € C die Figenwerte von x, d.h. die (verschiedenen)
Wurzeln des charakteristischen Polynoms:

det(z — X-idy) = [\ =A™ (6.49)

i=1

Dann ezistieren Zerlequngen der Multiplizitaten m; € N,

L
mp=Y my, j=1,.k (6.50)
i=1

und eine Basis von V', in der x die folgende Form hat

J()\l,mll) 0
T = 0 0 J(Ala mlll) U 0 (651)
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mit den m X m Jordan-Blocken

A 10 0

0 X 1 -0
JAm)=1: -~ . (6.52)

0 0 A1

0 A

Beweisideen. Die wiederholte Anwendung von 6.12 liefert ja bereits die obere Drei-
ecksform

AL * %
ST % (6.53)
0 - M
Um den oberen Teil zu zerblocken, definiert man fiir j = 1,..., k den verallgemei-
nerten Eigenraum
V= Ker(x — \;)™ (6.54)

und zeigt

z(V;) CV; (trivial)
é (folgt aus der Teilerfremdheit der) (6.55)

i im Polynomring, s.u.

Zuletzt konstruiert man dann die Blockstruktur in jedem Vj, d.h. man nimmt als
Basis

{0 # w, € Ker(x — \;)"™", (z — X\j)wy, (x — \j)*w;, ..., Ker(x — \;)" 1
0 # wy € Ker(x — \;)™2, -+

(6.56)
;uul]. € Ker(z — A;)"™%, -+ - (bis dim V; erreicht)}
OEA
Etwas abstrakter sagen wir verscharft so:
Proposition 6.17. Seien V,z wie oben. Dann gilt:
(i) Es existiert eine eindeutige Jordan-Zerlegung
r=s+n (6.57)

mit s,n € End(V), s diagonalisierbar (“halb-einfach”), n nilpotent und [s,n] = 0.
(ii) Es existiert ein Polynom in einer Variablen ohne konstanten Term p(T) € T C[T]
mit s = p(x). (Und n = x — p(x) ist dann auch polynomial in x.)

(7ii) Falls y € End(V') mit [y, xz] =0, so gilt auch [y, s| = [y,n] = 0.
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Beweisskizze. (i) Existenz folgt aus der Proposition 6.16: Schreiben wir wie dort
V=@V, V;=Ker(xz—A)™ (6.58)

so erfullen .
s =P idy, (6.59)
=1

und n = x — s die verlangten Bedingungen. Zur Eindeutigkeit kommen wir gleich.
(ii) Die Bedingungen an p lauten

p(@)ly, = A (6.60)
welche erfillt sind, falls p den Kongruenzen
p(T) = Ajmod (T — A;)™ (6.61)

gentigt, sowie ausserdem p(7') = 0 mod T'. (Es sei denn, das Fehlen des konstanten
Terms wird bereits durch ein \; = 0 erzwungen.)

- Die Existenz eines solchen ps folgt aus dem Chinesischen Restsatz?® im Polynomring
C[T] beziiglich den paarweise teilerfremden Idealen I; = (T'— \;)™ C[T.

(iii) folgt trivial aus (ii), und daraus zuletzt die Eindeutigkeit der Zerlegung: Falls
x = §'4+n’ eine weitere Zerlegung ist mit s’ halb-einfach, n’ nilpotent und [s',n'] = 0,
so kommutiert s’ mit z = s’+n’ und daher nach (iii) auch mit s. Also ist s—s' = n—n’
sowohl halb-einfach als auch nilpotent, daher 0. OEA

Korollar 6.18 (des Beweises). Sei § € End(V) halb-einfach mit den gleichen Ei-
genraumen wie s, aber evtl. anderen Eigenwerten \;. Dann existiert ein p € T C[T
mit

p(z) =5 (6.62)
Beweis. Ersetze in (6.61) die A; durch die S\j. Der CRS benutzt, dass die /; koprim
sind, d.h. die \; miissen verschieden sein, aber nicht unbedingt die A;. OEA

6.3.3 Der “harte Kern”

Lemma 6.19. Sei g eine komplexe Lie-Algebra, und sei fir alle x,y,z € g
B(z,ly, z]) == trg(ad, adj,.)) =0 (%) (6.63)

Dann ist fir alle u,v € g ady,,) € End(g) nilpotent. *

Beweis. Wir fixieren u,v € g und definieren ¢ := ady,,) € End(g). Dieser Endomor-
phismus hat eine Jordan-Zerlegung (s. Prop. 6.17)

=s+n s,n € End(g), halb-einfach, nilpotent® (6.64)

3Siehe irgendein Lehrbuch der Algebra.
4Next time, formulate this lemma for all representations of g!!!
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Seien Aq1,..., A\, € C die Eigenwerte von s und
k
a=DV (6.65)
j=1

die Eigenraumzerlegung. Sei 5 € End(g) definiert durch 5|y, = A; (komplexe Konju-
gation!). Dann ist § halb-einfach, kommutiert mit s und n und es gilt

trg 5t = trg (55 + 5n )

nilpotent

k (6.66)
=Y N[ -dimV
j=1

Beh.: Aus (x) folgt try 5t = 0, was nur moglich ist, falls alle \; =0, d.h. s = 0 und
t nilpotent ist.

Bew.: Wegen t = ady,,] = [ad,, ad,] gilt
try 5t = try (§ ad, ad, —sad, adv)
= try([5, ad,] ad,) (6.67)
= tr, (aDg(adu) adv)
wo aD : End(g) — End(End(g)) die “adjungierte Darstellung” von End(g) auf sich

selbst ist.
- Nun driicken wir aDs durch aD; aus. Der Zerlegung (6.64) folgend, schreiben wir

aD, = aD, +aD,, € End(End(g)) (6.68)

und stellen fest, dass mit (6.65)
End(g) =g@ g =P VieV; (6.69)
1,
schon die Eigenraumzerlegung von aDy ist (zum Vorzeichen siche (6.4))
aDS ‘VZ®VJ* = )\z - >\j (670)

aDy ist also halbeinfach. Wie im Beweis von Theorem 6.13 ist aD,, nilpotent, da
n nilpotent ist. (Unter Umstanden muss die Potenz verdoppelt werden, s. (6.35).)
Ausserdem ist natirlich [aD,, aD,| = aDj,,; = 0. Die Gleichung (6.68) gibt also die
(eindeutige) Jordan-Zerlegung von t € End(End(g)). Da

aDs [vievs = i — A (6.71)

die gleichen Eigenrdume hat wie ¢, folgt aus Korollar 6.18 die Existenz eines Poly-
noms p € T'C[T] mit
aD; = p(aDy) (6.72)

® Aber nicht unbedingt a priori in adg!
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Eingesetzt in (6.67) gentigt es also zu zeigen, dass VI > 0
try ((aDy)'(ad,) ad,) = 0 (6.73)
gilt. Mit w := [u,v] ist t = ad,, und dann
(aDy)'(ad,) = [ady, [ady, - - - | [aduj, ad,] -]

(.

I Mal
= [ady, [aduy, -+ adpy -] (6.74)
ad,qt, (u) = Ay, adt; 1w
bier goht 1> 0 cin

Damit wird
try((aDy)'(ad,) ad,) = trg (ad[wvadbl(u)] ad,)

(6.75)
=0 nach Voraussetzung (x)

(Denn es sind ja w und ad,(u) in g.) Es folgt die Beh. und damit ist das Lemma
bewiesen. OEA

6.3.4 Auflosbarkeit und Halbeinfachheit

Proposition 6.20. Sei g eine endlich-dimensionale Lie-Algebra tiber R oder C.
Dann ist g genau dann auflésbar, wenn Vo € g und w € [g, ¢ gilt, dass

B(z,w) = trgad, ad,, = 0 (6.76)
Beweis. - Fiir eine reelle Lie-Algebra g gilt (siche (6.12))

g auflosbar < g(c auflosbar (6.77)
By(x,w) =0Vz € g,w € [g,9] © Bye(z,w) =0z € g%, w e [g% g% '

Daher geniigt es, die Aussage iiber C zu zeigen.

“=7: Gemass dem Lemma 6.19 folgt aus B(z,w) = 0 Va € g, dass fir alle w € [g, g

ad,, € End(g) nilpotent ist. Daher ist nach dem Satz von Engel 6.13 adyq eine

nilpotente Unteralgebra von End(g).

- Sei b :=[g, g]. Es existiert ein [ so dass h; = 0, d.h.

lady, [ady, [- - - , [ady, ady] - - - ]]] = 0 € End(h) C End(g) (6.78)
. I mal )
= adjp,fo,[-,[o,5]- ]
——

! mal

M.a.W.
0 = ady, o, [m,51- 1 (D)
——

! mal

~————

[ mal

~
[+ 1 mal

(6.79)
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Also ist h = [g, g] nilpotent, und daher g auflosbar.

“«<": Sei umgekehrt g auflosbar. Dann existiert nach dem Satz von Lie 6.12 eine
Basis von g beziiglich derer ady obere Dreiecksform hat. Dann hat ady g = [ady, adg]
strikt obere Dreiecksform in dieser Basis und dies impliziert B(z,w) = 0Vzx € g,w €

g, 9]. OEA

Theorem 6.21. Sei g eine e.d. Lie-Algebra iiber R oder C. Dann ist g genau dann
halb-einfach, falls die Killing-Form nicht-entartet ist, d.h.

B(z,y) =0 Yyeg=2=0 (6.80)

Beweis. “=" Wenn g nicht halb-einfach ist, dann ist v = rad g ein nicht-triviales
auflosbares Ideal. Dann existiert ein j so dass v/ = 0, aber a = /! #£ 0
(Kommutator-Folge). [a,a] = 0, a ist also ein nicht-triviales abelsches Ideal. Sei
s ein komplementéarer Unterraum (d.h. g = a @ s als Vektorraum). Dann haben fiir
0 # z € aund y € g die adjungierten die Form

a0 x a/x x
ad, = 5 (0 0) ad, = . (0 *) (6.81)

Es folgt tryad, ad, = 0, also ist B entartet.
“«<" Sei umgekehrt B entartet und

a:={z€g, Bx,y =0y € g} (6.82)
der “Kern” von B. Dann ist a # 0 und wegen der ad-Invarianz von B ist a ein Ideal:
B([z,a],y) = =B(z,[z,y]) =0Vy € g (6.83)

Zum Nachweis der Auflosbarkeit von a benutzen wir das Cartan-Kriterium, Prop.
6.20. Fir z € a, g = a @ s hat ad, die Form

a(* *
adx—5 <0 0> (6.84)

Daher (oder als getrenntes Lemma....) gilt fir z,y € a:

By(z,y) = trgad, | 0 ady | = tryad, oad, (6.85)
Insbesondere ist By(x,y) = 0 Vo € a, y € [a,a]. Daher ist nach dem Cartan-
Kriterium a auflésbar, und g ist nicht halb-einfach.® OEA
§ 6.4 Folgerungen und Erginzungen

Die Nicht-Entartetheit der Killing-Form fiir halb-einfache Lie-Algebren eroffnet eine
ganze Reihe von Konsequenzen und Querverbindungen, von denen wir in diesem §
noch einige wichtige beleuchten wollen.

5Die Tatsache, dass fiir das Ideal a die stirkere Aussage B(z,y) = 0 Vx,y € a gilt, zeigt, dass
das Radikal von g grosser sein kann als der Kern von B. Vgl. Beispiel (ii), (6.42)
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6.4.1 Derivationen

Erinnerung. Eine Derivation einer Lie-Algebra g ist (ein infinitesimaler Automor-
phismus, d.h.) eine lineare Abbildung § € End(g) so dass

Sz, y] = [0z, y] + [z, Iy] Vr,y € g (6.86)

- Klammer in g

eine Gleichung, die wir auch als

[5, adl,] = ad(;(x) (6.87)

T Klammer in End(g)

schreiben konnen, und fiir 6 = ad, als Ausdruck der Tatsache erkannt hatten, dass
ad : g — Der(g) C End(g) (6.88)

eine Darstellung von g ist (siehe Gl. (6.1)).

Es stellt sich die natiirliche Frage, inwieweit ad injektiv (treu) und surjektiv ist.
- Zunéchst einmal ist natiirlich

Ker(ad) = {z,ad.(y) = [z,y] = 0 Yy}

6.89
= Z, (das Zentrum von g) (6.89)

und da Z; ein abelsches (also auflosbares) Ideal ist, ist Ker(ad) = 0 falls g halb-
einfach ist. Die Umkehrung gilt wohlgemerkt nicht. Z.B. hat die auflésbare Lie-
Algebra der spurlosen oberen Dreiecksmatrizen triviales Zentrum. Eine nilpotente
Lie-Algebra hat hingegen immer nicht-triviales Zentrum, sodass man zur Konstruk-
tion einer treuen Darstellung einer nilpotenten Lie-Algebra etwas arbeiten muss.

- Zur Beantwortung der Frage nach der Surjektivitat fiihren wir den folgenden Begrift
ein.

Definition 6.22. Eine Derivation § heisst innere Derivation falls 6 € adg, d.h.
0 = ad, fiir ein 2z € g.
Theorem 6.23. Sei g halb-einfach. Dann sind alle Derivationen von g inner, d.h.
es folgt adg = Der(g).

Beweis. Die Killing-Form B : gxg — R oder C ist nach Theorem 6.21 nicht-entartet
und vermittelt daher, wie aus der linearen Algebra bekannt, einen Vektorraum-

[somorphismus g = ¢g" (B nicht-entartet ist ndmlich dquivalent dazu, dass die

Abbildung

gz —a’eg

, (6.90)
2’(y) = B(x,y)
trivialen Kern hat. Wegen der endlichen Dimension ist dann g° = g*.)
- Daher existiert zur Linearform
goy—trgdad, € R oder C (6.91)
ein eindeutiges z € g mit
trg(doad,) = B(z,y) Vyeg (6.92)
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Beh.: 6 = ad,, d.h. §(z) = ad,(z) Vx € g
Bew.: Wir zeigen
B(6(x),y) = B([z,2],y) Vz,ye€g (6.93)

Wegen der Nicht-Entartetheit von B ergibt sich daraus die Behauptung. Unter Be-
nutzung von (6.87) gilt nun

B(6 = tr, (a )
= try ([0, ad ad,)
= tr, (5 o adx, ad,] ) (6.94)
= try(d 0 adj,,y)) = (Def. von 2)
= B(z, [z, y]) = (ad-Invarianz von B)
= —B([z,2],y)
also (6.93). OEA

Bemerkungen. - Falls g nicht halb-einfach ist, so gibt es im allgemeinen Derivationen,
welche nicht innere sind. Z.B. ist fir g = x - C ein-dimensional Der(g) = End(g) = C
aber ady = 0.
- Andererseits ist aber ad; = Der(g) auch nicht hinreichend fiir Halbeinfachheit.
Betrachte z.B. die auflosbare Lie-Algebra g = (z, y)c mit [z,y] = y aus Punkt 5.5.2:
Fiir jede Derivation ¢ von g muss dy € [g, g] sein und da [g, g] = C -y, existiert dann
ein a € C mit

dy = ay (6.95)

Schreiben wir dann dx = fx + vy fiir 5,7 € C und untersuchen die nicht-triviale
Klammer, so finden wir die Gleichung

ay = [Pz +y,yl + [z, ay] = By + ay (6.96)
aus der 8 = 0 folgt. Das Ergebnis
oy = ay, or =y (6.97)
stimmt aber mit
ad, = aad, —vad, (6.98)

tiberein. Es gilt also in diesem Fall auch ady = Der(g).

6.4.2 Abstrakte Jordan-Zerlegung

Fiir die Darstellungstheorie ist noch das folgende Korollar aus Theorem 6.21 niitzlich.

Theorem /Definition 6.24. Sei g eine halb-einfache Lie-Algebra iber C. Firx € g
set

ad, = (ad;)s + (ad)n (6.99)

die Jordan-Zerlegung von ad, € End(g). Dann existieren eindeutige s,n € g mit

[s,n] =0 und ads = (ad,)s, ad,, = (ad,)n.
r=5+n (6.100)

heisst absolute (oder abstrakte) Jordan-Zerlegung von x.
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Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass (ad;)s eine Derivation von g ist. (Existenz von s
und n folgt dann aus Theorem 6.23. [s,n] = 0 und Eindeutigkeit folt aus Ker(ad) =
0.)

- Sei dazu g = @@ V; die Zerlegung von g in verallgemeinerte Eigenrdume von ad,.
Die “eigentliche” Definition ist zwar

V; = Ker(ad, —);)"” (6.101)

wobei m; die Multiplizitat des Eigenwerte A; von ad, ist. Allgemeiner gilt aber auch

Vn € N()Z

Ker(ad, —);)" C V; (6.102)
mit Gleichheit sobald n > m;, sowie
Ker(ad, —\)" =0 (6.103)

Vn und alle A € C, welche keine Eigenwerte von ad, sind. Aus dem
Lemma 6.25. Fir allen € Zsy und y,z € g gilt
n n ' B
(ady —A; — M) "y, 2] = Z (z) [(ad, —A))'y, (ad, —A)" 2] (6.104)
i=0
folgt fiir y € V; und z € Vj, mit n = m; + my,
ly,2z] eV (6.105)

falls \; := A\; + Ay ein Eigenwert von ad, ist, und 0 andernfalls. (In (6.104) ist
entweder ¢ > m; oder n —1¢ > my.) Jedenfalls gilt

und da (ad,)sy = A\jy und (ad,)sz = Az folgt

zunéchst fiir y € V;, z € V;, und wegen Linearitat dann Vy, z € g. Also ist (ad,)s €
Der(g) und der Beweis hingt nur noch am Lemma 6.25 OEA

Beweis von Lemma 6.25. durch Induktion in n: n = 0 ist klar, fiir n = n+1 rechnen
wir

(ads; —A; — Ax) ZZ:; (T;) [(ads — Xj)'y, (ady —Ak)" 2]

= Z <TZ) ([(adx _)\j)i+lya (ad, —)\k)”_iz} + [(adx _)\j)i% (ad, _)\k>n—i+1z]>

_ %[(adx =)'y, (ads —Ae)" 2] ((z i 1) * (TZ>>

=0

-~

)
(6.108)
OEA
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6.4.3 Zerlegbarkeit der adjungierten Darstellung

Von den am Anfag des Kapitels eingefithrten Begriffen haben wir den der einfachen
Lie-Algbra, Def. 6.2 und den der reduktiven Lie-Algebra, Def. 6.3 noch nicht weiter
benutzt. Dem wollen wir nun abhelfen, indem wir insbesondere den Zusammenhang
zu den halb-einfachen Lie-Algebren herstellen.

- Fiir jede Lie-Algebra g ist [g, g] ein Ideal, welches nicht null ist genau dann, wenn
g nicht abelsch ist. Daher gilt fiir g einfach

[0.0] =9 (6.109)

- Sind nun g und b halb-einfache Lie-Algebren, so ist das Produkt (i.e., die direkte
Summe g @ h mit Lie-Klammer [g,h] = 0), ebenfalls halb-einfach. Dies folgt z.B.
besonders bequem mit dem Cartan-Kriterium aus der Tatsache, dass

Byay = By + By (6.110)

in dem Sinne, dass Byep(x,y) = 0 fiir x € g, y € b, dass also By, By nicht-entartet <
By nicht-entartet. [Der direkte algebraische Weg ist aber gar nicht umstéandlicher:
Falls ¢ C g b ein auflosbares Ideal ist, so gilt mit a := c¢Ngund b :=cNh, apb=c
und wegen

! =a®badbl=a @b (6.111)

etc. missen a C g und b C b bereits auflosbare Ideale sein. Also ist a =b =c¢ = O.]
- Insbesondere ist also das Produkt

einfacher Lie-Algebren g, ..., g, halb-einfach.
- Sei umgekehrt g halb-einfach und a C g ein nicht-triviales Ideal. Sei at das ortho-
gonale Komplement von a beziiglich der Killing Form

at = {B(:U,y) =0Vy € a} (6.113)

Da B nach (6.39) ad-invariant ist, ist a* auch ein Ideal und damit a N at ebenfalls.
Zwar konnen wir nicht sofort a Nat = 0 (und daraus a + a* = g) folgern, da
B (zwar nicht-entartet, aber) nicht unbedingt definit ist. Allerdings ist (siche GI.
(6.85)) am Ende des Beweises von Theorem 6.21) die Killing-Form auf (jedem Ideal,
insbesondere) a N at die Einschrikung derer auf g:

Barat = By o0 =0 (6.114)

Also ist nach Prop. 6.20 a N a' auflsbar, muss also wegen der Halbeinfachheit von
g gleich 0 sein. Es folgt dann also doch

g=ada’ (6.115)
zunéchst als Vektorraum und dann auch als Produkt von Lie-Algebren (Ubung!) und

nach dem Cartan-Kriterium miissen a und at auch wieder halb-einfach sein. Auf
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diese Weise finden wir also, dass fiir g endlich-dimensional und halb-einfach einfache
Lie-Algebren g, ..., g, existieren, welche eindeutig sind bis auf Permutation, mit

g=01®D D gn (6.116)

Insbesondere folgt also aus g halb-einfach, dass [g, g] = g. Dies ist aber auch wieder
nicht hinreichend:

Beispiel 6.26. Sei g einfach und p : g — End(V) eine irreduzible Darstellung
(wir werden sehen, dass so etwas existiert!). Dann definieren wir das semi-direkte
Produkt (vgl. 6.19)

Vg,V -y (6.117)
[(z,v), (y,w)] == ([z,y], p(z)w — p(y)v) (6.118)
Dann ist
(9,0) = ([9,9],0) = [(8,0),(9,0)] C [g®, V,9 D, V] (6.119)
und
[(g,0), (0, V)] = (0, p(g)V) (6.120)

ware p(g)V # V so miisste die Unterdarstellung p(g)V C V' trivial sein, da p
irreduzibel sein. Dann aber wire p trivial.” Also ist g, V = [g @, V,g @, V], aber
nicht halb-einfach.

- (6.116) ist die Aussage, dass halb-einfache Lie-Algebren reduktiv sind. Bei der
Umkehrung gibt es noch eine kleine Komplikation:

Theorem 6.27. Sei g eine reduktive Lie-Algebra. Dann ist [g,9] C g halb-einfach
und
9="2;® g 9] (6.121)

T Zentrum von g

Beweis. Reduktiv heisst: Fiir jedes Ideal a C g existiert ein komplementéres Ideal
a’ sodass g = a @ a’ (zunéchst als Vektorraum, [a, a’] = 0 folgt dann automatisch).
Sein nun

g=a1P---Da, (6.122)

die Faktorisierung in irreduzible Ideale. Dann gilt entweder dima; = 1 oder a; ist
einfach, oBdA ersteres fiir : = 1,..., k. Also gilt

9:91@"'@ak@ak+1@"'®am (6.123)

-~

f halb-einfach = =g, 9]

OEA

"Die Auflésung der nicht-trivialen Homonymie sei dem Leser iiberlassen.
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6.4.4 Exkurs in die Geometrie

Dieser Unterabschnitt konnte einer der interessantesten, wenn auch vielleicht nicht
der zentralen, Punkte der gesamten Vorlesung sein, verbindet er doch in nicht-
trivialer Weise viele der algebraischen und geometrischen Ideen, die wir seit dem
Anfang des Semester kennengelernt haben.

- Die Hauptstofirichtung ist die Riickkehr zum Standpunkt der Gruppe, welcher alle
unsere Anstrengungen eigentlich rechtfertigt. Allerdings entwickeln wir hier nur, in
Fortsetzung von 4.2.1, etwas Integrationstheorie auf differenzierbaren Mannigfaltig-
keiten, und wenden sie dann, als kontinuierliches Analgon der “Mittelung tiber die
Gruppe” aus §2.2 auf die Struktur- und evtl. die Darstellungstheorie kompakter
Lie-Algebren an. Wir wiederholen zunéchst schlaglichtartig etwas Information zum
Integralbegriff.

- In der Analysis lernt man das Integral kennen als lineares Funktional

fe | fdz (6.124)

vom (Vektor-)Raum der integrierbaren Funktionen f : R” — R nach R. Integrierbar
sind insbesondere glatte Funktionen mit kompaktem Tréger, welche unser Interesse
im Folgenden voll erschopfen.

- Eine der zentralen Eigenschaften des Integrals ist die Substitutionsregel: Falls & :
R™ — R™ ein Diffeomorphismus ist, so gilt

flz)d"x = f(®(y)) | det D®|d"y (6.125)
R™ R7 S=——~—
=(2*f)(v)

wo DO = (%q;f) die Jacobi-Matrix ist. Insbesondere gilt

d"x = O (f)d" )
Rnf x /n (f)d"z (6.126)

Vf falls ® affin projektiv speziell linear ist. Translationsinvarianz ist sogar eine der
moglichen Charakterisierungen des Lebesgue-Masses, welches damit fiir uns ein ers-
tes Beispiel fiir ein Haarsches Mass wire (auf der abelschen topologischen Gruppe
(", +).

- Im Zusammenhang mit dem Stokesschen Satz (in dem man i.A. tber niederdi-
mensionale Untermannigfaltigkeiten des R integrieren méchte) lernt man fd"z als
Ausdruck der Differentialform

w=xf(z)dx' A Adz" (6.127)
beziiglich einer bevorzugten Orientierung des R™ zu interpretieren, die Vorschrift
P*w==2fod det DO dy* A--- A dy" (6.128)

als “Pullback von w under dem Kartenwechsel ®”, und die Formel
/ w= / d*w (6.129)
n @—1(Rn)

87



KAPITEL 6. STRUKTURTHEORIE

als “Invarianz des Integrals unter (orientiertem) Kartenwechsel”.
- In der Differentialgeometrie fithrt man schliesslich zunéchst abstrakt Differential-
formen vom Grad k auf einer Mannigfaltigkeit M ein als

w e QM) = N'T*M (6.130)

Schnitte des k-ten dusseren Produkts des Kotangentialbiindels. In einer lokalen Kar-
te p : U — R" ist fiir p € U eine Basis von T,M gegeben durch (s. (4.14)) (%),
i =1,...,n, die duale Basis von T M ist (dz', ..., dz"), d.h. dz*(d;) = 6}, und man

erkennt die Beziehung zur fritheren Formulierung durch die Koordinatendarstellung

w = Z wil,_ikdx“ A« Adz (6.131)

<<y

Insbesondere lisst sich eine Topform w € Q"(M) lokal schreiben als f(z)dz! A--- A
dz™ und man definiert

(i) Fir eine orientierte Mannigfaltigkeit M

das Integral [, w fiir

(i) n-Formen w mit kompaktem Tréger

bzw. das Integral [, fw fiir

(ii") glatte Funktionen f mit kompaktem Tréger,

unter Zuhilfenahme der obigen Transformationseigenschaften sowie einer Partition
der Eins.

- Fiir einen (Diffeo-)Morphismus ® : M — N ist der Pullback ®* : Q*(N) — Q*(M)
ein Algebra-Homomorphismus (eindeutig festgelegt durch Vertréglichkeit mit der
dusseren Ableitung d : QF — QFFL) und es gilt fiir w € Q"(N)

/ w= / D w (6.132)
O(M)=N M=&-1(N)

Zur Klarung:

Definition 6.28. Sei M eine diff. Mannigfaltigkeit.

(i) Eine Volumenform ist eine nirgends verschwindende Topform w € Q"(M), d.h.
w, #0e N"TyM Vp e M.

(ii) M heisst orientierbar falls eine Volumenform existiert. In diesem Fall ist eine
Orientierung eine Aquivalenzklasse [w] wobei @ ~ w falls @ = fw mit f € F(M),
f>0.

(iii) Sei @ : M — N ein Diffeomorphismus. Eine Volumenform heisst ®-invariant,
falls

@*w:w@/ fw:/ O (flw Vf (6.133)
M M

Bemerkungen. Eine solche Volumenform definiert dann ein reguldres Borelmass auf
dem zugrundeliegenden topologischen Raum M, aber das benétigen wir frithestens
beim Beweis von Peter-Weyl.

Sein nun G eine (reelle) Lie-Gruppe der Dimension n. Der Einfachheit halber sei
G zusammenhéngend.
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Proposition 6.29. FEs existiert eine bis auf eine reelle Konstante eindeutige Volu-
menform w auf G mit
L (w) =w (6.134)

9
fir alle Linkstranslationen L, € Diff(G), g € G.

Beweis.(-skizze, insofern ich den Pullback usw. nicht im Detail erklart habe.) Sei
(z1,...,2,) eine Basis von g = T.G, (X1,...,X,) die zugehérige Basis von X*(G),
siehe 4.2.4, d.h.

Xj, = DeLp(x;) (6.135)

Sei (A!, ..., A\") die dazu duale Basis von g* = T*G, und A', ..., A" die (punktweise)
dualen Einsformen, i.e. A}, (X;,) = 65 Vh € G, oder auch
A, = (DoLn) (V) (6.136)

Beh.: Die A* erfiillen L (A*) = A
Bew.: Per Definition des Pullbacks gilt:
Ly (A)n(X5,) = AiLg(h) (DnL¢(X;,)) = (Links-Invarianz von X)
= Ay, (ngh) = 0; (6.137)
= N (XG),) = Ly(A')n = A},

Insbesondere sind die A? punktweise eine Basis von T*G und daher ist
wi=AA-AA" (6.138)

nirgends 0, somit eine Volumenform auf G.

- Wegen der Vertraglichkeit des Pullbacks mit dem A-Produkt folgt aus der Invarianz
der A’ sofort Liw =w Vg € G.

- Ist o’ eine andere Volumenform mit Liw’ = ', so existiert ein f € F(M), f # 0
mit w’ = fw. Dann folgt Vg € G

fu=uw =L =L(fw) = Ly(f)L(w) = L;(f)w (6.139)
und da w nirgends verschwindet L}(f) = f Vg € G = f ist konstant. OEA
Der Deutlichkeit halber wollen wir noch einen lokalen Koordinatenausdruck fiir
w festhalten. Seien (¢1,...,¢") die zu zy, ..., x, gehorigen (globalen) Koordinaten
auf g, via Exponentialabbildung (5.16) aufgefasst als lokale Koordinaten auf G bei
e. Seien (o!,...,0") lokale Koordinate um g € G. Dann ist
(" (Ly(e
= 2 Lslexp () | (6.140)
J 9/3 £€=0
die Matrixdarstellung von D.L, : T.G — T,G bzgl. der Basis z; = % von T,G und
a%k von T,G, und es gilt
X =1k
NP (6.141)
A = (ly" )y do
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und daher

wy = det(l;")do" A+ AN do™ = do' A -+ Ndo™ (6.142)

det [,

Man priife explizit die Linksinvarianz dieser Formel.
- Natiirlich existiert ganz analog eine eindeutige rechts-invariante Volumenform

O=A"A---AA" (6.143)
mit . 4

A, = (D.Rp) " (N (6.144)
6.4.5 Kompakte Lie-Gruppen versus Reduktive Lie-Algebren

Interessanterweise, und im Unterschied etwa zur Lie-Klammer (4.41), gilt im Allge-
meinen w # @, selbst bis auf eine Konstante, siche Ubungen.

Theorem 6.30. Sei G eine zusammenhdngende Lie-Gruppe mit reduktiver Lie-
Algebra g. Dann sind links- und rechtsinvariante Volumenformen gleich.

Beweis. Zutat 1: Aus (6.136) und (6.144) folgt

AL = (D.Ry)™" o (DeLy)*(A}) (6.145)
und daher

@y = det((DeRy) ™ (DeLy)" )wy (6.146)
Nun gilt D.R,;' = DyRy-1 : T,G' — T.G und ganz allgemein

det A*B* = det BA = det AB fiir lin. Abb. V - W 25 v (6.147)

zusammen also
@y = det(DyRy-1D.Ly)w,
=det D.(Ry-1Lg) wy
= det D.(AD,) w,
= (det Adg) Wy

(6.148)

(s. (5.31).)
Zutat 2: Sei B : g x g — R eine ad-invariante nicht-entartete symmetrische Bili-
nearform (z.B. Killing-Form auf [g, g, beliebig auf Z; in der Zerlegung (6.121)).

B(ad. z,y) + B(y,ad. z) =0 (6.149)

bedeutet nichts anderes, als dass ad, € so(B) Vz € g (vgl. (4.62)). Daher gilt mit
(5.40)
Adep(y = exp(ad,) € O(B) Vzeg (6.150)

Da g zusammenhéngend ist, ist Adep:) € SO(B). Da G zusammenhéngend ist,
wird G durch exp(g) erzeugt, und daher gilt Adg C SO(B), also

detAd, =1 Vge@ (6.151)

und zusammen mit (6.148) ist der Satz bewiesen. OEA
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Fir G kompakt (auch nicht zsh.) kann man noch etwas bequemer folgendermassen
argumentieren:

- In jedem Fall ist fiir alle g € G R;w links-invariant (da Links- und Rechtstransla-
tionen kommutieren), und daher

Ryw = Ayw (6.152)

fir eine (zunéchst von g abhingige!) Konstante A, € R.
- Falls G kompakt ist, existiert [,w > 0,® und es gilt

Ag/wz/Agw:/R;w (6'5’2)/w (6.153)
G G G G

und daher A, =1 Vg.
- Die wesentliche Aussage im kompakten Fall ist aber

Theorem 6.31. Sei G eine zusammenhdngende Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g.

(i) Falls G kompakt ist, so ist g reduktiv und die Killing-Form auf dem halb-einfachen
Teil [g, g] von g ist negativ definit.

(ii) Ist umgekehrt g halb-einfach und die Killing-Form negativ definit, so ist G
kompakt.

Bemerkungen. Natiirlich reicht es in (i), wenn die Zusammenhangskomponente von
e kompakt ist. Reduktivitit von g reicht im Allgemeinen nicht fiir Kompaktheit auch
bei negativ definitem ad-invariantem inneren Produkt, wie etwa das Beispiel G x R
zeigt. Ein Korollar des Beweises von (ii) zusammen mit (i) ist, dass die Killing-Form
nie positiv definit ist (Ubung!)

Beweis. (i) Sei (-, ) : g xg — R ein (beliebiges) positiv definites inneres Produkt auf
g, und w € Q"(G) die (links- und rechts-)invariante Volumenform. Sei fir x,y € g,
hedG

F,y(h) = (Adp z,Adyy) (6.154)

und setze

(z,y) = / Fpyw (6.155)
Dann ist (-, -) ein positiv definites inneres lfrodukt auf g und wegen
Frdyzady y(h) = (Adpg 7, Adpg y) = Ry (Fy)(h) (6.156)
gilt
(Ad,z,Ad,y) = / RyF, yw= / Foyw=(z,y) (6.157)
Ableiten am neutralen Element ergi(i)t ’
(ad, z,y) + (z,ad,y) =0 Vzeg (6.158)

also ist (-, -) ad-invariant und damit ist g reduktiv (Ubung!).
- Ahnlich wie (6.149) fassen wir (6.158) auf als die Aussage, dass ad, € so({-,-)).

8Nehmen wir etwa an, dass dim G > 0 — Fiir dim G = 0 ist das Haarsche Mass das Zihlmass.
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Daraus folgt (lineare Algebra), dass alle nicht-verschwindenden Eigenwerte von ad,
rein imaginér sind.? Fiir z € [g, g] \ {0} ist ad, # 0 (s. (6.121)), hat also mindestens
einen nicht-verschwindenden Eigenwert. Es folgt

By(2,2) = trgad’ = Z (Eigenwerte)® < 0 (6.159)

(ii) (Ideenskizze) Wir benutzen die Identifikation ad; = Der(g) aus Theorem 6.23:
Unter der Assoziation von Lie-Algebren zu Lie-Gruppen aus 4.2.4 ist Der(g) die
Lie-Algebra der Lie-Gruppe Aut(g). Wegen ady C so(B) gilt daher nach dem Satz
von Chevalley-Frobenius (s. Seite 50) mit Aut(g)o C Aut(g) die Zusammenhangs-
komponente des neutralen Elements,

Adg = Aut(g)y € SO(B) C GL(g) (6.160)

Nun ist aber Aut(g) in GL(g) abgeschlossen, und SO(B) kompakt, da —B positiv
definit ist (s. 4.3.4). Also ist auch Aut(g)o kompakt.

- Wegen ady = Der(g) ist Ad : G — Aut(g)o ein lokaler Isomorphismus, nach
Lemma 5.17 also eine Uberlagerung von Lie-Gruppen. Da Z; = Zper(g) = 0, kann
Z(Aut(g)o) keinen Haufungspunkt bei e haben (Dies erfordert etwas Arbeit.) Daher
ist Z(Aut(g)o) endlich. Ausserdem ist die Fundamentalgruppe von Aut(g), endlich.
(Noch mehr Arbeit.) Dann ist G — Aut(g)y ein endliche Uberlagerung und damit
G kompakt. OEA

Schlussbetrachtungen.

Durch Linkstranslation lésst sich jede Metrik (nicht-entartete symmetrische Bili-
nearform) auf g zu einer (i.a., pseudo-)Riemannschen Metrik auf der Gruppe G
fortsetzen. Dazu benutzt man den Isomorphismus g = X%(G), und dass X*(G) je-
den T,G aufspannt.

- Eine Ad-invariante Metrik auf g wird dabei zu einer links- und rechts-invarianten
pseudo-Riemannschen Metrik, siehe Beweis von Theorem 6.30. Diese Metrik hat ei-
ne Reihe interessanter Eigenschaften. Z.B. sind ihre Geodéaten genau die Translate
von Einparameter-Untergruppen. Fiir g einfach hat sie ausserdem konstante Kriim-
mung, und der Ricci-Tensor ist proportional zur Metrik. Dies erlaubt es z.B., die
Metrik zu normieren und fiir kompakte Lie-Gruppen ein kanonisches Volumen zu
definieren, etc. pp.

9Wir setzen (-,-) fort zu einem hermiteschen inneren Produkt auf g®. Ist dann ad, z = Az,
z € g®\ {0}, A € C\ {0}, so folgt die Aussage aus \(z,z) = (ad, z,2) = —(z,ad, z) = —\(z, ).
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EINFACHE LIE-ALGEBREN UBER C

Es stellt sich heraus, dass man bei der Untersuchung der Struktur der halb-einfachen
Lie-Algebren tiber die allgemeinen Aussagen des letzten Kapitels nicht weit hinaus-
kommt, ohne eine Reihe ganz konkreter und zunachst scheinbar willkiirlicher Wahlen
zu treffen. Die Begriindung fiir diese Wahlen liegt teils in den Beispielen, teils in et-
was allgemeineren darstellungstheoretischen Betrachtungen. Letztendlich hangt die
Struktur bis auf Isomorphie nicht von den Wahlen ab, und die Beispiele erschépfen
die Klassifikation (fast), so dass uns unter dem Strich nichts verlorengegangen ist,
und wir mit der Theorie ganz zufrieden sein kénnen.
Wir fangen mit einem Beispiel an.

§ 7.1 Wurzelraumzerlegung von sl(n, C)

Zur Erinnerung: Wir hatten in 5.5.3 sl(2, C) kennengelernt als die bis auf Isomor-
phismus eindeutige 3-dimensionale Lie-Algebra (iiber C) mit [g,g] = g. Dies war
uns gelungen durch Identifikation eines ad-halbeinfachen Elements A € g mit nicht-
verschwindendem Eigenwert und Eigenvektoren e, f (die, zusammen mit h, g auf-
spannen), und den Klammern

[h,e] =2e, [h, fl==2f, le,fl=h (7.1)

und dem Isomorphismus g 2 sl((2, C)

=65 @) =G0 o
Wir verallgemeinern nun zunéchst diese Strukturen zu sl(n, C).
Fakt 7.1. sl(n,C) = {z € Mat(n,C), trx = 0} ist halb-einfach.
Beweis. Betrachte die Bilinearform auf g = sl(n, C)
Ben g xg—C, Ben(x,y) = tren (zy) (7.3)
Ben ist symmetrisch und ad-invariant. Ausserdem ist Bcn nicht entartet, denn fiir

x # 0ist 2Tz > 0, aber # 0, d.h. Ben(27,2) > 0. Also ist g reduktiv. Wir zeigen im
Folgenden [g, g] = g. Dann ist mit Theorem 6.27 g halb-einfach. OEA
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Zum Nachweis von [g, g] = g und fiir die weiteren Untersuchungen sei einerseits

h := die abelsche Unteralgebra der spurlosen Diagonalmatrizen (7.4)
und andererseits fir i,j =1,...,n,i # J .
0 --- j 0
€;j = aE .1 . (7.5)
0 o 0
Dann gilt:

1. g =b & D, C e (als direkte Summe von Vektorrdumen, aber natirlich nicht
als Produkt von Lie-Algebren)
2. ady wirkt diagonal in der Basis der e;;—Fir h = Diag(hy,. .., hy,), Y h; = 0 gilt:

adp(ei;) = (hi — hy)ey; (7.6)

—und trivial auf b selbst, weshalb man in § zunéchst keine natiirliche Basis hat.
M.a.W. sind die g;; := ¢;;C die gemeinsamen Eigenraume der ad,, h € bh. Die

linearen Abbildungen
Ozij:f]—HC, h'-)hl—hj (77)

heissen Wurzeln (von g bzgl. h). Die g,; werden manchmal Wurzelrdume genannt.
Fir die spéatere Entwicklung ist aber der Wurzelraum b* wichtiger.
An dieser Stelle folgt Ce;; C [g, g].

3.
0 JjF#F ki #l
i ki A
[€ij, ent) = i ] Z 7 (7.8)
—Ck; ] 7é ka i =1
eh falsj=kundi=1
Genauer gilt fir ¢ < j:
g i J
leij, €5i) =: h) = Diag(0,...,1,...,—1,...,0) (7.9)

Da die h(¥) b aufspannen, folgt dann hier b C [g, g], womit der Halbeinfachheitsbe-
weis abgeschlossen ist.

Achtung: Man verwechsle nie(!) ay; € b* mit h() € p!
Merkmal: Spanc{h@ e, e;;} = s1(2,C)
Zur weiteren Untersuchung (mit dem Ziel der Nachweis, dass sl(n, C) einfach ist,
Fakt 7.2), weisen wir auf die Existenz der folgenden weiteren Strukturen hin.
(i) Reelle Struktur: Sei

bo := spurlose Diagonalmatrizen mit reellen Eintrégen (7.10)

als reeller Vektorraum. ) = hy @ C. Sei ausserdem bh* > \; : h — h;. Dann wird der
reelle Dualraum bhj aufgespannt von den A; mit der Beziehung Y A\; = 0, und es gilt
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ai; = N — Aj. M.a.W. liegen alle Wurzeln in einem gemeinsamen reellen Unterraum
von h*. Weiter ist

Ni(REDY =6k 5t e R (7.11)
d.h. alle h*) € hy. (Dies hiingt an unserer Wahl der Basis in den g,;.)
(ii) Anordnung: Jedes A\ € b} lisst sich in eindeutiger Weise schreiben als

A:ic")\i, deR Y =0 (7.12)
=1

und wir erkliren A > 0 falls das erste nicht-verschwindende ¢ > 0. Dies gibt eine
Zerlegung

bo = (b)+ W {0} W (hg)- (7.13)
in der (hj)+ abgeschlossen ist unter positiven Linearkombinationen, und (hj)- =

—(B5)+-

- Insbesondere ist die endliche Menge ® = {«;;} der Wurzeln geordnet mit

<I>:{ Qpp > Qg > o0 > Qpa > Qop > -0+ > Qo1 (> 0)
Qpp < Qpogg < - <o < Qg < o < Qe (<0)

} 0 (7.14)

Die positiven Wurzeln gehoren zu den e;j, welche obere Dreiecksmatrizen sind.

- a1, ist hochste genannte grosste Wurzel.

- Setzen wir g,,; 1= gi; und go := b = Kerady (ohne 0 als Wurzel zu bezeichnen), so
lassen sich die Klammern (7.8) etwas kompakter schreiben als

Ootp fallsa+p5e€®
[80,88] = {0 falls o« + 3 ¢ ® U {0} (7.15)
ch fallsa+p8=0

Beweis der Einfachheit von sl(n,C): Seia C g = h®EP,, .4 9o €in Ideal, a # 0. Falls
anh #0, so existiert ein h € aNh, h # 0 und eine Wurzel a;; € ® mit «;;(h) # 0.
Aus [eij, h] = —[h, eij] = —ozij(h)eij fOlgt dann eij € a.

- In jedem Fall existiert also ein € a mit nicht-trivialer Komponente in €, ga.
Angenommen z = Y ce;;+h mit ¢ # 0 fiir eine a;; < 0, so sei ayy < 0 die kleinste
Wurzel mit ¢ # 0. OBdA konnen wir annehmen, dass

xr = ey + Z cijeij + h (716)
Q>0
Beh.: [e1x, [z, em]] € g1n \ {0}. (Aus oy < 0 folgt & > [, also k > 1 und | < n.)
Bew.: Aus (7.15) bzw. (7.8) folgt

(1, [z, em]] € lew, [ens eml]+ €D (916 [0is 8nl] (7.17)

=(1 oder 2)ein Séij>0lkl

J/

~
=0, da a1, die hochste Wurzel

Es folgt ey, € a, daraus e;; € a Va,;, und schliesslich noch h C a. Also a = g. Der
Fall ¢ 2 0 fiir ein a;; > 0 geht analog. OEA

Wir wollen diese Strukturen wahrend der allgemeinen Entwicklung in §7.3 im
Auge behalten. Davor noch ein paar Bemerkungen zur Darstellungstheorie.
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§ 7.2 Darstellungstheoretische Betrachtungen

Im Anschluss an unsere Entdeckung von s[(2,C) hatten wir in 5.5.4 noch deren
Darstellungstheorie untersucht. Wir hatten insbesondere gefunden, dass jede Irrep
in eindeutiger Weise durch eine nicht-negative ganze Zahl [ bezeichnet wird, mit
dim V; = [+ 1 und der Zerlegung

I
Vi = @ Vimi=1-2k (7.18)
k=0

nach Eigenrdumen von p(h), p(h)|v;,, = m, durch die man mit Hilfe von p(e), p(f)
hindurchsteigen kann. p(e)Vi, = Vimse (oder 0 falls m +2 > 1), p(f)Vim = Vim—2
(oder 0, falls m — 2 < —I).

Der Lohn der fiir eine allgemeine halb-einfache Lie-Algebra g zu treffenden Wah-
len wird sein, dass sich solche Uberlegungen auf die Darstellungstheorie von g iiber-
tragen lassen.

Wiederholung der Notation:

- Fiir zwei (endlich-dimensionale, komplexe) Darstellungen (V, p) und (W, o) einer
Lie-Algebra g schreiben wir

Homy(V, W) = {¢ € Homc(V, W), 0(x)¢p = ¢p(x) Vz € g} (7.19)

fir den Raum der g-Morphismen.
- Mit der Identifikation
Home(V, W) =W @ V* (7.20)

und den tiblichen Definitionen fiir Tensorprodukt (6.3) und Dual (6.4) von Darstel-
lungen gilt

Hom,(V,IW) =2 (W R V) ={peWa V" (c®p")(z)(¢) =0V g} (7.21)
- Falls V' irreduzibel ist so gilt Homy(V, V) = C - idy (Lemma von Schur)
- Wie bei den endlichen Gruppen ist die Spur eine Quelle von Invarianten.
7.2.1 Der (quadratische) Casimir-Operator

Beobachtung: Fir eine Darstellung p : g — End(V) einer Lie-Algebra ist Kerp C g
ein Ideal. Falls g halb-einfach ist, so ist

g=Kerp®g (7.22)

mit g halb-einfach. Wir verlieren also nichts, wenn wir uns auf treue Darstellungen
beschréanken. Es gibt dann die folgende Verallgemeinerung der Killing-Form (vgl.

(7.3))

Proposition 7.3. Sei p: g — End(V) eine treue Darstellung einer halb-einfachen
Lie-Algebra. Dann ist die Bilinearform

B,:gxg—C, By(z,y)=tryp(x)p(y) (7.23)

symmetrisch, ad-invariant und nicht-entartet.
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Beweis. Symmetrisch und ad-invariant sind klar (siehe unten!). Fir die Nicht-
entartetheit sei

a=rad B, = {z,B,(z,y) = 0Vy € g} (7.24)
Wegen der ad-Invarianz ist a ein Ideal.
Beh.: p(a) ist auflosbar. Da p treu ist (also ein Isomorphismus auf das Bild), folgt
daraus, dass a auflosbar ist, also a = 0, da g halb-einfach.

Bew.: p(a) = {p(z), trv p(z)p(y) = 0 Vp(y) € p(g)}
- Durch Imitation von Lemma 6.19 folgt aus der (schwécheren) Aussage

try p(z)p([y,2])) =0 Vx,y,z €a (7.25)

dass Yu,v € a p([u,v]) € End(V) nilpotent ist. Daher ist nach dem Satz von Engel,
Lemma 6.13, p([a, a]) = [p(a), p(a)] nilpotent. Also ist p(a) auflosbar. OEA

- Diese quadratische Form ist ein allgemeines Hilfsmittel fiir die Darstellungstheo-
rie. Z.B. miissen fiir g einfach nach dem Lemma von Schur alle B, proportional zu
By = B,q sein, und isomorphe Darstellungen fithren zum gleichen B,. Zur Vorberei-
tung der vollstandigen Zerlegbarkeit wollen wir die ad-Invarianz noch etwas anders
formulieren.

- Mit den obigen Vereinbarungen konnen wir eine Darstellung recht tautologisch
auch auffassen als einen g-Morphismus

p € Homy(g,V @ V") (7.26)

(es gilt namlich p(ad. (x)) = p([z.]) = p(2)p(x) — p(@)p(2) = (0@ p*)(2)p(x)).
- Betrachten wir nun

pop:gRg—VaV',  axxy=— pl)(y) (7.27)

so folgt aus

pop((ad®ad)(2)(z @y)) = p([z, z])p(y) + p()p([2, y])
= p(2)p(z)p(y) — p(x)p(y)p(2) (7.28)
= (p®p")(2)(pop)(z®y)
dass
popeHomy(g®g, VeV (7.29)

- Andererseits konnen wir die Spur try € Home(V @ V*,C) wegen ihrer Zyklizitét
auffassen als
try € Homy(V ® V*,C) (7.30)

wobei C die triviale ein-dimensionale Darstellung ist. Dies ist der Grund dafiir, dass
die Verkniipfung
B, =try pop € Homy(g ® g,C) (7.31)

ad-invariant ist.
- Fiir eine etwas andere Richtung sei nun g halb-einfach, und

B € Homy(g®g,C) = (g" @ g")° (7.32)
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irgendeine nicht-entartete ad-invariante symmetrische Bilinearform. Dann liefert B
einen g-Isomorphismus g = g* und ihr Inverses

B™' € Homy(g" ® g*,C) = (g ® g)° (7.33)
- Die Anwendung von p o p liefert dann eine g-Invariante in (V ® V*)g.

Definition 7.4. Fir eine endlich-dimensionale Darstellung p von g und eine
ad-invariante Bilinearform B heisst

Cpp=pop(B~") € Homy(V,V) (7.34)

das Casimir-Element (oder der quadratische Casimir-Operator) von p (relativ zu
B).

- Fiir eine etwas konkretere Formulierung sei {z1,...,x,} eine Orthonormalbasis
von g bzgl. B. Dann ist

Co = 3 pli)p(w:) (7.35)

- Fir irreduzible p ist C, p o< idy, die Information steckt also in der Normierung
(relativ zu B).

- Fir g halb-einfach ist eine kanonische Wahl natiirlich B = B, fiir eine treue
Darstellung auch B,. In diesem Fall gilt

try Oy, = By(B,") = try B,B, " = dim g (7.36)
(vel. (7.35)).

Proposition 7.5. Fir jede treue Darstellung einer halb-einfache Lie-Algebra ist
C,,B, €in g-Endomorphismus von V- mit nicht-verschwindender Spur, fir irreduzible
Darstellungen ausserdem o< idy . OEA

Beispiel 7.6. Fir g = s[(2,C) mit Basis h,e, f wie gehabt ist in der zwei-
dimensionalen Darstellung

(7.37)

O = O
sv
=
—
|

O Ol

_ o O

O = O

Der Casimir Operator ist dann die lineare Abbildung

SP(0)? + ple)p(1) + pDole)) (7.38)

Cp7B1:POP(%h®h+e®f+f®@> — (2

Man prift leicht explizit, dass C, g, g-invariant ist, und dass in einer unseren irre-

duziblen Darstellungen

l
Copy = z(5 +1) (7.39)

(Siehe auch (5.77).)
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7.2.2 Vollstindige Zerlegbarkeit

Theorem 7.7 (Weyl). Sei p: g — End(V) eine endlich-dimensionale Darstellung
einer halb-einfache Lie-Algebra g. Dann ist p vollstindig zerlegbar.

Beweis. Ein intuitiv zuganglicher Beweis benutzt den sog. Weylschen Unitari-
tétstrick (siche Ubungen). Der algebraische Beweis ist aber auch hochst interessant:

1. Schritt: Wir halten zunéchst fest, dass jede ein-dimensionale Darstellung (W, o)
von g trivial ist: Aus [g, g] = g (siehe (6.109)) folgt fiir x € g

o(x) = trw o(x) € trw o([g, 6]) = trwlo(g), o(g)] = 0 (7.40)

2. Schritt: Wegen (7.22) reicht es, sich auf treue Darstellungen zu beschrénken. Zu
zeigen ist also, dass in diesem Fall fiir jeden nicht-trivialen invarianten Unterraum
W C V ein komplementirer Unterraum U existiert mit V = W®U. Aquivalent dazu
ist die Angabe eines g-Morphismus 7 : V' — W mit 7|y = idy, und U = Ker 7.
3. Schritt: Wir tun dies zundchst im Fall, dass W irreduzibel ist, und V /W ein-
dimensional. Sei dazu C' = C,, g, der quadratische Casimir aus (7.36). Da W invari-
ant ist und C' ein g-Morphismus, folgt C(W) C W. Gemass (7.40) ist C' dann trivial
auf V /W also C(V) C W. Da W irreduzibel ist, folgt Cly = aidy und wegen
trC' = dimg ist o # 0. m = C'/v ist also die gesuchte Projektion.
4. Schritt: Fiir W nicht notwendig irreduzibel, aber immer noch Kodimension 1,
beweisen wir die Aussage durch vollstindige Induktion nach dimV = dim W + 1.
Fir dimV = 1,2 ist nichts mehr zu zeigen. (Fir dimV = 1 ist V irreduzibel, fir
dim V' = 2ist W irreduzibel.) Fir dim W > 1 ist W entweder irreduzibel (siehe dann
3. Schritt), oder es existiert ein nicht-trivialer invarianter Unterraum W’ C W. Da
W /W' c V /W’ immer noch Kodimension 1 hat, und dim V' /W' < dimV, exis-
tiert nach Induktionsvoraussetzung ein ein-dimensionaler komplementérer Unter-
raum W /W' mit

VW =W/W & W/W' (7.41)
W C V ist ein invarianter Unterraum’, mit dim W < dimV und W’ C W ist ein
invarianter Unterraum der Kodimension 1. Nach Induktionsvoraussetzung existiert
ein ein-dimensionaler komplementérer Unterraum U mit W = W’ & U. Nun gilt
U+W=VundUNW =0,alsoV=Wa&U.

5. Schritt: Fir den allgemeinen Fall betrachten wir den Vektorraum
¥ = {f € Homc(V, W), flw o< idw } (7.42)

und suchen darin eine invariante 7 mit 7|y = idy .
Beh.: ¥V ist eine Unterdarstellung von W @ V*.
Bew.: Fur f € ¥ existiert ein o € C mit f|y = aidy. Fir w € W gilt dann Vz € g

(p @ p)(f)(w) = p(x)f(w) = f(p(z)(w)) = p(z)(aw) — ap(z)(w) =0 (7.43)
M.a.W. ist p ® p*(g)(¥ sogar im invarianten Unterraum
W ={g € Homc(V,W),glw =0} C ¥ (7.44)

1Es gilt W + W =V, aber nur W NW C W/, nicht notwendig = 0!
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- W C ¥ hat Kodimension 1, denn ¥ /% = idy, C. Also existiert nach dem 4. Schritt
ein komplementdrer invarianter Unterraum %/, aufgespannt von 7 € Homy(V, W)

7.2.3 Erhaltung der Jordan-Zerlegung

Theorem 7.8. Seip: g — End(V) eine Darstellung einer halb-einfachen komplexen
Lie-Algebra. Fiir x € g sei

r=s+n, [s,n] =0 (7.45)
die abstrakte Jordan-Zerlegung von (6.100). Dann ist
p(x) = p(s) + p(n) (7.46)

die Jordan-Zerlegung von p(x) € End(V).
Beweis. - Wegen (7.22) gentigt es anzunehmen, dass p treu ist, und wegen Thm.
7.7, dass V irreduzibel ist. M.a.W. konnen wir annehmen, dass g C End(V) eine
halb-einfache Lie-Algebra ist und V irreduzibel fiir g.
- Sei

T =T+, (7.47)
die Jordan-Zerlegung von = € g als Endomorphismus von V.
st V= @), Vi die Eigenraum-Zerlegung von z,, so ist P, ;V; ® V;* die Eigen-
raumzerlegung von ad) € End(End(V)), letzteres also halb-einfach. Natiirlich ist
[ad) ,ad) ] = 0 und ad) nilpotent, und daher

ad) = ad) +ad; (7.48)

die Jordan-Zerlegung von ad) in End(End(V)).

- Um zu zeigen, dass (7.47) die abstrakte Jordan-Zerlegung ist, miissen wir nach-
weisen, dass x; € g: Denn dann ist ad;; (g) C g und die Einschrankung auf g ist
halb-einfach. Ahnlich ist dann ad} nilpotent in End(g), und es folgt ad) |, = (ad,)s,

ete. 2
- Da ad) € ad) Clady] und adY (g) C g, folgt ad} (g) C (g). M.a.W. ist

2, € N = N () = {y € End(V),[y,a] € g¥y € g} (7.49)
dem “Normalisator” von g in End(V).

- N ist eine Unteralgebra von End(V) und enthélt g als Ideal. Als endlich-
dimensionale Darstellung von g ist N vollstédndig zerlegbar, d.h.

N=gah (7.50)
Wegen [N, g| C g gilt [g, h] = 0, d.h. h besteht aus Endomorphismen von V', die mit
g vertauschen, und da V irreduzibel ist, folgt h = idy C.
- Wir schreiben gemaéss (7.50) z; = (x5)q + aidy und schliessen mit der Spur: Da g
halb-einfach ist, gilt g = [g, g], und daher fir y € g, try y = 0. Also ist
adimV =tryz, =tryxz =0 (7.51)
OEA

2Beachte: Es reicht nicht aus, zu zeigen, dass ad;/s (g) C g. Erst x5 € g macht aus adgs lg = ad,,
Sinn, impliziert ad,, = ads und dann x5 = s.

100
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§ 7.3 Cartan-Unteralgebren und Wurzelraume

Wir wenden uns nun der Verallgemeinerung der Strukturen aus § 7.1 auf allgemeine
halb-einfache Lie-Algebren zu. Die erste zu treffende Wahl ist die Identifikation eines
Analogons der Unteralgebra b der spurlosen Diagonalmatrizen, (7.4).

7.3.1 Cartan-Unteralgebren

Definition 7.9. Sei g eine (nicht-triviale) halb-einfache komplexe Lie-Algebra. Eine
Unteralgebra f C g heisst Cartan-Unterlagebra (CUA) falls gilt:

(i) Vo € b ist ad? halb-einfach.?

(ii) b ist maximal mit dieser Eigenschaft, d.h. falls h" D b mit ad?, halb-einfach
Vo' € by, so folgt b’ = b.

Lemma 7.10. (i) Es existieren halb-einfache Elemente in g, jedenfalls ist dim b > 0.
(it) Eine CUA ist abelsch.

Beweis. (i) Die Jordan-Zerlegung findet in g statt. Waren alle Elemente nilpotent
so ware nach dem Satz von Engel g selbst nil-potent.

(ii) Angenommen, b ist nicht-abelsch. Dann existiert ein x € b mit ad, |, # 0. Da b
eine Unteralgebra ist, gilt ad,(h) C b, und da ad, auf g halb-einfach ist, ist es dies
auch auf h. Es existiert also ein Eigenwert A # 0 und y € b, y # 0 mit [z, y] = A\y.
Schreiben wir dies als [y, z] = —A\y # 0 so folgt y € Ker((ad,)?) \ Ker(ad,). Dann
aber ist y nicht halb-einfach. Widerspruch. OEA

- Fiir gegebene CUA koénnen wir nach allgemeinen Betrachtungen aus der linearen
Algebra g zerlegen in die gemeinsamen Eigenrdume von ady. Fiir o € h* sei

Oo 1= ﬂ Ker (ad), —a(h)) (7.52)

heh

Dann ist g, # 0 fiir nur endlich viele «, ausserdem

go = Zy(b) ={y € 9,[h,y] =0Vh € g} (7.53)

dem Zentralisator von b.

Definition 7.11. Die a € h*\ {0} mit g, # 0 heissen Wurzeln von g relativ zu b.
Die Menge ® der Wurzeln ist endlich und

s=00e P (7.54)

heisst Wurzelraum-(oder Cartan-)Zerlegung .

- Da b eine abelsche Unteralgebra ist, gilt h C Z4(h). Bei sl(n,C) hatten wir mit
blossem Auge gesehen, dass sogar b = gg.

3Das gelegentlich hochgestellte g soll daran erinnern, dass wir die adjungierte Darstellung auf
ganz g anschauen.
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Proposition 7.12. Es gilt h = Z,(h) = go fir jede CUA einer halb-einfachen
Lie-Algebra.

- Der Beweis hangt von einigen Eigenschaften des Wurzelsystems ab, die wir erst
getrennt aufschreiben. Ebenso die folgende Aussage (die wir nicht beweisen).

Fakt /Definition 7.13. - Sind h und b’ zwei CUA einer halb-einfache Lie-Algebra,
so existiert ein g € Aut(g)y (der Zusammenhangskomponente der Identitét in der
Automorphismengruppe von g, a.b.a. die adjungierte Form von g) mit g(h) = b'.

- Insbesondere hangt dim b nicht von der Wahl von h ab. Diese invariante Dimension
heisst der Rang von g.

- Fiir eine haufig benutzte Alternative sei fiir h € g ad-halb-einfach
Zy(h) = {x € g,[h,z] =0} (7.55)

Fakt 7.14. (i) Rang(g) = r = min{dim Z;(h), h € g ad-h.e.}
(ii) Fur h € g h.e. mit dim Z;(h) = Rang(g) (ein solches h heisst requldr) ist Zy(h)
eine CUA.

- Flr die Darstellungstheorie ist es als Folgerung aus dem letzten § wichtig, dass
fir jede Darstellung (V,p) von g p(h) eine abelsche Unteralgebra halb-einfacher
Endomorphismen von V' ist (Theorem 7.8). Wir kénnen daher V' zerlegen als

V=W (7.56)

Aeb*

in gemeinsame Eigenrdume von p(h) fiur h € b, d.h.
o)y = A(h) Vheb (7.57)
Die A mit V), # 0 heissen Gewichte der Darstellung.

Beispiel 7.15. Die \; € bh* aus §7.1 sind die Gewichte der “definierenden”
n-dimensionalen Darstellung von sl(n, C).

- Das Studium der Gewichte ist fundamental fiir die Darstellungstheorie von g. Sie
stehen in enger Beziehung zu den Casimir-Invarianten.
- Die nicht-verschwindenden Gewichte der adjungierten Darstellung sind genau die
Wurzeln von g, denen wir uns nun im Detail zuwenden.

7.3.2 Orthogonalitit

Seien g, h, ¢, g, wie zuvor.

Lemma 7.16. Fir o, € ® U {0} gilt:
(i)

[%gdc{%” falls o+ B8 € ®U{0} (758

0 sonst

(i1) Falls a4+ B # 0, so ist g, L gp beziiglich der Killing-Form B,.
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Beweis. (i) folgt aus der Jacobi-Identitat. Vgl. auch Lemma 6.25 fiir eine stérkere
Aussage tiber verallgemeinerte Eigenrdume.

(i) Falls a + 8 # 0 € b*, so existiert ein h € h mit o + B(h) # 0. Dann gilt fir
Ta,p € ga,p Wegen der ad-Invarianz von B

0 = B(adp(za), z5) + B(xa, adn(z5) = (a(h) + B(h))B(xa, 5) (7.59)
und es folgt B(z,,x3) =0 OEA

Korollar 7.17. (i) Insbesondere ist gy L g, und daher
(1) ist Blg, (# By, !!) nicht-entartet.
(1ii) Fir a € ® ist auch —a € ® und dim g, = dim gg

Beweis von Prop. 7.12. (Beh: go = Z4(h) = h)
- Fiir x € go sei x = s + n die abstrakte Jordan-Zerlegung (in g). Nach Prop. 6.17
ist

ad! = (ad?), € ad? Cladl] (7.60)
und daher wegen ad,(h) = 0 auch ads(h) = 0. Also sind s,n € go. Dann sind fur
h = b+ s-C alle 2/ € b’ halb-einfach. ([s, h] = 0 und die Summe kommutierender
halb-einfacher Elemente ist wieder halb-einfach.) Wegen der Maximalitét von b folgt
sEbh.
- M.a.W. findet die abstrakte Jordan-Zerlegung von g, vollstdndig in go statt und
alle halb-einfachen Elemente liegen in b.
- Nach Lemma 7.16 ist go eine Unteralgebra und nach Korollar 7.17 ist By, ein
ad-invariantes inneres Produkt. g ist also reduktiv und nach 6.27 gilt

g0 = Zy, D g0, 9o (7.61)

U
b

- Ware der halb-einfache Teil [go, go] # 0, so gébe es (vgl. Lemma 7.10) ein nicht-
verschwindendes adl® %) halbeinfaches Element s € [go, go]. Da aber wegen Theo-
rem 7.8 die abstrakte Jordan-Zerlegung in [go, go] mit der in g tibereinstimmt, wére
s € h C Zy,, was nicht sein kann. g ist also abelsch.

- Ist nun = € go, * = s+n mit n € go nilpotent, so folgt aus [n,z] = 0 Vz € go, dass

By(z,n) =trgadfoad? =0 Vz € go (7.62)

Wegen der Nicht-Entartetheit von Bylg, folgt n = 0. Also ist x = s halb-einfach und
daher x € b. OEA

Wir halten noch fest
Lemma 7.18. Spang(®) = b*

Beweis. Angonmmen, Spang(®) # h*. Dann existiert ein h € b\ {0} mit a(h) =0
Va € ©. Es folgt [h,g.] = 0 Va € ®. Wegen [h,h] = 0 ist dann h € Z; =0, da g
halb-einfach ist. Widerspruch. OEA
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7.3.3 sl(2,C) Unteralgebren

- Der néchste Schritt ist die Identifikation von den Wurzeln zugeordneten Unteral-
gebren und die Zerlegung von g in deren irreduzible Darstellungen.

- Wir schreiben dazu den gemass Kor. 7.17 von By, gestifteten Isomorphismus
h* = h als a — of, d.h.

B(af,h) =a(h) VYheh (7.63)
fur die induzierte Matrik auf b*,
B™Y(a, B) = B(af) = B(d4, ) (7.64)

und behaupten
Proposition 7.19. (i) Fir jede Wurzel o« € ® ist
[ga, o] = C - o (also insbesondere ein-dimensional) (7.65)

(i) Fiir jedes x4 € @a, To # 0 existiert ein x_, € g_, sodass die von Lo, Tg, O
erzeugt Lie-Algebra isomorph zu s((2,C) ist.

Beweis. Sei x € g4, Y € g—o. Dann folgt aus der ad-Invarianz von B = B, fiir h € b

B([z,y],h) = =By, [z, h]) = B(y, [h, z])
= a(h)B(x,y) (7.66)
= B(o*, h)B(,y)

Wegen der Nicht-Entartetheit von Bl folgt daraus
[@,y] = of - B(z,y) (7.67)

Sei nun z, € ga, To # 0 (es ist ja dimg, > 0). Da B auf g nicht entartet ist, aber
O L gp fir a + B # 0, existiert ein x_, € g_, mit B(z,,2_4) # 0. Dann gilt

[Za, 7o) = &F - B(za,2_4) # 0 = (i)
[0, 2] = aaf)z, (7.68)
[of x ] = —a(ar_,

- Die von @4, T_q, & erzeugte Lie-Unteralgebra s, C g ist also drei-dimensional und
daher nach 5.5.3 entweder auflosbar oder isomorph zu s[(2,C), und zwar letzteres
genau dann wenn a(af) = B(af, af) # 0. (Es wird sich herausstellen, dass B auf
der reellen Hiille der Wurzeln positiv definit ist, bis jetzt wissen wir aber nur, dass
es nicht-entartet ist.)

- Wére s, auflosbar, so wire nach dem Satz von Lie (Theorem 6.12) in der adjungier-
ten Darstellung auf g s, darstellbar durch obere Dreiecksmatrizen. Da gemaéss (7.68)
o € [54,8,) wire dann ad?, eine strikt obere Dreiecksmatrix, ad?, also nilpotent.
Andererseits ist aber adi . halb-einfach, da of € h. Diese ginge nur, wenn of = 0,
was aber nicht der Fall ist. Es folgt also a(a) # 0, und s, = s[(2, C). OEA
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- Der Vollstandigkeit halber geben wir den Isomorphismus relativ zu unserer Stan-
dardbasis von sl(2,C), vgl. (7.1) an*

ho_ 2af B 2af
“a(e?) B (a,a)
€a = Ty (769)
2 1
f@=: T_q

a(af) B(Ta, T_q)

Bemerkungen. - Die so definierte Unteralgebra s, hingt augenscheinlich von der
Wahl eines nicht-verschwindenden x, € g,. Obwohl wir gleich sehen werden, dass
dimg, = 1, haben wir jedenfalls noch die Freiheit zur Reskalierung e, — Ee,,

far &M fa, £#0.

- Zum Unterschied hiervon ist (schon jetzt)

of
ha = O?(OM (7.70)

von solchen Wahlen unabhdngig. h, ist sogar unabhangig von der Normierung der
Killing-Form (in dem s, enthaltenden Ideal von g).

- Man sollte h,, wohl die Kowurzel zu o nennen, diese Vokabel ist aber im allgemeinen
fiir das damit identifizierte

2¢

Vep = 7 71
“ ¢ B Yo,a) (7.71)
reserviert.
- Im Anschluss an Lemma 7.18 halten wir noch fest
Spanc{ha.,a € @} = (7.72)

7.3.4 Integralitat

Wie schon erwéhnt ist nun fiir jede Wurzel o € ® g eine endlich-dimensionale
Darstellung von s, (welche zunéchst noch von der Wahl von z,, € g, abhéngt), und
zerfallt geméss Thm. 7.7 als direkte Summe von Irreps V; aus 5.5.4. Wir untersuchen
nun diese Zerlegung, und betrachten zunéchst den invarianten Unterraum

Mo =h & P gea (7.73)

ceCx

1. Schritt: Es gilt (zunéchst als Vektorraum)
h=C- h, ®Ker(a) (7.74)

aber aus [eq, h] = 0 fir h € Ker(«a) folgt, dass diese Zerlegung auch auf dem Ni-
veau von Darstellungen gilt. M.a.W. enthélt m, eine 3-dim. Darstellung (nédmlich

4] am too weak at the moment to lift the o upstairs as I had initially planned, cf. (7.9) in §7.1.
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s, selbst) sowie r — 1 ein-dimensionale Darstellungen (nédmlich Ker(«)) von s,. Wir
schreiben dies als
m, = Ker(a) ® s, & @ V> (7.75)
—_———

IEZ
DKerad% Nmg €4zo
«@

mit Multiplizitdten a; > 0.
2. Schritt: Da gemass 5.5.4 wie in jeder endlich-dimensionalen Darstellung ady,,
nur ganzzahlige Eigenwerte hat, aber andererseits in m,

adp, |g. = ca(ha) = 2¢ (7.76)

folgt gea = 0 falls ¢ ¢ 37Z.
- Weiterhin ist Kerady, |y, ein-dimensional falls [ € 2Z und 0 falls [ € 2Z + 1. Also
ist

r 2 dim Ker adp,, |m. ) 4 Z a (7.77)

1€27
Es folgt also a; = 0 falls [ € 2Z und daher g., = 0 falls ¢ € Z \ {£1}, sowie

dimg, =dimg_,=1 Vae® (7.78)

- Insbesondere gilt: 2a ist keine Wurzel, falls a eine Wurzel ist. Ware dann umgekehrt
9la # 0, d.h. %a € &, so wire g, = 0, was aber nicht der Fall ist. Da jedes V; fiir
l € 2Z + 1 einen Eigenraum von ad;, mit Eigenwert %a(ha) = 1 enthielte, folgt
daraus, dass a; = 0 auch fiir solche [. Es ist also g., = 0 ausser fiir ¢ = +1.
3. Schritt: Zur Untersuchung der zu m, komplementaren Darstellung von s, sei
B € @\ {a,—a}. Dann folgt aus ady, |s, = B(ha), g5 # 0, und den Resultaten aus
5.5.4, dass

Blhe) €Z Ya,B€d (7.79)

Ausserdem muss die aus gg (mit dimgs = 1!) geméss 5.5.4 erzeugte irreduzible
Unterdarstellung von s, auf g isomorph sein zu einem V; fiir ein [ > 0. Es existieren
also kmin, kmax € Z sodass

kmax

Vi P 9pshe (7.80)

k=kmin

wobei

| = B(ha> + kaax — _(B<ha> + kain)

= B(ha) = kmax — kmin (7.81)

Ausserdem ist ggipe = 0 falls & € Z \ {kmin, - - - » kmax}- (Allgemeiner ist ja auch
gp+ea = 0 fiir c € C\ 3Z; ¢ € § + Z ist allenfalls noch méglich.)

Wir fassen zusammen:

Lemma 7.20. Fiir die Menge ® C b* der Wurzeln und die zugehorigen Wurzelrdume
0o, @ € ® einer halb-einfachen Lie-Algebra gilt: Voo € P

(i) dimg, =1

(ii)) 2N C-a={a,—a}
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und Vo # £6 € ®:
(7ii) B(ha) € Z (zur Erinnerung, a(hy) = 2)

(1) Fkmin, kmax € Z sodass (B+Za) NP = {B+ knin, - . ., B+ kmaxt} (der a-String
durch f3).

OEA

7.3.5 Rationalitat und Positivitat

Wir hatten schon in Lemma 7.18 gesehen, dass Spans ® = bh*, ein r-dimensionaler
C-Vektorraum. (Wo r = Rang(g) = dim h.) Tatséchlich gilt:

Proposition 7.21. (i) ®q := Spang ® =: by, ist ein r-dimensionaler Q-Vektorraum,
und h* = by @ C.

(ii) (®g)* = Spang{ha,a € @} =: bg

(iii) Bly, ist positiv definit (und damit B~"|g, ebenso).

Beweis. (i) Seien aj,...,a, € ® r linear unabhingige Wurzeln, also eine C-Basis
von h*. Dann konnen wir jedes € ® schreiben als

B = Z cia; ¢ €C (7.82)

i=1

Auswerten auf ho, € b, j =1,...,r gibt

B(ha,) = Z cii(Na,) (7.83)

Nun ist wegen (7.69),

2 2
i(ha,) = —5—ai(d}) = ——— B (s, ;) (7.84)
" B(ja) 7 Blaf,af)
Ausserdem ist (B_l(ai,ozj))ijzl . als Darstellung der nicht-entarteten Killing-

Form auf b in der C-Basis {a,...,a,} nicht entartet. (ai(haj))ij unterscheidet
sich davon nur durch Multiplikation mit einer Diagonalmatrix und ist daher auch
nicht entartet, und hat Eintrége in Z. Wegen (h,) € Z Va, 8 € Z folgt damit, dass
in (7.82) ¢; € Q.
(ii) Ist klar. (a(hg) € Z = hg € bhg = (bg)*, ausserdem gilt (7.72).)
(ili) Fir h € hg gilt a(h) € Q Ya € ®, und daher nach der urspriinglichen Definition
von B:

B(h,h) = trgadyad, = Y a(h)a(h) >0 fiir h #0 (7.85)

acd

OEA
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§ 7.4 Klassifikation von Wurzelsystemen

Wir fassen die Ergebnisse des vorherigen § auf als geometrische Aussagen tiiber die
Menge ¢ der Wurzeln einer halb-einfachen komplexen Lie-Algebra g relativ zu einer
CUA b, dim h = Rang(g) = r, und den umgebenden Vektorraum ho = Po (allenfalls
noch ®R), welcher ausgertistet mit dem Inversen/Dualen B~! der Killing-Form zu
einem euklidischen Vektorraum wird. Es gelten dann:

(i) ® C Pg ist endliches Erzeugendensystem.

(i) 0 ¢ D.

(ili) Fira € @ ist PNQ - a = {a, —}

(iv) Fir o, f € @ ist die Kombination

B (B,a) =B ' (B,a") € Z (7.86)

(v) Fiir @ € ® bildet die Reflektion von ®g an der Hyperfliche ot ® auf sich selbst
ab, d.h. Vg € ® ist

ou(B) = f 2%& — B— B(ha)a € B (7.87)

- Wir zdumen nun das Pferd vom Schwanze auf und nennen eine endliche Teilmenge
® eines euklidischen Vektorraums mit den obigen Eigenschaften (i)—(v) ein Wurzel-
system (vom Rang 7).

- Die urspriingliche Lie-Algebra kommt dann nicht mehr vor, sodass nicht klar ist,
dass

(1) jedes Wurzelsytem von einer Lie-Algebra kommt

(2) nicht-isomorphe Lie-Algebren nicht-isomorphe Wurzelsysteme haben.

Beides ist aber richtig, sodass die Klassifikation der halb-einfachen Lie-Algebren
iiber C aquivalent ist zur Klassifikation der Wurzelsysteme.

- Intuitiv ist klar, dass dabei unzerlegbare Wurzelsysteme (& = ®; L &y = &; =
oder &y = ®) zu einfachen Lie-Algebren gehoren.

- Wir diskutieren hier jedenfalls nicht weiter die Rekonstruktion (welche in gewissem
Sinne natirlich der interessantere Teil ist), sondern referieren nur die Zutaten der
Klassifikation, deren bemerkenswerter Aspekt die Uberschaubarkeit ist.

- Zunachst zwei Beispiele:

Beispiel 7.22. (1) sl(3,C) r = 2. Die Notation aus § 7.1 an die neuen Erkenntnisse
angleichend (vgl. Fussnote zu (7.69) auf S. 105) sei

1 0 O 010
hi=10 =1 0] =hy, mite,, =10 0 0 etc.
0 0 O 0 00
(7.88)
0 0 O 0 00
hy=10 1 0 | =hy mite,, =10 0 1 etc.
0 0 —1 0 00
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&%)

—o

—Q] — Q2 —Q

Abbildung 7.1: Wurzelsystem von sl(3, C).

{hq, hy} ist eine Basis von b und in der Dualbasis \;(h;) = d;; sind die drei positiven
Wurzeln
a1 = 2)\1 — )\2
Qg = —/\1 + 2)\2 (789)
a3 =ag +ay = A + Ao

und daher hat B|y in der Basis hy o die Form

(12 —6 2 -1 1 2 1
-(2 )= (3F) ()
Fir die Vorstellung am besten ist dabei die graphische Darstellung in Abb. 7.1
(2) s0(5,C) r = 2. Wir weichen mit Vorsicht wieder von der Notation aus den

Ubungen ab und heissen:

0O 20 0 O O 0 ¢« -1 0
-2 0 0 0 O 0O 0 1 ¢ 0
hay =10 0 0 —7 O mite,, =|—7 -1 0 0 O etc.
0 074 0 0 1 —¢ 0 0 0
0O 00 0 O O 0 0 0 O
(7.91)
00 0 00 00 0 0 O
00 O 0 0 00 0 0 O
hay =10 0 0 27 0 mite,, =10 0 0 0 4 etc.
00 —2¢ 0 O 00 0 0 1
00 O 0 0 00 —¢ =1 0
Die Wurzeln sind in der Dualbasis A;(hq;) = ;5 gegeben durch
{£(201 = 2X0), £(2X0 — A1), 2200, X, } (7.92)
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7
o )\1% a1+ 2a0 =6

Abbildung 7.2: Wurzelsystem von so(5, C)

sodass in der Basis {hq,, ha, } von b:

1 -1 L (21
B (_1 5 ) B« (1 1> (7.93)
was zur Abb. 7.2 fiuhrt.

Fir die Untersuchung eines allgemeinen Wurzelsystems verfahrt man nun fol-
gendermassen:
(1) Falls v € ®¢ derart, dass die Hyperfldche senkrecht zu v disjunkt von ® ist, so
teilt diese Hyperfliche ® in die zwei Gruppen der positiven und negativen Wurzeln:

d* =+{a € ®,B(a,7) >0} = {a >0} (7.94)

(Man vergleiche dies mit (7.14).)

(2) Innerhalb von ®* identifiziert man eine Teilmenge von r (= dimg Pg) einfachen
Wurzeln, die “am néchsten an v+ liegen, und die Eigenschaft haben, dass sich jede
positive Wurzel als positive® (ganzzahlige) Linearkombination der einfachen Wurzeln
schreiben lédsst. Die einfachen Wurzeln spannen dann iiber Z das sog. Wurzelgitter in
O auf. (Bei sl(n, C) gehoren die beziiglich der Anordnung (7.14) einfachen Wurzeln
zuden e; g fiiri=1,...,n—1)

(3) Etwas dual zu dem Obigen kann man das Komplement der zu den Wurzeln
orthogonalen Hyperflachen in Zusammenhangskomponenten zerlegen, welche Weyl-
Kammern genannt werden.

Dg \ (Useaa™) = U{Weyl-Kammern} (7.95)

(4) Es existieren dann bijektive Korrespondenzen zwischen
(a) Basen von ®gp mit der Eigenschaft, dass jede Wurzel entweder im positiven
oder im negativen Kegel dieser Basis liegen,
(b) oben beschriebenen Anordnungen von ®q (die Basis sind gerade die zugeho-
rigen einfachen Wurzeln), und
(c) dann sog. fundamentalen Weyl-Kammern, in denen das entsprechende ~y liegt.

SGemeint ist: Nicht-null und kein Koeffizient ist negativ.
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(5) Auf der Menge solcher Basen und Weyl-Kammern wirkt dann frei und transitiv
die Weyl-Gruppe
W = (o4;a € ®) = (0,,; a; einfach) (7.96)

welche durch die Reflektionen (7.87) an den orthogonalen Hyperflichen zu allen,
oder auch nur zu einem Satz einfacher, Wurzeln erzeugt wird.

(6) Die Weyl-Gruppe ist damit eine Untergruppe der symmetrischen Gruppe auf
® und an dieser Konfluenz wiirde die Darstellungstheorie endlicher Gruppen ein
erfolgreiches Comeback feiern. Im Allgemeinen ist W nicht gleich S)g|, und wirkt
auch nicht transitiv auf den Wurzeln.

(7) Fur o, g € ® folgt aus

(o, 5)
(8,5)
(6.0) (7.97)
a, o)

dass falls B~!(«, 8) # 0
B~ a,0) _ a(hs)
BI(3.5)  Blha) < 7o)

sodass falls ® unzerlegbar ist, alle Verhéaltnisse von Wurzelléingenquadraten rational
sind.
(8) Erinnern wir uns nun an die elementargeometrische Formel
B~ Yo, 8)? a(hg)B(ha)
1 > cos? = 7 = a 7.99
2 o (< D) = Bra )5 (3.9 i 79

so erkennen wir, dass die Geometrie nur eine sehr begrenzte Anzahl von Méglich-
keiten fiir die ganzen Zahlen a(hg) (a ff B) erlaubt:

(alhp), B(ha)) | <, B) | BH(8,8)/B" (e, )
0,0) /2 7
(1,1) /3 1
(=1,-1) 27 /3 1
12 i ) (7.100)
(—1,-2) 37 /4 2
(1,3) 7/6 3
(—1,-3) 57/6 3

In einem unzerlegharen Wurzelsystem kommen hochstens zwei verschiedene Langen
vor. (Falls dies noch nicht gesagt wurde: Die Normierung der euklidischen Form B!
ist fiir die geometrische Untersuchung irrelevant. Haufig einigt man sich derart, dass
die langen Wurzeln Langenquadrat 2 haben.)

(9) An einem der tibersprungenen Punkte zeigt man, dass ® durch einen Satz ein-
facher Wurzeln (aq, ..., ;) vollsténdig festliegt, und es daher geniigt, die a/(hg) fur
diese anzugeben. Dies fihrt auf den Begriff der Cartan-Matriz (Aij)ij=1

,,,,,

Aij = ai(ha,) = B ay, ) (7.101)

J

6Nobody write the second index upstairs!
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und des Dynkin-Diagramms: Wir zeichnen einen Knoten fiir jede einfache Wurzel
und zwischen dem i-ten und j-ten Knoten eine orientierte Kante der Wertigkeit
a;(h;)aj(h;), jeweils von der langeren zur kiirzeren Wurzel.

Theorem 7.23. Die irreduziblen Wurzelsysteme gehdren zu den Dynkin-Diagrammen
von der folgenden Liste:

2 -1 0 0
-1 2 -1
Ar=12. . e—e-==c0 ---- ——e [0 . 0
-1 2 -1
0 0o -1 2
2 —1 0 0
1 2 -1
Br= (1.2, e—eeoee —ceeammn | 0 0
-1 2 =2
0 0o —1 2
2 2 0 0
12 -1
Cr,r=(1,2),3,...: e==---- ----- ——o 0 . . .0
: -1 2 -1
0 0 -1 2
2 —1 0 0
12 :
Dyyr=1(2,3),4,...: o—@----- e 0o "-. 2 -1 -1
-1 2 0
0 -1 0 2
2
.2 =10 -1
Fors: e--mmmnn oo I—o—~ -1 2 -1 0
o -1 2 0
-1 0 0 2
2 1 0 0
1 _
fa: 0 —21 22 01
o 0 -1 2
Gy —= (_21 _23)
(7.102)

Dabei gibt das Subskript den Rang des Wurzelsystems an, also die Zahl der Knoten
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im Diagramm. Die Klammern in den Wertebereichen von r tragen den folgenden
Niederrangisomorphismen Rechnung:”

Ci=B=A

Cy = By

Dy = Ay & Ay (zerlegbar!)
D3 = A

(7.103)

- Die ABCD Wurzelsysteme gehoren zu den Lie-Algebren der klassischen Gruppen:

A, < sl(r+1,C)
B, <»s0(2r+1,C)
C, <> sp(2r,C)

D, < so0(2r,C)

(7.104)

- Die iibrigen 5 Wurzelsysteme und Lie-Algebren sind “exzeptionell”. Abb. 7.3 zeigt
(G5, das dritte irreduzible Wurzelsystem vom Rang 2, dessen Lie-Gruppe wir schon
in den Ubungen kennengelernt haben.

- In den Abb. 7.1, 7.2 und 7.3 sind auch zu sehen:

(i) die Trennlinie zwischen positiven und negativen Wurzeln,

(ii) die fundamentale Weyl-Kammer,

(iii) die fundamentalen Gewichte X;(ha;) = B~'(\i,a)) = 6;; und

(iv) die hochste Wurzel 6.

- Es gilt: a; = Zj AN, d.h. die Cartan-Matriz gibt die Koeffizienten der einfachen
Wurzeln in der Basis der fundamentalen Gewichte.

- Das in (®g, B~!) zum Kowurzelgitter duale Gitter ist das Gewichtsgitter A. Auf-
gefasst als Teilmenge von by, C h* enthélt A gerade die moglichen Gewichte (im
Sinne der Darstellungstheorie, s. (7.57)) von endlich-dimensionalen Darstellungen
der zu ® gehorigen komplexen Lie-Algebra g. (Dies folgt im wesentlichen schon aus
der Darstellungstheorie von s[(2,C) = s, in 5.5.4.)

- Die Bedeutung der fundamentalen Gewichte )\; ist dann die folgende: Positive
Linearkombinationen der \;, sog. dominante Gewichte (auch charakterisierbar als in-
tegrale Gewichte im Abschluss der fundamentalen Weyl-Kammer), bestimmen (rela-
tiv zur durch die einfachen Wurzeln bestimmten Ordnung) eindeutig alle moglichen
endlich-dimensionalen irreduziblen Darstellungen von g (als sog. Hochstgewichts-
darstellungen). Die hochste Wurzel ist das hochste Gewicht der adjungierten Dar-
stellung.

- Fiir alles Weitere miissen wir jetzt leider auf die Literatur verweisen.

§ 7.5 Satz von Peter-Weyl

"In der D-Serie entspriiche r = 1 gemiss (7.104) in verniinftiger Weise s0(2,C), eine abelsche
Lie-Algebra.
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KAPITEL 7. EINFACHE LIE-ALGEBREN UBER C

S

A =2a1 +3a9 =0

Abbildung 7.3: Wurzelsystem der exzeptionellen Lie-Algebra Go
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