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KAPITEL 1
GRUNDLAGEN

Die Vorlesungsreihe “Hohere Mathematik” richtet sich an Studierende der Physik
in den ersten drei Semestern. Ihre Aufgabe ist die Vermittlung der fiir das Studium
der Physik essentiell notwendigen mathematischen Konzepte und Rechenmethoden.
Sie umfasst (in ihren Grenzen) in etwa den gleichen Stoff wie die finf(!) Grundmo-
dule “Lineare Algebra” und “Analysis” aus dem Bachelorstudiengang Mathematik.
Die zeitliche Straffung wird nicht durch prinzipiellen Verzicht auf mathematischen
Tiefgang und Strenge erreicht, sondern durch das Ersetzen einiger Details durch
Verweise auf das reichhaltige Anschauungsmaterial aus den physikalischen Kurs-
vorlesungen. Dies betrifft als Beispiel insbesondere explizite Losungsmethoden fiir
gewoOhnliche Differentialgleichungen oder die geometrisch-physikalische Interpreta-
tion von Integralsitzen. In Folge dessen fehlen nicht nur Beweistechniken sondern
auch die intrinsische mathematische Motivation und Begriffsbildung. Daher ist die
HoMa nur bedingt als Vorbereitung auf weiterfithrende mathematische Vorlesungen
geeignet. Studierenden, die einen stark formal-theoretischen Einschlag verspiiren
oder womoglich noch zwischen Physik und Mathematik als Studienfach schwanken,
wird empfohlen, den Besuch der LA/Ana in Betracht zu ziehen.

Das erste Semester beginnt mit einigen Grundgedanken zur mathematischen
Sprache und Notation sowie zur elementaren Mengenlehre. Im Anschluss an die Vor-
stellung der wichtigsten Zahlbereiche als Grundlage fiir die quantitative Erfassung
von Naturphdnomenen untersuchen wir die Struktur von endlich-dimensionalen Vek-
torrdumen, linearen Abbildungen und Losungen linearer Gleichungssysteme. Den
Abschluss bildet die Entwicklung des Konvergenz- und Vollstandigkeitsbegriffs, ins-
besondere im Setting normierter Vektorraume.

Im zweiten Semester geht es zundchst um das Abbildungsverhalten von steti-
gen und differenzierbaren Funktionen einer und mehrerer reeller Veranderlichen.
Besondere Beachtung finden dabei der Fundamentalsatz der Algebra, die Begriffe
der Konvexitédt, der gleichmassigen Konvergenz, und der komplexen Differenzier-
barkeit. Diese Einsichten dienen dann zur Loésung von nicht-linearen Gleichungen
(Satz von der Umkehrabbildung), der Konstruktion von Stammfunktionen (Haupt-
satz der Differential- und Integralrechnung) und der Integration gewohnlicher Dif-
ferentialgleichungen. Es folgt ein zweiter Block zur linearen Algebra, einschliesslich
der Normalformen von Endomorphismen und Bilinearformen, Tensoren hoherer Stu-
fe und eine kurze Einfithrung in die Darstellungstheorie. Gegenstand des dritten
Semesters sind Funktionentheorie, Integrationstheorie, Distributionen und Fourier-
Transformation sowie eine kurze Einfiihrung in die Theorie der Hilbertraume.

- Fiir Kommentare, auch Fehlermeldungen, zum Skript, per Email an walcher@uni-
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KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

heidelberg.de, bin ich sehr dankbar.
- Homepage der Vorlesung im Wintersemester 2025/26:
web.mathi.uni-heidelberg.de/physmath /wise2526 /hoemal

§1 Logik

In der urspriinglichen Bedeutung des Wortes bezeichnet Mathematik (was ich gerne
iibersetze als) das “Handwerk zur Einsicht”. Mit dieser (meiner) Ubersetzung soll
betont werden, dass “Verstehen” eine abstrakt-geistige Leistung ist, und sich durch
konkrete Praxis erwerben lernen lasst.

Etwas praziser und moderner ist das Geschaft der Mathematik, aus gewissen als
“wahr” angenommenen Aussagen (den “Axiomen”) die Wahrheit anderer Aussagen
(den “Theoremen”) tiber prézis definierte “mathematische Objekte” logisch herzu-
leiten (zu “beweisen”). Der Wert der Mathematik (sc. fiir die Physik) ergibt sich
aus dem Ummiinzen derartiger Aussagen zu konkreten Aussagen iiber natiirliche
Sachverhalte, d.h. zur Naturbeschreibung.

Was diese Aussagen genau bedeuten, ldsst sich wie eingangs angedeutet nur
langsam und allméhlich durch Betrachten von Beispielen erfassen. Dies liegt in ganz
charakteristischer Weise daran, dass wir ausser durch Vorzeigen gar nicht genau
erkléren konnen, was mit den einzelnen Vokabeln und dem Satz als Ganzes (und noch
weniger mit dem Bezug zur Natur) eigentlich gemeint ist. Es ist aber hilfreich, dass
wir uns, bevor wir uns an das eigentliche Geschift machen, wenigstens ansatzweise
iiber die Umrisse dieser Bedeutungen einigen. Dies ist der Zweck der folgenden
“Vereinbarungen”.

Vereinbarung 1.1. Eine Aussage ist ein feststellender Satz, dem in sinnvoller und
eindeutiger Weise der Wert “wahr” (w) oder “falsch” (f) zugeordnet ist, sein oder
werden kann.

Beispiele. “Es regnet.”; “Donald J. Trump is President of the United States.” sind
Aussagen. “Das crazy!” ist keine Aussage.

Eine Aussage ist demnach zunéchst einmal eine nach den syntaktischen Regeln
einer Sprache gebildete Folge von Zeichen. Diese Zeichen kénnen visuell, akustisch,
oder sonstwie irgendeiner Intelligenz verstédndlich sein. Sie konnen elementar oder
zusammengesetzt sein. Welche Zeichen erlaubt sind und welche Regeln zu beachten
sind (in der Mathematik gelten ganz besondere), ergibt sich aus dem sprachlichen
Kontext. Allerdings ist auch nicht jeder den Regeln der Grammatik geniigender
Satz unabhéngig vom Kontext notwendiger Weise eine Aussage. Dariiber hinaus
wird in dieser Vereinbarung nicht spezifiziert, von wem, wann und wie tiber den
Wahrheitswert einer Aussage entschieden wird.

Beispiele. “Die Zahl 7 ist verheiratet.”; “Gott ist tot.”; “Es wird morgen um 10h00
MESZ im Heidelberger Stadtgebiet regnen.”

Fir das Geschaft der mathematischen Logik (das man formal ein Leben lang
betreiben kann) ist es wichtig, dass wir

 iiber Aussagen verstandig reden konnen (was wir gerade tun);
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§1. LOGIK

* Aussagen symbolisieren konnen (z.B. A: “Der Prof. schreibt auf einem iPad”; B:
“Apple ist die Tochter von Gwyneth Paltrow.”);
x gegebene Aussagen zu neuen Aussagen verkniipfen konnen.
Wir erklaren solche Verkniipfungen mit Hilfe sogenannter Wahrheitstafeln, und zwar:
Al -A
- die Negation (logisches “nicht”):  w | f

—
g

- die Konjunktion (logisches “und”):

- die Disjunktion (logisches “oder”):

=& €| e 2
& 8| -2 - ey

Ubungsaufgabe. Die Aussage A V B ist logisch gleichwertig, d.h. hat den gleichen
Wahrheitswert wie, die Aussage —(—A A =B) — Dass A oder B wahr ist heisst so
viel, wie dass A und B nicht beide falsch sind. Ebenso ist =—A gleichwertig zu A
(“tertium non datur”).

Besonders wichtig und gewohnungsbediirftiger als der anféngliche Schein ist

A B|A=1B
wow w

- die Implikation (logisches “wenn-dann”):  w f f
f w w
forl w

Hierbei heisst A das Antezedens und B das Konsequens (der Implikation A = B).
Im mathematischen Kontext interpretiert man vor allem A als hinreichende Bedin-
gung fir B, und umgekehrt B als notwendige Bedingung fiir A. Beachte allerdings,
dass der Wahrheitswert einer Wenn-Dann-Implikation nichts iiber eine materielle
Ursache-Wirkung-Beziehung zwischen A und B aussagt (s. Beispiel).

Zur Belegung der zwei letzten Zeilen (“ex falso quodlibet”): Dass A = B wahr
ist, sobald A falsch ist, ist letztlich eine Konvention, die sich in der Praxis bewahrt
hat. Sie kann z.B. dadurch als sinnvoll eingesehen werden, dass man die Aussage
“Wenn A dann B” nicht dadurch widerlegen kénnen mdéchte, dass man ein falsches
A zusammen mit einem beliebigen (wahren oder falschen) B vorzeigt, andererseits
Aussagen aber einen eindeutigen Wahrheitswert brauchen.

Ahnliche Bemerkungen gelten fiir

A B|A&s B
wow w
- die Aquivalenz (logisches “dann-und-nur-dann” bzw. w f f
“genau-dann-wenn”): f w f
forl w
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KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

Die obigen Verkniipfungen bewerten Beziehungen zwischen prinzipiell fest ste-
henden oder gedanklich fest gehaltenen Aussagen, deren Wahrheitswert bestenfalls
kontextuell ist. Daher lasst sich daraus schwerlich neue Erkenntnis gewinnen. Inter-
essanter und ergiebiger wird es wenn wir Aussagen iiber quantifizierte Gesamtheiten
von Objekten zulassen. Hierzu benétigen wir logische Variablen, Pradikate (Aussa-
gen mit Liicken) und die sogenannten Quantoren. Wir symbolisieren:

x Variablen als Platzhalter oder Zeichen fiir Objekte mit Buchstaben z, y, etc.;

* Pradikate mit einer Leerstelle oder Argument mit A(-), zwei Leerstellen B(-, ),
usw. Sie werden zu Aussagen (“Formeln erster Ordnung”) durch Einsetzen von
Variablen A(x), B(x,y), usw.

« Den Universalquantor als umgedrehtes ‘A‘: V; und den Existenzquantor als um-
gedrehtes ‘E‘: 4

und erklaren:

- die Aussage Vz:A(z) ist wahr wenn fir alle  die Aussage A(z) wahr ist. Sonst ist

Va:A(x) falsch.

- die Aussage Jx:A(x) ist wahr, wenn ein z existiert, fir welches die Aussage A(x)

wahr ist. Sonst ist Jz:A(x) falsch.

Weiterhin bedeute Jlz:A(x), dass genau ein x existiert so, dass A(z) wahr ist.
Dies ist dquivalent zu Jz:(A(z) A (Vy:A(y) = = = y)). Hierbei symbolisiert z = y
natiirlich die “Gleichheit” der bezeichneten Objekte.

Solange wir Aussagen nur als “formale Derivate” (be)handeln, denen wir viel-
leicht prinzipiell Wahrheitswerte zuordnen kénnen (aber nicht unbedingt mitissen
oder wollen), ist es relativ unerheblich, was mit Existenz bzw. Universalitiat genau
gemeint ist. In der Praxis, d.h. um iiber Wahrheit/Falschheit tatsachlich zu ent-
scheiden, kommt es nattirlich essentiell darauf an. Man nennt dabei den Bereich,
iiber den z, y, usw. variieren das Diskursuniversum (oder die Grundmenge). Sehr
bald kann man dann allerdings tiber die Wahrheit von Aussagen nicht mehr mit
Wahrheitstafeln entscheiden.

Beispiele. “Es hat jemand in diesem Raum am 29. Februar Geburtstag.”; “Alle Men-
schen (sc. die aktuell auf der Erde leben/bisher gelebt haben) sind sterblich.”; “Es
existiert eine grosste Primzahl.”; “Es gibt nur einen Einstein.”

Wir unterbrechen nun an dieser Stelle diese philosophisch-psychologische Diskus-
sion und machen stattdessen noch einige Bemerkungen dazu, wie wir kompliziertere
Aussagen und Objekte konstruieren und damit umgehen wollen.

Vereinbarung 1.2. Unter einer Definition verstehen wir (primér/meistens) die Re-
servierung von Symbolen und Vokablen als Abkiirzung von Aussagen (Formeln erster
Ordnung) zur Erweiterung der (mathematischen) Sprache.

Wir formulieren solche Definitionen mit Hilfe von Satzen der natiirlichen Sprache,
der Form “Ein Objekt z heisst —blah_ falls die Aussage A(x) wahr ist.” (bzw. einfach
nur: “falls A(x)”) Hiermit ist implizit mitgemeint, dass falls A(x) falsch ist, x nicht
—blah_ heisst. Wichtig ist zur “Wohldefiniertheit”, dass die verwendeten Aussagen
tatsdchlich zu wahr oder falsch ausgewertet werden konnen. (Vgl. die allgemeinen
Bemerkungen zu Aussagen oben.)
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§1. LOGIK

Beispiel. Eine Primzahl ist eine natiirliche Zahl, die durch genau eine andere Zahl
(nédmlich die 1) ohne Rest teilbar ist. (Mit “nur sich selbst und die 1”7 statt “genau
eine andere Zahl“ wére die 1 selbst auch eine Primzahl, was man aber nicht will.)

Wichtig wére ausserdem, dass (wenigstens in den Grundbegriffen und innerhalb
von mathematischen Spezialgebieten) die Bedeutung von mathematischen Vokabeln
ein-eindeutig ist, d.h. zu jedem Konzept gibt es nur genau eine Vokabel und jede
Vokabel bezeichnet nur genau ein Konzept. Verletzungen dieser Regel, die historisch
und soziologisch unvermeidbar sind, im Zuge besserer Kommunikation aber etwas
harmonisiert worden sind, signalisiert man durch den Ausruf “abuse of language!”.

Unfreiwilliges Beispiel hierfiir ist der Begriff der Definition selber, auch wenn er
wohlgemerkt “nur” eine Vereinbarung ist und keine Definition an sich. Denn hau-
fig/sekundér bezeichnet der Begriff der Definition auch die “Konstruktion” bzw. das
“Hervorzeigen” konkreter mathematischer Objekte. Hier ist zur Wohldefiniertheit
notwendig, dass die (im obigen priméren Sinne) definierenden Eigenschaften auch
tatsdchlich erfiillt sind. Als Symbol benutzen wir in solchen Definitionen manchmal
das Kolon “:‘, aber auch dies bedeutet haufig etwas anderes (z.B., ein spezifikativ-
restriktives “so, dass” oder ein affirmativ-assertorisches “es gilt”).

Beispiel. Das aus der Schule bekannte “Gegeben ist die Funktion f mit f(z) = 22”
werden wir nicht als (vollstdndige) Definition in unserem Sinne zulassen.

Der eigentliche Akt des mathematischen Geschéfts ist es dann, mit Hilfe solcher
Definitionen die “tautologische” Wahrheit von (komplizierten) Aussagen zu behaup-
ten und anschliessend zu beweisen. Dabei nennen wir solche Aussagen, in Abhén-
gigkeit der Wichtigkeit fiir die weitere Entwicklung des Stoffs und der Schwierigkeit
des Beweises “Lemma”, “Proposition”, “Theorem” oder “Korollar”. Typische Form
solcher Aussagen sind Implikationen A = B, deren Wahrheit mit Hilfe von Wahr-
heitstafeln nicht oder nur schwer einzusehen ist. Hierbei heisst A Voraussetzung und
B Folgerung der Aussage des Lemmas oder Theorems.

Vereinbarung 1.3. Ein Beweis ist eine Kette von Aussagen (der mathematischen
Sprache) deren Wahrheitswerte mit Hilfe einer moéglicherweise erweiterten natiirli-
chen Sprache miteinander verkniipft sind und aus der die notwendige Wahrheit von
B aus der von A hervorgeht.

Auch hier werden/miissen wir anstatt endlos zu philosophieren oder ausgiebig
iiber Beweistechniken zu theoretisieren hauptséichlich die Beweise selber sprechen
lassen. Eine wichtige Einsicht, die wir allerdings bereits hier festhalten wollen, ist
dass aufgrund der logischen Aquivalenz von A = B mit =B = —A man eine Im-
plikation auch beweisen kann, indem man die Folgerung negiert und daraus die
Negation der Voraussetzung herleitet. Diese sog. Kontraposition ist der wichtigste
Spezialfall des Widerspruchsbeweises (“reductio ad absurdum?”).

Fiir das eigentliche logische Schliessen werden wir keine eigene Notation verwen-
den. (Typischerweise zahlen hierzu: .. fir “deshalb”, E fiir “systematische/formale
Implikation”, und F fiir “Beweis-theoretische Implikation”.) Einzige Ausnahmen:
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KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

“quod erat demonstrandum” (was zu beweisen war), fiir “Der Beweis ist
[0 erbracht, ab jetzt konnen wir die Aussage (die behauptete tautologische
Implikation) als wahr betrachten und weiterverwenden.”

als Zeichen fiir “dies widerspricht der Voraussetzung”, woraus dann (in ei-
nem Beweis durch Kontraposition) tiblicherweise [J folgt.
Zuletzt sei noch bemerkt, dass sich Beweise technisch automatisieren (und dann
von ChatGPT in die natiirliche Sprache zuriickiibersetzen) lassen. Ob sich damit
allerdings echte Einsicht oder neue Erkentnisse gewinnen lassen, sei dahin gestellt.
Jedenfalls in dieser Vorlesung wird tiber die Wahrheit von Aussagen und tiber die
Richtigkeit von Beweisen im gemeinsamen Gespréich (bzw. in Threr Auseinanderset-
zung mit den Tutoren) entschieden.
Uber die Grenzen der Logik reden wir nicht.

§ 2 Mengen

Die Mengenlehre ist eine in den Ansétzen recht einfache mathematische Theorie,
die sich—trotz einiger wohlbekannten Unzulénglichkeiten—als Grundlage fiir den
gesamten weiteren Aufbau bewihrt hat.! Vieles davon ist intuitiv leicht zu erfas-
sen oder bereits aus der Schule bekannt. Deshalb geht es auch vor allem um die
Festlegung von Begriffen und der Notation.?

Vereinbarung 2.1. (Cantor, 1895)

Unter einer ,Menge‘ verstehen wir jede Zusammenfassung M von
bestimmten wohlunterschiedenen Objecten m unsrer Anschauung oder
unseres Denkens (welche die ,Elemente' von M genannt werden) zu
einem Ganzen. '

Dies ist der letzte Begriff, dessen Bedeutung wir nicht durch eine Definition fest-
legen. Als (vorldufig) letzte philosophische Bemerkung sei auf die Wichtigkeit des
Einschubs “unsrer Anschauung oder unseres Denkens” fiir die Physik hingewiesen:
Erst die Gleichstellung des Konkreten mit dem Abstrakten innerhalb eines gemein-
samen Rahmens erlaubt namlich den prézisen Vergleich der beiden Sphéaren und
damit iiberhaupt die quantitative Naturbeschreibung. So beruht z.B. die Aussage
“Unser Sonnensystem hat 8 Planeten.” auf einer Korrespondenz zwischen der an-
schaulichen Menge der Planeten und der gedachten Menge der ersten 8 natiirlichen
Zahlen.

Wir benutzen nun (fiir eine kleine Weile) Grossbuchstaben A, B, etc. fiir Mengen
und Kleinbuchstaben a, b, c, ... fiir (potentielle) Elemente und legen fest, dass
« wir schreiben a € A fiir die Aussage “a ist Element von A”, und a ¢ A fiir

~(a € A);

* wir konnen Mengen definieren (im Sinne von “angeben”), und zwar

IEs gibt allerdings auch andere Moglichkeiten zur Fundierung der Mathematik als die Men-
genlehre. Einige Stichworte: Synthetische Geometrie, Kategorientheorie, Typentheorie.

2Wie auch bei den spéiter behandelten Theorien ist unsere Vorstellung der Mengenlehre natiir-
lich nicht sofort vollstdndig und wird bei Bedarf ergénazt.
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§2. MENGEN

- entweder eztensiv durch Angabe ihrer Elemente, z.B. A := {1,2,3,4,5,6,7,8},
B := {Merkur, Venus, Erde, Mars, Jupiter, Saturn, Uranus, Neptun}

- oder intensiv durch eine charakterisierende Eigenschaft, z.B. C':= {a | E(a)},
wo E ein Pradikat ist, das innerhalb eines gegebenen Diskursuniversums Sinn
macht.

* eine Menge () existiert (die leere Menge), mit der Eigenschaft, dass Va : a ¢ 0.
Man schreibt auch () = {}.

Sodann konnen wir loslegen.

Definition 2.2. (i) Eine Menge A heisst Teilmenge einer Menge B (geschrieben:
ACB)fallsVa:ae€ A= a€ B.

(ii) A und B heissen gleich (geschrieben A = B) falls A C BA B C A.

(iii) A heisst echte Teilmenge von B (geschrieben: A & B, A & B, A C B, oder
A G B) falls AC B aber B¢ A3

Beispiel. {1,2} = {2,1} = {1,1,2}, d.h. es kommt bei der extensiven Definition
nicht auf die Reihenfolge der Elemente an, und Mehrfachnennung von Elementen
andert die Menge nicht.

Lemma 2.3. (i) Es seien A, B, C Mengen mit der Eigenschaft, dass A C B und
B c C. Dann gilt A C C.

(ii) Fiir jede Menge A gilt: () C A.

(iii) Fir jede Menge N mit der Eigenschaft Va :a & N gilt: N = ().

In Worten: (i) Mengeninklusion ist transitiv (s. Definition 3.2). (ii) Jede Menge be-
sitzt immer (sich selbst und) die leere Menge als Teilmenge. (Dies gilt auch fir die
leere Menge selber!) (iii) Es gibt nur eine leere Menge.

Beweis von Lemma 2.3. (i) Wir miissen zeigen: Va : a € A = a € C. Nach Voraus-
setzung A C B folgt aber aus a € A, dass auch a € B, und nach Voraussetzung
B C C folgt daraus a € C. Daher ist a« € A = a € C unter den gegebenen
Voraussetzungen stets wahr.

(ii) Die zu zeigende Aussage: Va : a € ) = a € A, die zunichst etwas seltsam
anmutet folgt direkt aus der vormals etwas seltsam anmutenden Wahrheitstafel fiir
die Implikation (S. 5): a € ) ist immer falsch, und daher die Implikation stets wahr.
(iii) Aus (ii) folgt bereits ) C N. Es bleibt also zu zeigen, dass N C ). (Denn dann
gilt nach Definition 2.2 (ii), dass N = (.) Da aber a € N nach Voraussetzung fir
alle a falsch ist, ist die Implikation a € N = a € () stets wahr. Dies impliziert
N 0. O

Definition 2.4. Sind A und B Mengen, so heissen

(i) ANB:={a|a€ AANa € B} der Durchschnitt von A und B; A und B heissen
disjunkt, falls AN B = {;

(i) AUB :={a | a € AV a € B} die Vereinigung von A und B; gilt ausserdem

ANB = (), so nennt man AUB disjunkte Vereinigung und man schreibt zur Betonung
A B oder AU B;

3In manchen Zusammenhiingen ist es sinnvoll, die leere Menge (die geméiss Lemma 2.3 Teil-
menge einer jeden Menge ist,) nicht als “echte” Teilmenge zu bezeichnen.
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KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

(iii) A\ B:={a|a € ANa ¢ B} das Komplement von B in A;
(iv) Ax B :={(a,b) | a € A,b € B} das kartesische Produkt von A und B, wobei
(a,b) das geordnete Paar von a und b bezeichnet.

Wir veranschaulichen diese Operationen durch sog. Venn-Diagramme und benutzen
ohne viel Aufhebens Rechenregeln der Art:

*x ANBCBCAUB

*x (ANB)UC =(AuC)N(BUC)

x C\ (AUB)=(C\A)N(C\ B)

(die Liste ist stark unvollstéandig!)

die man sich bei Bedarf leicht “vor Ort” klar macht. Zum kartesischen Produkt sind
allerdings zwei Dinge zu bemerken.

1. Es kommt auf die Reihenfolge an, d.h. A x B # B x A (das kartesische Produkt
ist nicht kommutativ)

2. Es gibt eine Subtilitat bei seiner mehrfachen Anwendung. Meistens (aber nicht
immer!) wird vereinbart, dass (A x B) x C' = {((a,b),¢)} = {(a,b, c)} bedeutet, d.h.
die runden Klammern bedeuten “Wortbildung” bzw. “Wortfortsetzung”. Dann ist
das kartesische Produkt assoziativ, d.h. (A x B) x C' = A x (B x ().

Unsere Vereinbarung 2.1 enthélt keine Einschrinkungen an die Sorte Objekte
die in einer Menge enthalten sein konnen. Insbesondere kénnen Mengen auch selbst
wieder Elemente von Mengen sein. (Dabei ist {{1,2},3} # {1,{2,3}}.) In letzter
Konsequenz fiihrt dies zu Konflikten mit den tibrigen als sinnvoll erachteten Axiomen
(Stichwort: Russelsche Antinomie), was aber fir die Praxis unerheblich ist.

Definition 2.5. Sei A eine Menge. Dann heisst die Menge aller Teilmengen von A
die Potenzmenge von A, geschrieben

P(A):={B| B C A} (2.1)
Lemma 2.6. Es gilt ) € P(A) und A € P(A) fir jede Menge A. P(0) = {0} # 0.

Die Menge der natiirlichen Zahlen wird als bekannt vorausgesetzt und mit N
bezeichnet. Man schreibt tblicherweise N = {1,2,3,...}, was aber streng genom-
men keine Definition ist. Charakteristisch ist vielmehr das Prinzip der vollstindigen
Induktion:

Eine universelle Aussage Vn : n € N = A(n) iiber die Menge der natiirlichen
Zahlen (man schreibt auch Vn € N : A(n)) ist genau dann wahr, wenn
der Induktionsanfang: A(1) wahr ist
und
der Induktionschritt: ¥n € N : A(n) = A(n + 1) wahr ist.

Anders ausgedriickt ist eine natiirliche Zahl vollstdndig und eindeutig definiert
iiber die Menge ihrer Vorlaufer. Deshalb durchlduft man alle ohne Wiederkehr, in-
dem man bei der 1 startet und bei jeder (nach “Geniessen der Aussicht”) von dieser
zu ihrer Nachfolgerin weiterschreitet.
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n(n+1) '

Beispiel 2.7. Firallen e Ngilt > k:=14+24---+n= "%

Induktionsanfang: Fir n = 1 gilt Z,lczl k=1= %

Induktionsschritt: Aus 1+---+n = @ folgt

wjtrﬁ—l _nnt)+2n+1)  (n+1)(n+2) (2.2)

I+ +n+(n+1) = 5 5

]

Viele andere Mengen der Mathematik lassen sich aus der Menge der natiirlichen
Zahlen explizit konstruieren.
- No:=NuU{0}
Z:={0}U ({+,-} xN) ={0,1,-1,2,-2,.. .}

Wenn das Alphabet nicht ausreicht, benutzen wir zur Unterscheidung von Va-

riablen, Mengen etc. gerne die natiirlichen Zahl als tief- und manchmal auch hoch-

gestellte Indizes. Bsp.: Ay, Ao, .. .; 2, 22, .. .. (Die Moglichkeit der Verwechslung von

Superskripten mit Potenzen ist selten gefihrlich.) Dies wird in den folgenden Kapi-
teln noch weiter gedeutet und formalisiert.

§ 3 Relationen

Beziehungen zwischen verschiedenen (mathematischen und physikalischen) Objek-
ten lassen sich im Rahmen der Mengenlehre wie folgt formalisieren.

Definition 3.1. Eine (zweistellige oder binére) Relation ist eine Teilmenge R C
A x B des kartesischen Produkts zweier Mengen A und B.

Wir notieren Relationen typischerweise als: aRb falls (a,b) € R und veranschau-
lichen sie mittels gerichteter Graphen. Wir sprechen zunéchst iiber Relationen auf
nur einer Menge, d.h. der Fall A = B.

Definition 3.2. Eine Relation R C A x A heisst

i) reflexiv, falls aRa fiir alle a € A;*

ii) irreflexiv, falls aRa fiir kein a € A;

iii) symmetrisch, falls a; Ray = asRay fiir alle a; € A und ay € A;

(
(
(
(iv) anti-symmetrisch, falls a; Ray A asRay; = a1 = ag;°
(v) transitiv, falls a1 Ras A asRaz = a1 Ras;

(vi) total, falls fiir alle ay,as € A a;Ray oder ayRa; wahr ist.
(

vii) trichotomisch, falls fir alle ay,as € A genau eine der drei Aussagen a;Ras,
asRay oder a; = ay wahr ist.

4Wir richten uns hier wie meistens doch an dem Usus aus, Quantoren hintanzustellen und
auszuschreiben...
5..und manchmal auch ganz wegzulassen
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Diese Vokabeln bedingen sich gegenseitig in nicht ganz offensichtlicher Weise. So
ist z.B. eine totale Relation automatisch reflexiv und eine trichotomische Relation
automatisch irreflexiv. Fiir uns spielen allerdings nur zwei Spezialfille eine wichtige

Rolle.

Definition 3.3. Eine Relation R auf A heisst

(i) partielle Ordnung, falls R reflexiv, anti-symmetrisch und transitiv ist.

(ii) Totalordnung, falls R anti-symmetrisch, transitiv und total ist.

(iii) strenge Totalordnung, falls R transitiv und trichotomisch ist.

In solchen Fillen nennt man das Paar (A4, R) ¢ eine (partiell, total oder streng total)
(an-)geordnete Menge. Wir schreiben im Allgemeinen partielle und Totalordnungen
als < und strenge Totalordnungen als <

Ubungsaufgabe. Jede Totalordnung ist auch eine partielle Ordnung. Eine strenge

Totalordnung ist zwar keine Totalordnung, induziert aber eine via a < b :< (a <
bVa=0>b)

Beispiele 3.4. Auf der Menge der natiirlichen Zahlen ist

* die “kleiner-als”-Relation R = {(ni,n2) € N x N | ny < ny} eine strenge Total-
ordnung.

x die “kleiner-gleich”-Relation R = {(n1,n2) | n; < ng oder n; = ny} eine Total-
ordnung.

x Auf der Potenzmenge P(A) einer jeden Menge A ist die Mengeninklusion eine
partielle Ordnung (Lemma 2.3 zeigt die Transitivitét.)

Ordnungen sind also intuitiv nichts anderes als eine Formalisierung von Unglei-
chungen. Wie steht es mit Gleichungen?

Definition 3.5. Eine Relation R auf einer Menge A heisst Aquivalenzrelation, falls
R reflexiv, symmetrisch und transitiv ist. Wir schreiben im Allgemeinen Aquivalenz-
relationen als ~. Eine Teilmenge C' C A heisst Aquivalenzklasse beziiglich ~, falls
(i) C # 0; (ii) fur alle a,b € C gilt, dass a ~ b und (iii) aus a € C' und b ~ a folgt,
dass b € C. Die Elemente einer Aquivalenzklasse heissen ihre Reprisentanten.

Beispiele 3.6. * Auf (der Menge der locations auf) dem Kénigstuhl ist die Relation
locy ~ locy falls loc; und locy auf der gleichen Hohe tiber dem Meer liegen, eine
Aquivalenzrelation. Aquivalenzklassen sind die Hohenlinien.

* Sei n € N. Dann definiert die Bedingung

ki ~ ky < nlky — ko (dies heisst: k; — ko ist durch n ohne Rest teilbar) (3.1)

eine Aquivalenzrelation auf der Menge Z > ki, ky der ganzen Zahlen, genannt
Kongruenz modulo n, geschrieben k; =, k. Die Aquivalenzklassen heissen Rest-
klassen modulo n.

SEin solches Paar sollte ein Element der Menge {(A4, P(A x A)) | A ist eine Menge} sein. Diese
wiederum wire sowohl ein Element der “Menge aller Mengen” M, als auch eine Teilmenge von
M x M, und es gélte M x M G M — Dies zur Tllustration der Idee “Alles ist eine Menge” und
ihrer abenteuerlichen Konsequenzen.
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« Auf der Menge von Paaren (p,q) € Z x (Z \ 0) wird durch

(ph(h) ~ (p2,CI2) < P1G2 = P2q1 (3.2)

eine Aquivalenzrelation definiert. Aquivalenzklassen sind rationale Zahlen (s.u.)

§4 Abbildungen

Unter den Relationen zwischen zwei verschiedenen Mengen sind solche von besonde-
rem Interesse, die es erlauben, Objekte verschiedener Art durcheinander zu ersetzen.
Aus notationstaktischen Griinden bezeichnen wir Mengen nun mit Grossbuchstaben
vom Ende des Alphabets.

Definition 4.1. Ein Tripel f = (X,Y, G) von Mengen mit der Eigenschaft, dass
(i) G € X xY (d.h. G ist eine Relation zwischen X und Y) und

(ii) fir alle x € X existiert genau ein y € Y so, dass (z,y) € G

heisst Abbildung von X nach Y. Dabei heisst X der Definitionsbereich, Y der Werte-
bereich und G der Graph der Abbildung. Man schreibt fiir das durch = eindeutig
bestimmte Element von Y normalerweise f(z) und sagt x € X werde auf f(x) €
Y abgebildet. Hierfiir schreibt man auch = +— f(x) und nennt f(z) das Bild des
Arquments x unter f. Fur die gesamte Abbildung schreibt man noch (in etwas
redundanter Weise)

f:X=>Yoder XLy

Man nennt Abbildungen manchmal auch Funktionen, insbesondere, wenn ihr
Wertebereich ein Zahlbereich ist (bisher haben wir nur von N und Z geredet, es ist
aber sicher jedem auch @, R evtl. sogar C gelaufig, s. Kapitel 2). Dann heisst f(x)
auch Wert von f an der Stelle x. Der Unterschied zwischen einer Abbildung (oder
Funktion) und ihrem Graphen ist formal von psychologischer Natur. Wichtig ist es
aber festzuhalten (weil es in der Schule héufig unterschlagen wird), dass
1. die Angabe des Definitionsbereichs zur Definition einer Abbildung dazugehort;
2. Funktionen sowie andere Abbildungen durch Abbildungsvorschriften und im All-
gemeinen nicht durch “Funktionsterme” definiert werden.

Beispiel.
f:R—{0,1}

x— f(x) ::{

0 falls  rational ist (4.1)

1 falls x irrational ist

Hier einige universelle Konventionen tiber Abbildungen.

Definition 4.2. (i) Wir schreiben Abb(X,Y’) fir die Menge aller Abbildungen von
X nach Y. (Abb(X,Y) ist nicht-leer ausser wenn Y = () und X # ().)

(ii) Fir jede Menge X heisst die Abbildung idy : X — X, idx(x) := z fur alle
z € X die Identitit auf X. (Fir X = ) definiert man besser idg = 0 € P( x 0).)
(iii) Sind X, Y, Z drei Mengen und f € Abb(X,Y), g € Abb(Y, Z), so definiert
go f(x) = g(f(z)) eine Abbildung go f : X — Z, genannt die Komposition von f
und g. Gesprochen: g nach f.
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(13

In diese Definition haben wir, wie es haufig passiert, Aussagen “verpackt”, die
man eigentlich beweisen miisste. Im letzten Teil zum Beispiel heisst es, dass die
Menge Ho G :={(z,2) | Jy €Y : (z,y) € GA (y,2) € H} die Bedingungen an den
Graphen einer Abbildungen von X nach Z im Sinne von Def. 4.1 erfiillt.

Lemma 4.3. Komposition von Abbildungen ist assoziativ: ho (go f) = (hog)o f.
Beweis. Ausschreiben! O

Weiterhin ist es von Interesse, inwiefern wir nach “Ersetzen” von x durch y = f(x),
xr aus y “zuriickgewinnen” konnen.

Definition 4.4. Ist f: X — Y eine Abbildung, so heisst g : Y — X

(i) Linksinverse von f, falls go f =idx

(ii) Rechtsinverse von f, falls f o g =idy

(iii) Inverse oder Umkehrabbildung von f, falls g sowohl Linksinverse als auch Rechts-
inverse von f ist.

Diese Begriffe spielen in interessanter Weise zusammen mit dem Verhalten von Ab-
bildungen auf den Teilmengen des Definitions- und Wertebereichs.

Definition 4.5. Sei f : X — Y eine Abbildung.
(i) Das Bild einer Teilmenge A C X unter f ist die Menge

J(A):={yeY |3re A: f(z) = y} (4.2)

Das Bild von X (also des gesamten Definitionsbereichs) heisst auch Bild von f.
(ii) Das Urbild einer Teilmenge B C Y unter f ist die Menge

[(B) = {a € X | f(x) € B) (4.3)

(iii) f heisst injektiv, falls Vo, 20 € X @ f(x1) = f(z2) = x1 = xy. Dies ist
gleichbedeutend damit, dass fiir alle y € Y f~1({y}) hochstens ein Element enthélt.
(iv) f heisst surjektiv, falls Vy € Y : 3z € X : f(x) = y. Dies ist gleichbedeutend
damit, dass fiir alle y € Y f~!({y}) nicht-leer ist, oder auch, dass f(X) =Y.

(v) f heisst bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.

Proposition 4.6. (i) Eine Abbildung f : X — Y ist genau dann bijektiv, wenn
eine Umkehrabbildung g : Y — X existiert. Die Umkehrabbildung ist bijektiv und
eindeutig. Sie wird tiblicherweise als g = f~! notiert.

(it) Ist X # 0, so ist eine Abbildung f : X — Y genau dann injektiv, wenn sie eine
Linksinverse besitzt.

(7ii) Eine Abbildung f : X — Y ist genau dann surjektiv, wenn sie eine Rechtsinverse
besitzt.

Die Umkehrabbildung einer bijektiven Abbildung ist zu unterscheiden von den
fir eine beliebige Abbildung f : X — Y durch die Vorschriften (4.2) und (4.3) defi-
nierten Abbildungen f : P(X) — P(Y) und f~!: P(Y) — P(X). Der Missbrauch
der Notation fithrt selten zu Problemen.
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Beweis von Prop. 4.6. (i) “=”:" Angenommen, f besitzt eine Umkehrabbildung, g.
Ist dann f(x;) = f(x2), so folgt durch Anwenden von g auf beiden Seiten, dass
go f(z1) = go f(x2) und daraus wegen go f = idy, dass x1 = x9, also ist f injektiv.
Ist dann y € Y beliebig, so gilt wegen f o g = idy, dass f(g(y)) = y. Es existiert
also fur jedes y ein = (ndmlich z = g(y)) so, dass f(x) = y. Also ist f surjektiv.
“«<": Betrachte fiir gegebenes f den “umgedrehten Graphen”,

G l={(fz),z) |re X} CY x X (4.4)

Weil f surjektiv ist, existiert fiir jedes y € Y ein Element von G~! mit erstem Eintrag
y. Der zweite Eintrag ist eindeutig bestimmt, weil f injektiv ist. G=! definiert also
eine Abbildung ¢ : Y — X. Ausserdem ist fiir jedes y € Y g(y) genau dasjenige
x, fiir das f(x) = y. Das heisst also f(g(y)) = y fiir alle y € Y. Aus dem gleichen
Grund ist fiir jedes x € X ¢(f(z)) = x. g ist also eine Umkehrabbildung von f. Ist
g eine weitere Umkehrabbildung von f, so folgt aus y = f(g(y)) durch Anwenden
von g auf beiden Seiten, dass ¢g(y) = g(y) fir alle y € Y. Die Umkehrabbildung ist
also eindeutig bestimmt.

(ii) “=": Folgt dem ersten Teil des Beweises von (i).

“«<": Angenommen f ist injektiv. Wir wéhlen ein beliebiges z, € X uns setzen
g(y) ==z, fur alley € Y\ f(X). Fiir jedes der anderen y € f(X) existiert genau ein
x € X so, dass f(x) = y. Wir setzen g(y) := «x fir solche y. Dann ist g wohldefiniert
und es gilt g(f(x)) = x fir alle z € X.

(iii) Die Idee des Beweises ist genau wie bei (ii). Die Konstruktion der Rechtsinversen
héngt allerdings ab vom sog. “Auswahlaxiom”, auf das wir gleich kurz zu sprechen
kommen. [

Beispiel. Die Abbildung h : N — N h(n) := n+1 ist injektiv. Die Funktion j : N —
N, definiert durch j(n) = n — 1 falls n > 1 und j(1) = 1 ist Linksinverse von h,
jedoch nicht Rechtsinverse.

Die direkten Implikationen der Proposition 4.6 lassen sich auch gebiindelt einfacher
formulieren.

Lemma 4.7. Sind f : X — Y undg:Y — X zwei Abbildungen mit der Figenschaft,
dass g o f = idx, dann ist f injektiv und g surjektiv.

Beweis. Aus f(x1) = f(x2) folgt durch Anwenden von g auf beiden Seiten, dass
x1 = y. Also ist f injektiv. Fir jedes x € X hat y = f(z) € Y die Eigenschaft,
dass g(y) = =. Also ist g surjektiv. O

Mit diesen Einsichten gertistet reichen wir noch einige mengentheoretische Begrif-
fe nach. Achtung: Wir begeben uns zwischendurch bis an die Schwelle grosserer
Komplikationen, unter anderem um zu rechtfertigen, warum uns dies nicht kiim-
mern muss. Zunéchst erldutern wir den Zusammenhang zwischen Abbildungen und
Aquivalenzrelationen.

"Der Beweis einer Aussage “A genau dann, wenn B¢, symbolisiert als B < A, kann in natiir-
licher Weise in zwei Teile gegliedert werden: Man zeigt zunéchst die “direkte Implikation” A wenn
B, d.h. B = A, und dann die “umgekehrte Implikation” wenn A dann B, d.h. B < A.
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Proposition 4.8. Sei X eine Menge mit Aquivalenzrelation ~ (s. Def. 3.5), und C
die Menge der Aquivalenzklassen beziiglich ~.

(i) Fiir alle Cy,Cy € C gilt entweder C; = Cy oder C; N Cy = ().

(7i) Fir jedes x € X existiert ein eindeutiges C, € C so, dass x € C,.

(7ii) Die Abbildung X — C, x — C,, ist surjektiv. Sie heisst kanonische Projektion.
(iv) Jede Abbildung p : Y — Z definiert via y; ~, y2 < p(y1) = p(ya) eine Aqui-
valenzrelation auf Y. Ist p surjektiv, so ist die Abbildung p™ : Z — Y [~p, 2 +—
p~1({z}) eine (kanonische) Bijektion von Z auf die Menge der Aquivalenzklassen
beziiglich ~,,.

Man sagt “X zerfillt in disjunkte Aquivalenzklassen”. Die Menge der Aquiva-
lenzklassen heisst auch Faktormenge beziiglich ~ (oder Quotient von X nach ~) und
wird als X /~ geschrieben. Man nennt C, auch Aquivalenzklasse von z und schreibt
hierfiir normalerweise [z]. Dies bedeutet aber nicht, dass x ein in irgendeiner Weise
ausgezeichneter Repriasentant seiner Aquivalenzklasse ist!!!

Beispiel. Fiur n € N und k € Z schreibt man fiir die Restklasse von & modulo n
héufig [k] = k+nZ. Durch diese Notation wird aber nicht impliziert, dass k zwischen
1 und n liegt! Fur die Menge der Restklassen schreiben wir Z/nZ, manchmal auch
Z/n oder sogar Z,.

Beweis von Prop. 4.8. (i) Angenommen C1NC5 # (. Dann existiert ein 2, € C1NCy.
Ist dann = € (1, so gilt wegen 3.5 (ii), dass  ~ z,. Da z, € C; folgt aus 3.5 (iii),
dass auch x € (5. Umgekehrt geht genauso, d.h. C; = (5.

(ii) Wir setzen C, = {# € C' | Z ~ z} und iiberpriifen, dass C,, eine Aquivalenzklasse
mit x € C, ist.

(iii) Wohldefiniertheit folgt aus (ii), Surjektivitit aus der Tatsache, dass jede Aqui-
valenzklasse nicht leer ist.

(iv) Die Reflexivitat, Symmetrie und Transitivitdt von ~, folgen aus denen von =.
Bijektivitit von p~! sei Ubungsaufgabe. O

Nun erweitern wir etwas die mengentheoretischen Operationen von Def. 2.4.

Definition 4.9. Sind M und I zwei beliebige Mengen, so heisst eine Abbildung
M_ : I — M, geschrieben als I > i — M; € M auch [I-indizierte Familie von
Objekten der Sorte M, und wird dann als (M;);c; notiert. Ist M speziell eine Menge
von Mengen,® so definiert man

(i) die Vereinigung der Familie als  J,.; M; := {z | 3i : x € M;}

(ii) den Durchschnitt der Familie als (,.; M; := {x | Vi : x € M;}

(iii) das kartesische Produkt X,_, M; := {(m)ics | Vi : m; € M;}

Beispiel. In der Situation von Prop. 4.8 schreiben wir etwa X = |J .. C.

Bemerkungen. Die Vereinigung beliebiger Mengen bietet keinerlei Schwierigkeiten.
Ist I = 0, so ist (J,cp M; = 0. Hingegen ist der Durchschnitt einer durch die lee-
re Menge indizierte Familie im Allgemeinen nicht definiert, oder allenfalls gleich

8Prinzipiell lisst sich jedes mathematische Objekt als Menge begreifen. Insofern handelt es sich
hier vor allem um eine psychologische Standortbestimmung.
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dem gesamten Diskursuniversum. Beim kartesischen Produkt gibt es ein ganz uner-
wartetes Problem, wenn [ “sehr gross” wird, weil man dann im Allgemeinen I-
indizierte Familien von Elementen (m; € M;);c; nicht explizit konstruieren kann.
Die nicht-triviale Aussage, “das kartesische Produkt beliebiger Familien nicht-leerer
Mengen ist nicht-leer”; wird als Auswahlaxiom bezeichnet. Wir werden es nur selten
benutzen, aber sonst nicht in Frage stellen. Der wesentliche Grund hierfiir ist, dass
wir fiir die Physik keine beliebig grossen Mengen brauchen.

Definition 4.10. Sei X eine Menge.

(i) X heisst gleichmdchtig zu einer Menge Y, geschrieben | X| = |Y| oder #X = #Y,
wenn eine bijektive Abbildung f: X — Y existiert.

(ii) X heisst endlich, wenn sie gleichméachtig zu () oder zu {1,2,...,n} fir ein n € N
ist. Man schreibt in diesen Fallen | X| = #X = n, bzw. |0] = 0.

(iii) X heisst abzdhlbar, wenn sie entweder endlich ist oder gleichméchtig zu N.

Die Schreibweise ist dadurch gerechtfertigt, dass Gleichmichtigkeit eine Aqui-
valenzrelation ist. Man sagt auch, X ist hochstens gleichmdchtig zu Y, wenn ei-
ne injektive Abbildung X — Y existiert, und schreibt dann |X| < |Y]. Die Ei-
genschaften dieser Relation sind allerdings subtil (so ist z.B. die Aussage, dass
| X| < [Y|AY] < |X| = |X| = |V, Inhalt des berithmten Bernstein-Schréder
Theorems). Viel einfacher und enorm niitzlich ist die folgende Aussage.

Proposition 4.11. Seien X undY endliche Mengen mit #X = #Y ,und f : X —Y
eine Abbildung. Dann sind dquivalent:

(i) f ist injektiv

(ii) f ist surjektiv

(i) f ist bijektiv

Wir beleuchten zunachst einen Spezialfall.

Lemma 4.12. Sei X eine endliche Menge.
(i) Ist AG X eine echte Teilmenge, so gilt #A < #X.
(ii) Ist X = );c; Xi eine disjunkte Zerlegung von X, so gilt

#X =) #X; (4.5)

i€l
Beweis. Durch elementare Einsicht in die nattirlichen Zahlen: Steht X in Bijektion
zu{l,2,...,n}, und ist A ; X, so lasst sich durch Abzéahlen eine Bijektion angeben
von A zu {1,2,...,k} fir ein k& < n. Daraus folgt die Behauptung (i). Ebenso
induziert eine disjunkte Zerlegung von X eine disjunkte Zerlegung von {1,2,...,n},
fir die die Formel (ii) aus den Gesetzen der Arithmetik folgt. O

Beweis von Prop. 4.11. Nach Def. 4.5 gilt (iii)=-(i) und (iii)=-(ii). Es geniigt also zu
zeigen, dass Injektivitat Aquivalent zu Surjektivitit ist. Angenommen, f ist injektiv.
Dann ist f eine Bijektion von X auf f(X) (Ubungsaufgabe) und daher gilt #f(X) =
#X = #Y. Aus dem Lemma folgt f(X) = Y, d.h. f ist surjektiv. Ist umgekehrt
f surjektiv, dann gilt #f~1({y}) > 1 fiir alle y € Y. Aus Prop. 4.8 (iv) folgt
X = ey f'({y}) und damit aus dem Lemma #f~'({y}) = 1 fir alle y € Y, d.h.
f ist injektiv. O
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Siehe S. 8 fiir ein interessantes Beispiel. Zum Abschluss teilen wir ein paar Einsichten
zur Potenzmenge.

Theorem 4.13. Sei X eine Menge.
(i) Die Abbildung P(X) — Abb(X,Z/27Z), gegeben durch

1] fallsz e A

0] fallsx ¢ A (4.6)

P(X)> A xa € Abb(X,Z/2), xalz):= {
ist bijektiv.

(ii) P(X) ist endlich genau dann wenn X endlich ist. Dann gilt #P(X) = 2#X
(7ii) Im Allgemeinen gilt stets | X| < |P(X)| aber |P(X)| # | X|.

Beweis. wird in der Plenariibung vorgefiihrt [

Motiviert durch Theorem 4.13 (ii) denkt man sich die Spezialisierung des karte-
sischen Produktes in 4.9 (iii) auf den Fall, dass alle M; “gleich Y” sind, und I = X,
als

V¥ = XV, ={(Ya)oex} ={f: X = Y} =Abb(X,Y) (4.7)

reX

Hierfiir bedarf es nicht des Auswahlaxioms.
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Die Essenz des ersten Kapitels ist, dass wir die natiirlichen Zahlen begreifen konnen
als Aquivalenzklassen von nicht-leeren endlichen? Mengen unter der Aquivalenzrela-
tion, dass A ~ B, falls eine Bijektion von A nach B existiert.!® Als Kinder haben wir
ausserdem eingesehen, dass die disjunkte Vereinigung endlicher Mengen der Additi-
on, und das kartesische Produkt der Multiplikation natiirlicher Zahlen entspricht.!!
Die Inklusion von Mengen induziert die totale Anordnung der natiirlichen Zahlen
und es gelten die bekannten Rechenregeln.

Addition und Multiplikation mit einer konstanten Zahl sind Abbildungen von N
auf sich selbst, die injektiv, jedoch im Allgemeinen nicht surjektiv sind. Der Wunsch
der Buchhaltung, dass bei derartigen Operationen keine Information verloren geht,
hat uns spéter dazu gefiihrt, zunédchst zu den ganzen Zahlen, und dann zu den ratio-
nalen Zahlen iiberzugehen. Beide lassen sich “elegant” als Faktormenge schreiben.!?

Z: =N x N/N+ wobei (al,b1> ~ (CLQ,Z)Q) < ar + b2 = as + b1

~ {{(a+n,n)|neN}|aecN}U{{(n,n)|neN}} (4.1)
U{{(n,a+n)|neN}|aecN}
Q: =7 x (Z\{0})/~. wobei (p1,q1) ~. (P2, 2) © P1g2 = P2t (4.2)

N ist in kanonischer Weise in Z, und Z in kanonischer Weise in Q enthalten, und
die Rechenoperationen lassen sich auf die nichstgrossere Menge fortsetzen'® unter
Einhaltung der Rechenregeln (Kommutativitéit, Assoziativitéit, Distributivgesetz).

9Diese Charakterisierung ist natiirlich zirkulir, da wir Endlichkeit von Mengen genau mit Hilfe
der natiirlichen Zahlen definiert haben. Dies ldsst sich nur axiomatisch (Peano) oder operationell
(Vorzeigen) durchbrechen.

10 Diese Identifikation funktioniert etwas natiirlicher fiir Ny als fiir N. So ist 0 =0, 1 = {0} =
{6}7 2= {07 1} = {0’ {(Z)}}v 3= {07 L, 2} - {Qv {0}7 {05 {0}}} e

1Wir hatten unter Def. 2.4 festgehalten, dass das kartesische Produkt nicht kommutativ ist,
da im Allgemeinen A x B # B x A. Allerdings gibt es aber stets eine (kanonische) Bijektion, die
(a,b) € A x B auf (b,a) € B x A abbildet. Das Produkt auf N ist also nattirlich kommutativ.

2Das Symbol ~ bedeutet, dass zwischen der linken und der rechten Seite eine Bijektion existiert,
die mit allen weiteren Vereinbarungen (hier: Rechenregeln) vertraglich ist.

13 Ist f: X — Y eine Abbildung und U C X, so heisst die Abbildung f|y : U — Y, definiert
durch fly(w) := f(u) die Einschrinkung von f auf U. Ist X C Z, so heisst eine Abbildung
f:Z =Y Fortsetzung von f nach Z, falls f |x = f. Die Einschrédnkung ist immer wohldefiniert
und eindeutig und wird haufig mit dem gleichen Symvol bezeichnet. Eine Fortsetzung existiert falls
Y # (), ist ohne weitere Bedingungen nicht eindeutig, und wird deshalb normalerweise mit einem
anderen Symol notiert. Der Zusammenhang zwischen Rechenoperationen und Abbildungen wird
sofort erklért.
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Die Algebra untersucht Verallgemeinerungen solcher Rechenregeln und die Losung
von Problemen in “endlich vielen Schritten”.

Fiur die Zwecke der exakten Naturwissenschaften ist es essentiell, dass sich die
Anordnung von N zu einem Grdssenvergleich auf Q fortsetzen lasst, der mit den
Rechenoperationen vertréglich ist. Dabei stellt man fest:

1. Fir alle praktischen Zwecke reicht es aus, physikalische Grossen approrimativ zu
messen. Im Allgemeinen bestehen solche Grossen aus mehreren Zahlen.

2. Man kann die Messunsicherheit (mit ausreichend €€) anscheinend beliebig ver-
kleinern.

3. Die zugehorigen mathematischen Probleme lassen sich in endlich vielen Schritten
nicht erakt 10sen.

Diese Beobachtungen dienen als Motivation zur Einfithrung erst der reellen und
anschliessend der komplezen Zahlen als Grundlage der Analysis, und kénnen auch
zur Begriindung linearer Strukturen benutzt werden. Wir schliessen dieses Kapitel
mit einem kurzen Einblick in diese Zusammenhénge, fangen aber zunachst klein an.

§5 Gruppen, Ringe, Korper

Definition 5.1. (i) Eine (binare, innere) Verknipfung auf einer Menge A ist eine
Abbildung f: A x A — A, geschrieben (ay,as) — f(ai,as).

(ii) Eine Verkniipfung f heisst assoziativ falls f(f(a1,a2),a3) = f(a1, f(az,as)).
(iii) Eine Menge H zusammen mit einer assoziativen Verkniipfung f heisst Halb-
gruppe.

(iv) Eine innere Verkntipfung / Halbgruppe heisst kommutativ oder abelsch falls
flay,a2) = f(az,ay) fir alle a;,as € H.

Wir benutzen als Symbol fiir f unter anderem x,+, X, U, -, 0,®,... und notie-
ren es statt polnisch normalerweise als Infix: a; * ay := x(ay, az). Die Verwendung
von + o.4. impliziert immer Kommutativitat, bei X oder - ist es manchmal so,
manchmal so. Ein Multiplikationssymbol wird haufig auch ganz weggelassen. Im
assoziativ-kommutativen Fall wird die Verkntipfung von endlich(!) vielen Elementen
auch geschrieben als

n
X ;= a)*ay* - ay,
i=1

speziell fir f = + auch: Zai =aytagt e tay (5.1)

i=1
n

und fir f = - oder x: Hai::al-a2~-an
i=1
Summen und Produkten von unendlich vielen Elementen geben wir (im aktuellen

Setting) keinen Sinn. Im multiplikativen (kommutativen oder nicht-kommutativen)
Fall definiert man fiir jedes a € H und n € N

a" =a" =axax---%a, es gt a" xa™ = a"™ (5.2)
— ——

n mal
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Aus ay x ag = ag x ay folgt (ay x ax)™ = a x aly.

Beispiele. (N, +), (Z,-), (Abb(X, X),0), ... sind alles Halbgruppen. Die beiden ers-
ten sind kommutativ.

Definition 5.2. Sei (H,*) eine Halbgruppe.

(i) Ein Element e € H heisst neutrales Element (oder Eins beziiglich x, wir schreiben
auch 1p), falls Va € H : e xa = a = a x e. Ein neutrales Element (falls es existiert)
ist notwendigerweise eindeutig.

(ii) Ist e neutrales Element und a,b € H mit axb = e, so heisst a Linksinverses von
b und b Rechtsinverses von a.

(iii) Ist e neutrales Element und besitzt a € H ein Linksinverses und ein Rechts-
inverses, so heisst a invertierbar. Links- und Rechtsinverse sind dabei gleich und
werden als a™! notiert. Es gilt (a7!)~! = a.

Im abelsch-additiven Fall notieren wir das neutrale Element (falls es existiert) als
‘0p‘ und das Inverse (falls es existiert) als ‘—a’. Ausserdem vereinbaren wir natiirlich
b—a:=b+ (—a).

Beweis der inkludierten Behauptungen. (i) Ist € ein anderes neutrales Element, so
folgt € = éxe =e. (iii) Ist (axb=r¢€) A (cxa = e), so folgt

e
b=exb=cxaxb=c*xe=c (5.3)
e
(a™')~™! = a ist gleichbedeutend mit a x a~! = a~! xa = e. Das ist aber genau die
Bedingung dafiir, dass a~! Inverses von a ist. O]

Warnung: Allein aus der Fzistenz eines Linksinversen folgt noch nicht die Existenz
eines Rechtsinversen! (Man kénnte auch noch zwischen links- und rechtsneutralen
Elementen unterscheiden, das wird aber etwas uniibersichtlich.)

Definition 5.3. Eine Gruppe (G, *) ist eine (nicht-leere) Halbgruppe mit neutralem
Element e € G, in der jedes Element invertierbar ist. Eine Gruppe heisst abelsch,
falls * kommutativ ist. Wir adressieren eine solche Gruppe auch haufig nur mit G.

Beispiele 5.4. 1. Z = (Z,+) (mit e = 0) und Q* = (Q\ {0},-) (mit e = 1) sind
abelsche Gruppen.

2. Ist (H,«) eine Halbgruppe mit neutralem Element e € H, so ist H* :={a € H |
a invertierbar} mit (der Einschrankung von) % eine Gruppe, genannt die Finheiten-
gruppe von H.

3. Ist X eine beliebige Menge, so ist die Menge der Bijektionen Bij(X) = {f €
Abb(X, X) | f invertierbar} mit Komposition von Abbildungen als Verkniipfung
eine Gruppe mit neutralem Element e = idy.

In den Nachweis von 2. geht ein, dass die Verkniipfung a; x - - - x a,, von inver-
tierbaren Elemente wieder invertierbar ist mit Inversem a ' % --- % a;’. 3. ist ein
Spezialfall von 2. Die Definition (5.2) setzen wir mit a® = e fort zu a" fiir alle n € Z.

Definition 5.5. Ist X ~ {1,2,...,n} eine (nicht-leere) endliche Menge, so heisst
Bij(X) die symmetrische Gruppe vom Grad n, geschrieben: S,,.
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Wihrend die Bedeutung von (nicht-abelschen!) Gruppen fiir die Physik gar nicht
genug betont werden kann (s. PTP2-4, HoMa3, etc.), interessieren wir uns aus den
eingangs genannten Griinden zunéchst fiir Strukturen mit zwei Verkntiipfungen, die
die Rollen von Addition und Multiplikation spielen sollen.

Definition 5.6. Ein Tupel (R, +,x) heisst Ring, wenn gilt
(i) (R,+) ist eine abelsche Gruppe;

(ii) (R,«) ist eine Halbgruppe;

(iii) Es gelten die Distributivgesetze: Fur alle a, ag, as:

al*(a2+a3):a1*a2+a1*a3, (a1+a2)*a3:a1*a3+a2*a3 (54)

Das neutrale Element der Addition wird normalerweise mit Oz notiert. Die Bezeich-
nung Ring mit Fins (man sagt auch “unitdrer Ring”; das neutrale Element wird
mit 1x notiert) und die Begriffe Kommutativitat und Invertierbarkeit beziehen sich
auf die multiplikative Verkniipfung x. Beachte: Die Einheitengruppe R* C R ist im
Allgemeinen kein Ring(!).

Beispiel. Ist n € N, so wird die Menge R = Z/nZ der Restklassen modulo n (s.
Beispiel 3.6) mit

(] + [n2] := [n1 + o] (5.5)
[a] - [n2] := [n1 - no
und Og = [0], 1z = [1] zu einem kommutativen Ring mit Eins. Man iiberpriife

Wohldefiniertheit und Rechengesetze.

Definition 5.7. Ein Tupel (K, +, ) heisst Kdrper,wenn gilt
(i) (K,+,-) ist ein kommutativer Ring mit Eins 1.
(ii) Alle Elemente ausser der Ox sind invertierbar, d.h. K* = K \ {0k }.

Bemerkung. In jedem Ring gilt Va € R: Ogxa+0gxa = (0g +0g) xa=0gr*a =
Or*xa+0g, d.h. 0gxa = Og, und ebenso a*x0r = Og, insbesondere gilt 0z x0r = Op.
Daraus folgt: Or ist genau dann invertierbar, wenn Oz = 1z und in diesem Fall
gilt a = a*x1p = ax0g = Og fiir alle a, d.h. R besteht nur aus einem Element.
In einem Korper ist die Ox nicht invertierbar, und daher gilt auch 0x # 1g. Ein
Korper besteht aus mindestens zwei Elementen.

Beispiele. (Q,+,-) mit 0g = 0, 1g = 1 ist ein Korper. Der oben definierte Ring
F,, := (Z/nZ,+,-) ist genau dann ein Korper, wenn n eine Primzahl ist.

Bottom line: Wir kénnen in einem Korper rechnen wie mit den rationalen Zahlen
aus der Schule gewohnt. In den folgenden §§ beschéaftigen wir uns vor allem mit
der Erweiterung von Q zu R und C. Es gibt “in der Natur” aber noch sehr viel
mehr (interessante!) Korper, die fiir die Physik allerdings weniger wichtig sind.'

1Ein Korper heisst von endlicher Charakteristik, wenn es eine natiirliche Zahl n gibt mit der
Eigenschaft, dass 1x + 1x + - - - + 1x = Ok . In diesem Fall ist die kleinste solche Zahl notwendiger-

n-mal

weise eine Primzahl, p. Sie heisst die Charakteristik von K. Beispiel: Z/pZ ist ein endlicher Kérper
von Charakteristik p. Kérper ohne solches n, wie insbesondere QQ, R, C, heissen von Charakteristik
0.
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Gruppen und (in etwas abgeschwéchter oder weniger expliziten Form) allgemeinere
Ringe spielen allerdings eine eminente Rolle.

Beispiel 5.8. Ist (K, +,) ein Korper und = ¢ K ein beliebiges sonstiges Symbol,
so wird die Menge der “formalen Ausdriicke in der Unbekannten z”
R:={p=a,2"+ap 12" "+ + a1z +ap |
nENoundaiEKﬁirallez’:O,l,...,n}/ (5.6)
wobei a,x™ + - + ag ~ b, x™ + - - - + by, falls sich die beiden Ausdriicke nur um

Terme der Form 0xz* unterscheiden, zu einem kommutativen Ring mit Eins, indem
man definiert

(2" +ap_ 12" 4 -+ arx 4 ag) + (bpx™ + by 2" - by + by)

= (ap + b)) + (ap_1 + by 1)+ -4 (ay + b))z + (ao + bo) (5.7)
(2" +ap_ 12" 4 - Farx 4+ ag) - (bpa™ + by_1 2™ 4 - by + by)
= Apbn2® + (Apbp_1 + Qp_1by) 2"+ - 4 (arby + aghy)x + agby (58)
Hierbei ist
Op = O (5.9)
1p =1 (5.10)

Man nennt diesen Ring “Polynomring iiber K” und schreibt R = K|[z]. Polynome
dienen unter anderem zur Definition von Funktionen als Abbildungen von K nach
K. Wir schreiben in dieser Interpretation auch p(x) statt p.

p K=K, x0p@)=a2"+a, 12" '+ +ax+ag (5.11)

Dies ist wohldefiniert, da die Funktion sich unter Addition von Termen der Form
Oxz® nicht dndert. Der grosste Index d mit der Eigenschaft, dass ag # 0, heisst der
Grad des Polynoms, geschrieben deg(p). Existiert kein solches ay4 (d.h., ist p = 0g),
so ist (per Definition) deg(p = 0g) := —o0.!?

Definition 5.9. Sei K ein Kérper und p € K|[z] ein Polynom. Dann heisst zg € K
Nullstelle von p, falls p(xy) = 0.

Proposition 5.10. Sei p(z) € K|x] ein Polynom vom Grad deg(p) = d, d > 0,
und xo € K eine Nullstelle von p. Dann ezistiert ein Polynom p’ € Klx| mit Grad
deg(p’) = d — 1 so, dass p(x) = (x — zo)p'(x). Insbesondere hat p hochstens d
(verschiedene) Nullstellen.

Beweis. Siehe Ubungen O

Fir die lineare Algebra von zentraler Bedeutung ist der folgende Datentyp.

15Dies stellt insbesondere sicher, dass deg(p - ¢) = deg(p) - deg(q) fiir alle p,q € R.
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Definition 5.11. Fir m,n € Ny ist eine Matriz mit n Zeilen, m Spalten und
Fintragen in K ein durch das kartesische Produkt {1,...,n} x{1,...,m} indiziertes

-----

Ty

Anordnung
11 1
a21 a22 a2m
ay ay - a eKfiri=1,...
A= " @y € e =4,.,n (5.12)
: und j=1,...,m
a’ a% - ad*

(denken und) schreiben. Die Menge solcher n x m Matrizen wird mit Mat,, ., (K)
bezeichnet und vermoge

A + B = (a’bj +K sz) Zfl ..... n (513)

Jj=1,....m

zu einer abelschen Gruppe mit neutralem Element

0 --- 0

OMatpsm®) = | * "+, ¢ (5.14)
0 --- 0

- Die Hochstellung des ersten, die Zeile nummerierenden, Indexes ¢ und Tiefstellung
des zweiten, die Spalten nummerierenden Indexes j ist durch die Verwendung von
Matrizen zur Parametrisierung von linearen Abbildungen motiviert, siehe § 11. Diese
Indexstellung, zu der es auch abweichende Meinungen gibt, ist zur Unterscheidung
von Zeilen und Spalten auch deshalb sinnvoll, weil wir u.a. wegen der Begrenztheit
des Alphabets recht bald i =1,...,nund j = 1,...,m vertauschen miissen.

Definition 5.12. Fiir I,n,m € Ny, A = (a") € Mat;»,(K), B = (b’]) € Mat,,m(K)
ist das Produkt von A mit B die Matrix C = A- B = AB = (c"}) € Matxm(K) mit
Eintragen

c}; = Z att’, (5.15)
i=1

In Worten: Der (h, j)-te Eintrag von C entsteht aus der h-ten Zeile von A und
der j-ten Spalte von B durch Multiplikation ihrer korrespondieren Eintrage und
Summation der Ergebnisse.

- Beachte, dass die Multiplikation nur fiir “passende Matrizen” definiert ist, wenn
also die Anzahl Spalten von A gleich der Anzahl Zeilen von B ist.

Proposition 5.13. (i) Multiplikation von Matrizen (falls definiert) ist assoziativ,
d.h. fir alle A € Matyx,(K), B € Mat,xm, C' € Mat,«,(K) gilt

(A-B)-C=A-(B-C) (5.16)

(7i) Multiplikation von Matrizen ist distributiv iber der Addition, d.h. fir alle
A,Al,AQ c Mathn(K), B, BhBQ c Matnxm(K) ngt

(A1+A2)B:A13+A2B

5.17
A-(Bi+By)=A-B +A By (5.17)
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Beweis. durch Riickfiihrung auf Rechenregeln in K. O]

Proposition 5.14. Fir jedesn € Ny ist die Menge Mat,,(K') der quadratischen nxn
Matrizen ein unitdrer Ring mit dem Einheitsmatrix genannten neutralen Element

10 --- 0
Ly = I = Intat (i) = - . ? (5.18)
00 1
Die Einheitengruppe (s. Def. 5.6)
Mat,(K)* = {A € Mat,(K) |3A™:A- A=A A=1,} (5.19)

heisst allgemein(e) lineare Gruppe vom Grad n iber K, geschrieben GL(n, K).

Bemerkungen. - Ausser fir n = 0 (Matg(K) = GL(0,K) = {e}) und n = 1
(Mat; (K) = K, GL(1,K) = K* = K \ {0})) ist Mat,,(K) nicht kommutativ.

- Im Unterschied zur Situation bei allgemeinen Ringen (s. Def. 5.6), impliziert fiir
Matrizen die Existenz einer Linksinversen bereits die Existenz der Rechtsinversen
(und umgekehrt). Siehe Lemma 10.4.

- Fiir n > 1 sind nicht alle von der Null verschiedenen Matrizen invertierbar, dies
im Unterschied zur Korperstruktur von C mit der expliziten Formel (7.1) fir die
Invertierung von “Paaren reeller Zahlen”

11 L -1 10 1 2
I ' 7)) _ . . . :
Beispiel. (_1 1) < 1 > (0 1). Die Matrix (2 4) ist nicht invertierbar,

2
siehe Begriindung am Ende von § 10.

DO [ |

Die Terminologie dieses Abschnitts ist im Zuge der Entwicklung der Algebra
durch D. Hilbert (1862-1943), E. Noether (1882-1935) etc. Anfang des 20. Jahrhun-
derts entstanden und wurde alsbald kanonisiert. Die Bezeichnung “Korper” geht
speziell auf R. Dedekind (1831-1916) zuriick, der englische Begriff “field” auf E. H.
Moore (1862-1932).

§ 6 Die reellen Zahlen

Wir bezeichnen ab jetzt die neutralen Elemente eines Korpers einfach mit 0 und
1, lassen bei der Multiplikation den Malpunkt weg, und schreiben Multiplikation
mit a~! als Division durch a. Wesentliche Konsequenz der im letzten § entwickelten
Axiome ist, dass die Gleichungen

a+z=0, b-y=1 (6.1)

fir alle @ € K und b € K \ {0} eindeutige Losungen + = —a und y = b™! € K
besitzen. Dies hatten wir in der Einleitung ja auch als Motivation fiir die Erweiterung
von N zu Z und Q genannt. Der aus rein algebraischer Sicht ebenfalls mdégliche
Ubergang zu Restklassen (s. Fussnote 14) ist aus Sicht der Physik unter anderem
deshalb unbrauchbar, weil er nicht mit dem Wunsch nach einer Anordnung des
Rechenbereichs zum quantitativen Vergleich physikalischer Grossen vertréglich ist.
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Definition 6.1. Ein angeordneter Korper ist ein Kérper K zusammen mit einer
ausgezeichneten Teilmenge P (der Menge der positiven Elemente) derart, dass

K=Pu{0}u(-P)
P+PCP (6.2)
P-PCP

Hierbei ist —P := {—a | a € P} und gemiss Def. 2.4 bedeutet J “disjunkte Vereini-
gung”, das heisst insbesondere 0 ¢ P und P N (—P) = (). Wir schreiben auch a > 0
oder 0 < a fiira € P und a < 0 oder 0 > a fir a € —P. Wir zeigen im Folgenden
zunéchst, dass Begriff und Notation vertraglich sind mit der vertrauten Anordnung
der rationalen (und reellen) Zahlen auf der Zahlengeraden. Danach verweisen wir
kurz auf die Grenzen solcher Anordnungen (das sog. archimedische Axiom). Zum
Schluss beschreiben wir den Zusammenhang zwischen Anordnung und eigentlicher
Grossenabschatzung.

Lemma 6.2. (i) Durch die Vorschrift a > b : < a —b € P wird auf einem
angeordneten Korper eine strenge Totalordnung (im Sinne von Def. 3.3) definiert
(transitiv und trichotomisch), bzw. durch a > b : < (a > b odera = b) eine
Totalordnung (anti-symmetrisch, transitiv und total) und es gelten die tiblichen (zum
Teil empfindlichen) Rechenregeln fir Ungleichungen, insbesondere

é<% falls b >0
(i) Aus a > b folgen S a+c>b+c Vee K
ac 2 be je nach dem c 2 0

a+c>b+d in jedem Fall
ac > bd falls b >0 und d > 0
(iv) Fiir a # 0 gilt a® > 0. Insbesondere ist

(7ii) Aus a > b und ¢ > d folgen {

1>0 (6.3)

Beweis. (i) Die Trichotomie: Va,b € K gilt entweder a > b oder a = b oder b > a
folgt aus der dreiteiligen Zerlegung in (6.2). Die Transitivitat sehen wir so:

a>bundb>csa—-bePundb—ce P =
(wegen P+ PCP)=(a—b)+(b—c)=a—ceP<sa>c (64)

(ii) Wére % — % > 0 so folgte durch Mulitplikation mit der positiven Zahl ab, dass
b>a. Aus a —b > 0 folgt a + ¢ — b — ¢ > 0 und daraus per Definition a + ¢ > b+ c.
Die letzte Zeile folgt aus a — b > 0 durch Multiplikation mit ¢ bzw. —c.

(ili) a — b > 0 und ¢ — d > 0 implizieren a + ¢ — b —d > 0. Aus (ii) folgt zunachst
ac > be, und anschliessend be > bd, zusammen ac > bd.

(iv) Falls a > 0 so folgt a* > 0 direkt aus P- P C P. Falls a < 0 so ist per Definition
—a > 0. Wegen (=1)-a+a=(-1+1)-a =0 gilt —a = (—1) - a und wegen
(—a)* —a®> = (—a)*+ (—a) -a = (—a) - (—a+a) = 0 gilt a* = (—a)? > 0, wieder
wegen P - P C P. Es gilt also insbesondere 1 = (—1)? > 0 O

Skript Hohere Mathematik 1 26 4/20/2026 14:59



§6. DIE REELLEN ZAHLEN

Allein aus diesen Eigenschaften, d.h. insbesondere ohne Benutzung des archimedi-
schen Axioms Def. 6.7, folgt die folgende Ungleichung, die als einfaches Hilfsmittel
zum Einstieg in viele Grossenabschatzungen dient.

Lemma 6.3 (Bernoullische Ungleichung). Fir alle x > —1 in einem angeordneten
Kérper K gilt fir alle n € N:

(14+2)">1+nx (6.5)

Beweis. Auf der rechten Seite ist (1 + z)® durch Rekursion definiert, und daher
beweisen wir die Aussage auch durch vollstdndige Induktion. Fir n = 1 ist die
Aussage klar, der Schluss von n auf n + 1 ergibt sich wegen 1+ x > 0 so:

Q4+2)"" >0 +n)(1+2)=14+0m+Dr+nr* > 1+ n+ 1z (6.6)
L

Die Auszeichnung der positiven Elemente ist also gleichbedeutend mit der ver-
trauten Anordnung der Zahlengeraden. In der Physik ist dies von fundamentaler
Bedeutung zum Beispiel fiir die Beschreibung der Zeit. Dass hierfiir endliche Korper
wie F, = Z/pZ nicht brauchbar wéren, lasst sich wie folgt einsehen.

Proposition 6.4. Fir jeden Korper K existiert eine eindeutige “strukturerhaltende
Abbildung” ¢ - N — K mit ¢(1) = 1 € K. Ist K angeordnet, so ist ¢ injektiv.
Insbesondere konnen angeordnete Korper nicht endlich sein.

Beweis. Die Idee der “Strukturerhaltung”, wir sagen spater Homomorphismus, ist,
dass wir das gleiche Ergebnis erhalten, egal, ob wir die Rechenoperation vor oder
nach dem Anwenden von ¢ ausfithren. Hier bedeutet dies also, dass fiir alle a,b € N
gilt, dass ¢(a + b) = ¢(a) + ¢(b), wobei das erste Plus in N und das zweite in K
ausgefithrt wird. Insbesondere muss gelten: ¢(n + 1) = ¢(n) + ¢(1) fiir alle n und
daraus wird klar, dass die Abbildung existiert und eindeutig ist.¢ Ist K angeordnet,
so folgt aus (6.3) (in K) und den Anordnungsaxiomen (6.2), dass ¢(n + 1) > ¢(n)
fir alle n. Insbesondere ist ¢(n) # ¢(m) falls n # m. ¢ ist also injektiv, und wir
kénnen identifizierend ¢(n) =: n € K schreiben. Da aber N unendlich ist, kann K
nicht endlich sein. Ebenso enthalt jeder angeordnete Korper die ganzen Zahlen, und
die rationalen Zahlen als angeordneten Unterkorper. ]

Ein paar allgemeine Sprachregelungen:

Definition 6.5. Sei (A, <) eine partiell geordnete Menge. Dann heisst eine Teil-
menge T C A nach'™ oben (bzw. nach unten) beschrinkt, falls eine obere (untere)
Schranke von T existiert, d.h. ein B € A so, dass

VaecT:axB (B=xa) (6.7)

16Die hierfiir notige Bedingung ¢(1) = 1 wiirde auch aus der Vertriglichkeit mit der Multipli-
kation folgen, d.h. aus ¢(1) = ¢(12) = ¢(1)p(1) = ¢(1) = 1.

17 Auf die Gefahr einer lebenslangen Verwirrung hin sei bemerkt, dass in diesem Zusammenhang
“von oben” gleichbedeutend mit “nach oben” ist.
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Wir sagen beschrdinkt fiir eine Teilmenge, die sowohl nach unten als auch nach oben
beschrankt ist. Falls es eine obere (untere) Schranke gibt, die in 7" enthalten ist, so ist
diese eindeutig und heisst Mazimum (bzw. Minimum) von T, geschrieben max(T)
(min(7T)).

Ein Element m € T heisst maximal (minimal), falls kein grosseres (kleineres)
Element von T existiert, d.h.

VaeT:-msa=a=m (axm=a=m) (6.8)

Der Unterschied zwischen (6.7) und (6.8) kommt daher, dass wir in einer partiell
geordneten Menge nicht unbedingt alle Elemente miteinander vergleichen kénnen.

Ubungsaufgabe. Man beweise die Eindeutigkeit des Maximums/Minimums und zeige,
dass falls < total ist, jede endliche nicht-leere Teilmenge stets ein Maximum und ein
Minimum besitzt. Zum Unterschied davon sind maximale/minimale Elemente nicht
unbedingt eindeutig, existieren fiir endliche Mengen aber immer.

Lemma 6.6. Ist K ein angeordneter Korper, so ist T C K genau dann nach oben
durch B € K beschrankt, falls —T nach unten durch —B beschrdnkt ist.

Beweis. Aus a < B fir alle a € T folgt mittels Lemma 6.2 (iii) —a > —B und
umgekehrt. O

Beispielsweise sollte die Gesamtenergie eines physikalischen Systems im Sinne
der Anordnung nach unten beschrankt sein. Sonst droht (bei Kopplung an externe
Freiheitsgrade) Instabilitat!

Definition 6.7. Ein angeordneter Korper K heisst archimedisch falls N C K nicht
nach oben beschrankt ist. Das heisst 3B € K : Vn € N : n < B oder aquivalent:

Vae K:dN €Nsd N >a (6.9)

(Hierbei benutzen wir, dass jeder angeordneter Kérper die ganzen Zahlen als Teil-
menge enthélt, wie in Prop. 6.4 festgehalten.)

Bemerkung. - Der Korper der rationalen Zahlen Q ist archimedisch. Ist a = 1—;, wobei
ohne Einschrankung p > 0 und ¢ € Z \ {0}, so gilt mit N =p+ 1: N > a.

- Die Konstruktion von angeordneten nicht-archimedischen Korpern leuchtet keinem
Anfinger sofort ein. Deshalb ist die Gewichtigkeit dieses archimedischen Axioms von
allen hier gegebenen Definitionen am schwierigsten einzusehen. Der Ausschluss von
Anordnungsunendlichkeiten, welche grosser sind als die natiirlichen Zahlen, ist aber
wichtig fir die Richtigkeit vieler Existenz- und Eindeutigkeitssaussagen der Analysis.
Beachte auch, dass der Vergleich von Mengen durch ihre Anordnungseigenschaften
zu unterscheiden ist von dem Vergleich iiber die Méachtigkeit (s. Def. 4.10). Hierzu
mehr in der HoMa 2 und 3.

- Aus physikalischer Sicht ist die Unbeschranktheit der natiirlichen Zahlen recht
natirlich. Jeder einzelne Physiker kommt etwa mit dem Z&éhlen seines Herzschlags
bis zum Ende seines Lebens nicht zum Schluss. Fiir die Menschheit insgesamt besteht
Hoffnung, so lange die Erde um die Sonne kreist. Diese Einsicht steht moglicherweise,
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aber nicht unbedingt, im Konflikt mit der Grundidee der modernen Physik, nach
der letztlich alle physikalischen Grossen absoluten Schranken unterliegen (Beispiel:
Lichtgeschwindigkeit, Plancksches Wirkungsquantum).

Sowohl in der Analysis als auch in der Physik erfolgen Abschétzungen kleiner
Grossen allerdings nicht iber “untere Schranken” im Sinne der Anordnung (Def. 6.5),
sondern vielmehr iiber den Absolutbetrag, der im Allgemeinen wie folgt definiert ist.

Definition 6.8. Sei K ein angeordneter Kérper. Wir setzen fiir alle a € K:

a falls a > 0

(6.10)
—a fallsa <0

la| ;== max{a, —a} = {
Eine Teilmenge T" C K heisst beschrankt (im Sinne des Absolutbetrags), falls ein
B € K existiert so, dass |a| < B fur alle a € T.
Es gelten die Regeln:
Lemma 6.9.
Multiplikativitdt: Va,b € K :|a-b| = |a| - b,
Dreiecksungleichung: Va,b € K : |a+b| < |a| + |b],
“Umgekehrte” Dreiecksungl.: Va,b € K : |a—b| > ||a| — |b]

Y

ausserdem: la|=0<a=0

Beweis. Die erste Regel verifiziert man leicht anhand einer Fallunterscheidung, die
letzte Eigenschaft folgt direkt aus der Definition. Die Dreiecksungleichung folgt we-
gen |a + b = max{a + b, —(a + b)} und a < |a|, b < |b| aus der Tatsache, dass
eine gemeinsame obere Abschitzung zweier Zahlen auch eine Abschéitzung ihres
Maximums liefert:

a+b <lal+ 0|

—(a+b) <l|a|+ bl } = max{a+0b,—(a+b)} < |a| +|b]| (6.12)

Zum Beweis der umgekehrten Dreiecksungleichung bemerken wir zunachst, dass

la| = |a —b+b| < |a — b| + |b| wegen der eben bewiesenen “gewohnlichen” Dreiecks-
ungleichung. Es gilt also |a| — [b] < |a — b|. Ebenso gilt |b] — |a| < |a — b, zusammen
also wieder ||a| — |b]| = max{|a| — |b], b — |a|} < [a — b]. O

Und man tberlegt sich leicht:

Lemma 6.10. Eine Teilmenge T' C K eines angeordneten Korpers ist genau dann
im Sinne des Absolutbetrags beschrinkt, wenn sie im Sinne der Anordnung Def. 6.5
(nach oben und unten) beschrinkt ist. Die Kurzbezeichnung “beschrankt” ist also in
jedem Fall eindeutig.

O

Die leichte Umformulierung des archimedischen Axioms 6.7 zu der Aussage: “Fir

alle B,e € K, € > 0 existiert ein N € N s.d. Ne > |B|” lasst sich ebenfalls als Aus-

druck der Vergleichbarkeit endlicher (d.h. weder null noch unendlich) physikalischer
Grossen interpretieren. (Dies war die Motivation von Archimedes.)

Skript Hohere Mathematik 1 29 4/20/2026 14:59



KAPITEL 2. ZAHLEN

Proposition 6.11. Sei K ein archimedisch angeordneter Kéorper, und q, Q) € K.
(i) Ist Q > 1 so gibt es zu jedem B € K einn € N so, dass Q" > B.
(7i) Ist 0 < g < 1 so gibt es zu jedem € > 0 einn € N so, dass q" < e.

Beweis. (i) Wir konnen in eindeutiger Weise schreiben Q = 1 4+ 2 mit > 0. Die
Bernoullische Ungleichung Lemma 6.3 liefert Q™ > 1+ nx. Weil K archimedisch ist,
existiert ein n € N mit nx > B. Damit gilt Q" > B.

(ii) Folgt aus (i) durch Q = ¢! und B = ¢ L. O

Vollstandigkeit

Bevor wir nun zur entscheidenden Charakterisierung der reellen Zahlen kommen,
gehen wir noch einmal zurtick zur Erweiterung der natiirlichen Zahlen zu den ratio-
nalen Zahlen durch “Hinzuftigen” der Losungen von (6.1). Es ist leicht einzusehen,
dass die Losbarkeit dieser Gleichungen aquivalent ist zur Aussage:

V(ai,a0) € K* x K: lx:a;-x+ay=0 (6.13)

Derartige Aufgaben sind bekannt als lineare Gleichungen. Im Kapitel 3 geht es unter
Anderem um die Erweiterung solcher Gleichungen auf mehrere Variablen und ihre
allgemeine Losungstheorie. Andererseits haben, wie hinreichend bekannt, gewisse
nattrlich auftretende nicht-lineare Aufgaben keine Losung in Q.

Theorem 6.12. Angenommen, n € N\ {m? | m € N}. Dann ezistiert kein x € Q
so, dass

2t =n (6.14)

Beweis. Wir erinnern daran, dass sich jede rationale Zahl in eindeutiger Weise
schreiben lasst als x = %’ mit (p,q) € Z x N und teilerfremd. Dann sind auch

p? und ¢? teilerfremd und z—z die Darstellung von z2. Falls ’q’—i =néeNsoist g=1
und n = p* € {m? | m € N}. O

Eine Moglichkeit zur Abhilfe ist die weitere Erweiterung der rationalen Zahlen
um die fehlenden Losungen von Gleichungen wie (6.14) und deren Verwandten ho-
heren Grades (s. Gl. (7.3)). Diese Option ist vom mathematischen Standpunkt her
6konomisch und wird in der Algebra gewahlt. In dieser Vorlesung folgen wir hingegen
der Mutmassung, dass es fiir die Physik ja ausreichen koénnte, Gleichungen wie (6.14)
ndherungsweise zu l6sen (auch wenn die physikalische Bedeutung solcher Gleichun-
gen vielleicht zunédchst gar nicht klar ist). Die Idee, dass man solche Ndherungen
“im Prinzip beliebig verbessern konnen muss”, fithrt ausgehend von den rationalen
direkt zu den reellen Zahlen R. Zur Illustration machen wir an dieser Stelle mit der
wohlbekannten Aufgabe des Ziehens von Quadratwurzeln eine Klammer auf, die wir
erst in Gl. (14.28) mit dem Beweis der Konvergenz des Naherungsverfahrens wieder
schliessen werden.

Es sei 2o € Q eine “naherungsweise” Losung der Gleichung z? = 2, das heisst
do := % — 2 € Q sei “klein” in einem geeigneten Sinne. Der Einfachheit halber
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nehmen wir an, dass zo > 0 und x3 > 2, also auch d; > 0. (Es ist leicht zu sehen,
dass solch ein x( existiert.) Definieren wir dann

0,
Ty =T — 2—;0 (6.15)
so gilt
()2, >0(0<223 -0y =22 +2V)
(i)
do \2 do \2 do O
2o _ 9N 92 9 S0y % %
5 = a2 <x0 2$0> 9= a2 -2 50+(2$0) 2 (610

Wegen 0y = 933 —-2< x% ist damit 0 < 4; < %0 und daher z; eine (noch) “bessere”
approximative Losung als xy. Wegen (i) und §; > 0 lasst sich diese Prozedur wie-
derholen. Allerdings ist x; € Q und keine noch so lange Iteration kann eine exakte
Losung liefern, da ja kein x € Q existiert mit 2% = 2. Was tun?

Die reellen Zahlen entstehen durch “Fillen aller Liicken”, die durch solche Ite-
rationen in den rationalen Zahlen aufgetan werden. Das weitere Ziel der Analysis
ist dann die Identifikation reeller Zahlen, die durch solche Prozesse auseinander her-
vorgehen, und die Untersuchung von deren Eigenschaften. Die urspriingliche “Voll-
standigkeit der reellen Zahlen” lasst sich dabei auf verschiedene dquivalente Weisen
erfassen. Manche davon resonieren besonders gut mit der physikalischen Idee der
Approximation (mittels Absolutbetrag), und wir werden sie in Kapitel 4 ausfiihrlich
besprechen. Am elegantesten zum Ziel fithrt jedoch die folgende Formulierung und
Konstruktion, welche nur die Anordnung benutzt, ohne archimedisches Axiom, und
auch ohne Folgen auskommt.

Wir setzen den Einschub 6.5 etwas fort.

Definition 6.13. Sei (A, <) eine partiell geordnete Menge, und 7" C A. Dann heisst
B € A kleinste obere Schranke von T falls gilt

(i) B ist eine obere Schranke, d.h. Va € T': a < B und

(ii) Fiir jede andere obere Schranke B’ von T gilt, dass B < B'.

Falls eine kleinste obere Schranke existiert, so ist diese eindeutig, und heisst das
Supremum von T geschrieben: supT'. Der Begriff der grossten unteren Schranke ist
entsprechend definiert. Sie heisst Infimum von T', geschrieben: infT".

Ubungsaufgabe. Man zeige die Eindeutigkeit und ausserdem: Ist supT € T, so ist
supT = max T, dem Maximum von 7', bzw. infT" € T = infT = minT.

Definition 6.14. Ein angeordneter Korper K heisst (anordnungs-)vollstindig, falls
jede nicht-leere nach oben beschrénkte Menge eine kleinste obere Schranke (in K1)
besitzt.

Bemerkungen. - Wegen Lemma 6.6 wére die Definition tiber grosste untere Schranken
fiir nach unten beschréankte Mengen dquivalent.
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- Die leere Menge ist zwar trivialerweise beschrankt, kann aber unmaoglich eine kleins-
te obere oder grosste untere Schranke haben. (Warum?)

- In diesem Kontext zeigt das obige Beispiel, dass der Korper der rationalen Zahlen
nicht anordnungs-vollsténdig ist: Die Menge {z € Q | #? < 2} C Q ist zwar nicht
leer und nach oben beschréankt. Sie besitzt aber keine kleinste obere Schranke: Jede
obere Schranke zy € Q erfiillt 5 > 0 und 22 > 2, dann ist aber z; = zq — §o/(270)
eine weitere, kleinere, obere Schranke. Alternativ kann man zeigen, dass eine etwaige
kleinste obere Schranke dieser Menge eine Losung der Gleichung 2% = 2 wire, welche
bekanntlich nicht rational ist.

Theorem 6.15. (i) Es existiert ein bis auf Isomorphismus'® eindeutig bestimmter
vollstindiger angeordneter Korper, genannt der Korper der reellen Zahlen R.

(7i) R ist archimedisch.
(7ii) Jeder angeordnete archimedische Korper ist in R enthalten.

Finige Beweisideen. (i) Die folgende explizite Beschreibung von R, welche auf R.
Dedekind zuriickgeht, sichert die Existenz von grossten unteren (bzw. kleinsten obe-
ren) Schranken “per Konstruktion”. Die Idee ist die Identifikation einer reellen Zahl
mit der Menge derjenigen rationalen Zahlen, welche strikt grosser oder kleiner sind.
- Ein Dedekindscher Schnitt ist eine Teilmenge A C Q mit den Eigenschaften, dass
(@) AZQund A #Q

(B) A ist nach oben ordnungs-abgeschlossen, dh.Va € A,z € Q: a<z=x€ A
und

(7) A enthélt kein kleinstes Element: Va € A: Jx € A: z<a

Beispiele fiir solche Schnitte sind fir r € Q: A, = {z € Q | z > r}. Die wesentliche
Beobachtung ist aber, dass es Schnitte von Q gibt, die nicht von der Form A, fiir
ein r € Q sind, so etwa {r € Q | z > 0 und 2? > 2}. Als Menge sind die reellen
Zahlen gerade die Menge aller Dedekindschen Schnitte der rationalen Zahlen.

- Die Rechenoperationen sind so konstruiert, dass sie fir die A, mit den iiblichen
Operationen tbereinstimmen, d.h. A,, + 4,, = A, 4+, 4y, - R, = A, ., etc. Die
Anordnung ist definiert iiber A < B < B C A.

- Die genaue Definition und die Verifikation aller Eigenschaften erfordert einige
Arbeit, fiir die wir auf die Ubungen verweisen. Das Endergebnis ist tatséchlich ein
vollstandiger angeordneter Korper: Eine nicht-leere Menge T Dedekindscher Schnitte
ist nach unten beschrankt, wenn User A # Q, und in diesem Fall ist Uer A wieder
ein Dedekindscher Schnitt und eine grosste untere Schranke von 7'. Insbesondere ist
bemerkenswert, dass wir durch das Schliessen der Liicken in QQ keine weiteren Liicken
aufgetan haben. Zum Beweis der Eindeutigkeit von R (bis auf Isomorphismus) sagen
wir nichts.

(ii) Angenommen, es gidbe ein a € K so, dass a > N VN € N. Dann wére a eine
obere Schranke fiir N, und es gébe eine kleinste obere Schranke, ag. Nun folgte aber
aus ag > N fir alle N € N auch ag — 1 > N fir alle N € N. Dann aber wére
ag — 1 < ag ebenfalls eine obere Schranke, kleiner als ag. #

18Der Begriff des Isomorphismus ist hier noch nicht definiert. Aber wir beweisen ja auch das
Theorem nicht.
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(iii) Siehe Ethan Bloch, Real Numbers and Real Analysis fir eine sehr benutzer-
freundliche und ausfiihrliche Behandlung dieses Zugangs zu den reellen Zahlen. [J

Fir das praktische Rechnen sind die Dedekindschen Schnitte nattirlich zu un-
handlich. Im Folgenden setzen wir die Existenz der reellen Zahlen mit den oben
genannten Eigenschaften voraus, und formulieren die Vollstdndigkeit in Kapitel 4
auf so viele verschiedene Weisen um, wie es fiir unsere Zwecke niitzlich ist.

- Es ist letztlich dem Genie Isaac Newtons die Idee zu verdanken, dass die ideali-
sierte Einfithrung der reellen Zahlen es nicht nur erlaubt, (gewisse, aber bei weitem
(noch) nicht alle, siche néchster §) algebraische Gleichungen zu 16sen, sondern auch,
Differentialgleichungen zu formulieren, deren Losungen (“Integrale”) die Bewegun-
gen von Massenpunkten, die Ausbreitung von Wellen und klassischen Feldern, und
dergleichen mehr, in einer geeigneten Naherung hervorragend beschreiben.

- Ein Ziel dieser Vorlesungsreihe ist der theoretische Nachweis der Existenz solcher
Losungen in diesem Rahmen sowie die Entwicklung geeigneter Losungsmethoden.

Visualisierung

Es ist zweckméssig, sich den Bereich der reellen Zahlen mit seiner Anordnung bildlich
darzustellen wie aus der Grundschule bekannt. Dabei werden insbesondere Addition,
Anordnung und in gewissem Sinne die Vollstandigkeit erfasst, die Multiplikation nur
durch Anwendung eines Rechenschiebers.

Zwei Erganzungen

Besonders interessant und als Definitionsbereiche von Funktionen wichtig sind dieje-
nigen Teilmengen von R, die alle zwischen zwei Grenzen liegenden Zahlen enthalten.

Definition 6.16. Ein Intervall ist eine “ordnungs-konvexe” Teilmenge I von R. Das
heisst, fiur alle z,y € [,Vz e R: 2z < z <y = z € [. Wir unterscheiden fir a < b

das abgeschlossene Intervall: [a,b] := {2 | a <z < b}
die “halb-offenen” Intervalle: {

das offene Intervall: (a,b) :={z |a < x < b}

Beachte: Von den unbeschrinkten Intervalle gelten [a, c0) und (oo, a] als abgeschlos-
sen, (a,00) und (oo, a) als offen. Die “Grenze” oo (¢ R!) ist also sowohl offen als
auch abgeschlossen.!® Beschrankte und abgeschlossene Intervalle heissen kompakt.

9Man beachte auch, dass dem Wort “abgeschlossen” hier ein recht anderer Sinn gegeben wird
als in (B). Die ganze Menge R = (00, 00) wie auch die leere Menge sind sowohl offen als auch
abgeschlossen. Die beschréankten nicht-leeren halb-offenen Intervalle sind weder offen noch abge-
schlossen. Ein-Punkt Mengen {a} = [a, a] gelten mit dieser Definition auch als Intervalle.
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Proposition 6.17. (i) Zu jeder reellen Zahl a > 0 und jeder natiirlichen Zahln € N
gibt es genau eine reelle Zahl x > 0 mit 2™ = a. Wir schreiben auch x = a'/™.

(ii) Aus b > a > 0 folgt b*/™ > al/™.
(iii) Es gilt |z| = (x?)/2 Va > 0.

Beweis. Lassen wir aus. Man beachte die folgende Variante: Sind @ > 0 und b > 0,
so folgt aus b™ > a”, dass auch b > a. O]
§ 7 Die komplexen Zahlen

Definition 7.1. Die Menge der geordneten Paare (z,y) € R x R reeller Zahlen,
versehen mit den Operationen:

Addition:  (z1,11) + (22,92) = (1 + 2, y1 + Y2)
Multiplikation: (x1,41) - (22, y2) = (£122 — Y1Y2, T1Y2 + T2y1)

und der Auszeichnung Oc = (0,0) und 1¢ = (1,0), ist ein Korper, genannt der
Koérper der komplexen Zahlen, C.2°

Bemerkungen. - Von den Korperaxiomen ist nur die Existenz des multiplikativen
Inversen etwas nicht-trivial: Fir alle (z,y) # (0,0) ist 22 4+ y* > 0, daher

(29) () = (1,0) = e (7.1)

x2+y2’x2+y2

Gegebenenfalls iiberpriife man auch alle anderen Korperaxiome als Ubung.
- Die Begriindung fiir die Einfithrung der komplexen Zahlen liegt in der Mdoglichkeit
der Losung algebraischer Gleichungen, die in Q aus Anordnungsgrinden nicht l6sbar
sind, und zwar nicht einmal nédherungsweise (sodass das Problem auch nicht durch
Ubergang zu R geldst wird). So gilt ja z.B. in jedem angeordneten Kérper K, dass
2?2 > 0 Vr € K (s. Lemma 6.2), und daraus folgt 22 + 1 > 1 > 0, mithin hat die
Gleichung 22 + 1 = 0 keine Losung in K.
- In C hingegen gilt

(0,1)? = (~1,0) = —1¢ (7.2)

und wie wir in Kapitel 5 sehen werden, hat sogar jede nicht-konstante monisch
polynomiale Gleichung mit Koeffizienten in C, also

a2V e aztag=0 a; € C,neN (7.3)

eine Losung z € C (Fundamentalsatz der Algebra). (Mit Multiplizitat gezahlt gibt
es dann genau n Losungen.) Diese algebraische Abgeschlossenheit von C ist auch fiir
dessen zentrale Bedeutung in der Quantenmechanik verantwortlich.

- Hingegen ist es als Folgerung aus den obigen Betrachtungen unméglich, C in einer
Weise anzuordnen, die mit den Korperoperationen vertraglich ist. Schreibt man im

20Hier ist ein Beispiel, in dem, anders als unter Def. 2.4 erklirt, beim kartesischen Produkt
C x C={((z1,y1), (z2,y2))} die inneren Klammern nicht aufgelést werden.
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komplexen Kontext eine Ungleichung wie B > 0 so meint dies “B € R C C und
positiv im Sinne der Anordnung auf R.” Hierbei ist R eingebettet in C via

Rz (2,00 €C (7.4)

d.h., wir identifizieren z € R mit (x,0) € C.

- Definieren wir dann 7 := (0, 1) € C, so kénnen wir jede komplexe Zahl in eindeutiger
Weise schreiben als

z=(z,y) = (2,0)+ (0,y) = (x,0) + (0,1) - (y,0) =x+1dy, z,yeRCC (7.5)

und “wie gewohnlich” rechnen. Man sollte sich allerdings moglichst daran gewohnen,
komplexe Zahlen als eine Einheit aufzufassen.

- “Statt” der Anordnung haben wir auf C die Operation der komplexen Konjugation:
rHiy=z—Z=x—1y (7.6)

Sie erfiillt Rechenregeln wie 21 + 25 = Z1 + 2o, 2122 = 2122, 2 = 2. Real- und Imagi-
narteil sind
Z2+z Z—Z

Re(z) := 5 = Im(2) = —— =y (7.7)

und es gilt zz = 22 + y? > 0 fiir alle z # 0. Wir definieren den Absolutbetrag

@)Y 2 #£0
|2] := {o o (7.8)

welcher wegen Prop. 6.17 auf R mit (6.10) tibereinstimmt. Es gelten |z| =0 < 2z =0,
Abschéatzungen der Art

[Re(2)| < 2] [Im(2)| < 2], (7.9)
sowie insbesondere die Dreiecksungleichung
|z + w| < |z| + |w]| (7.10)
(vgl. Lemma 6.9): Aus den Rechenregeln folgt
|z +wl* = 2> + |w|* + 2Re(zw) < [2* + |w]* + 2|z - |w| = (2] + [w])* (7.11)

unter Benutzung von (7.9). Da fiir a > 0, b > 0 aus a® > b? folgt, dass auch a > b
(vgl. 6.17), impliziert dies (7.10).
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Visualisierung

Die Eigenschaften dieser Definitionen er-
lauben es, sich C (als Ergdnzung zu un-
serer algebraischen Absicht eben doch)
als die Euklidische Ebene vorzustellen,
in der die Addition von komplexen Zah-
len genau der Addition von Vektoren ent-
spricht. In diesem Bild entspricht kom-
plexe Konjugation der Spiegelung an der
reellen Achse, und der Absolutbetrag ist
der Abstand vom Ursprung.
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- Schreiben wir dann fir z # 0

s=r(( T 4 2 (7.12)
\T,.z \T/
=c =8
und nehmen die aus der Elementargeometrie bekannte Tatsache vorweg, dass es fir
zwei reelle Zahlen ¢ und s mit ¢® 4+ s> = 1 genau einen Winkel ¢ € [0, 27) gibt mit
¢ = cos und s = sin ¢, so sehen wir, dass

z = r(cosp + isinp) (7.13)

Mit Hilfe der Additionstheoreme fiir sin und cos folgt dann leicht, dass Multiplikation
mit z geometrisch interpretiert werden kann als Drehung um den Winkel ¢, gefolgt
von Streckung um den Faktor r: Ist w = s(cos y + ¢sin ) so gilt

z-w=r-s(cos(¢+ x) + isin(e + X)) (7.14)

Achtung: (7.14) ist im Allgemeinen nicht die Darstellung von z-w in der Form (7.13),
denn ¢ + x kann ausserhalb des Intervalls [0, 27) liegen. Streng genommen machen
diese Betrachtungen auch erst nach der Definition der Winkelfunktionen und dem
Nachweis ihrer Periodizitat Sinn.
- Daraus folgt z.B. mittels vollstdndiger Induktion dann auch die Formel von de-
Moivre

2" = r"(cos(np) + isin(ny)) (7.15)

sowie die C-Version von Prop. 6.17, einem Spezialfall von (7.3).

Proposition 7.2. Fiir jede komplexe Zahl a # 0 und jede natirliche Zahln existieren
genau n Lésungen der Gleichung
2" =a

Beweis. Fur a = r(cos ¢ + ising) lésen

zk:rl/"(cos(gp—l—%) +isin<%+@)) (7.16)

n n n

fur alle £ = 0,1,...,n — 1 die gegebene Gleichung. Dass dies alle Losungen sind,
folgt aus der aus den Ubungen bekannten Tatsache, dass ein Polynom vom Grad n
hochstens n verschiedene Wurzeln besitzt. O]

- Wir bemerken zum weiteren Vergleich mit R noch, dass wir die Vollstandigkeit von
C (die wir intuitiv aus der geometrischen Darstellung als R x R natiirlich schon jetzt
erfassen) wegen der fehlenden Anordnung nicht iiber die Supremumseigenschaft aus-
driicken konnen, sondern erst tiber eine der im Kapitel 4 gegebenen Formulierungen.
Fiir den Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra spielt dann die Vollstandigkeit
eine wesentliche Rolle.

- Obwohl also in der komplexen Welt Aussagen wie “z > w” im Allgemeinen keinen
Sinn machen (vielmehr impliziert man fir gewohnlich mit so einer Schreibweise, dass
z,w € R C C), so kénnen wir dennoch vereinbaren, dass
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Definition 7.3. Eine Teilmenge T' C C heisst beschrankt, falls eine Schranke B € R
existiert mit
|zl < B VzeT

Damit sind das Analogon der Intervalle als “elementare” Definitionsbereiche von
Funktionen im Komplexen die Kreisscheiben vom Radius R > 0 um den Punkt
zeC:

Dg(z) :={w e C| |z —w| < R} (7.17)

sind “offen”,
Dp(z) :={weC||z—w| < R} (7.18)

“abgeschlossen”.

§ 8 Physikalische Riume

Dieser § erfillt einen doppelten Zweck. Er dient einerseits zur Einstimmung auf die
mathematischen Strukturen (als Versuch zu deren physikalischer Begriindung), mit
denen wir uns im restlichen Semester primar beschaftigen werden: Lineare Algebra,
Vollstandigkeit und Stetigkeit. Hierzu stellt er andererseits einige Begriffe der klas-
sischen Vektorrechnung zusammen, um damit die Verbindung zu den physikalischen
Grundvorlesungen zu erleichtern.

In unserer Auffassung besteht die Naturbeschreibung (durch die Physik wie auch
die iibrigen Naturwissenschaften) aus dem Hervorzeigen gewisser realer Sachverhalte
(Objekte und Ereignisse), der Zusammenfassung solcher Sachverhalte zu Mengen
im Sinne der Vereinbarung 2.1 und dem anschliessenden Vergleich mit geeigneten
mathematischen Strukturen, die sich wie angedeutet prinzipiell stets als Teilmengen
mit gewissen Eigenschaften definieren lassen.

Ein vertrautes Beispiel, auf das wir bereits mehrfach angespielt haben, ist die
Benutzung einer Anordnung im Sinne von Def. 3.3 fiir die Erfassung der zeitlichen
Abfolge von “Ereignissen” (durch gegebene “Beobachter” an einem “festen Ort”?!).
In einer quantitativen Beschreibung, die man durch Abzdhlen und Vergleichen “re-
gelmassig wiederkehrender” Ereignisse gewinnt, ergibt sich daraus die reelle Zahlen-
gerade als Bild fiir die physikalische Zeit.?? Man beachte allerdings:

1. Die Rechenoperationen machen Sinn nicht zur Verkniipfung verschiedener Zeit-
punkte, sondern nur als Operationen auf der Menge der Ereignisse.?

2. Es ist kein Zeitpunkt als ‘0° ausgezeichnet. (Selbst im kosmologischen Kontext
zeichnet der Urknall keinen Punkt auf der reellen Zeitachse aus, sondern macht
vielmehr das Bild als solches fundamental unbrauchbar.)

21Die Bedeutung dieser angefiihrten Begriffe lisst sich wieder nur durch Vereinbarung festlegen.

22 Aus diesem Grund werden wir in der Diskussion der Differentialrechnung (zu der wir in
diesem Durchlauf nicht im ersten Semester kommen) stets ’¢’ als Symbol fiir eine ein-dimensionale
unabhéngige Variable benutzen, bei der es auf die Anordnung ankommt.

23Fiir die Multiplikation folgt dies bereits aus Dimensionsbetrachtungen, bei der Addition aus
dem zweiten Punkt. Vielmehr entspricht die Addition einer “Verschiebung” um bestimmte Zeit-
intervalle, die Multiplikation der Wiederholung solcher Verschiebungen, oder dem Strecken der
Zeitachse durch Wechsel der Masseinheiten.
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3. Mengen physikalischer Sachverhalte sind stets endlich. Deshalb ist auch die Ver-
vollstdndigung von Q zu R nur eine Idealisierung ohne operationelles Gegenstiick in
der Natur.

Als weiteres Beispiel soll kurz skizziert werden, wie man beginnen kénnte, die fiir
die Beschreibung des physikalischen Raums relevanten Strukturen in ahnlicher Weise
aus der Erfahrung heraus operationell zu begriinden. Am Anfang der klassischen
Mechanik wird tiblicherweise ohne Weiteres die Aussage vorausgesetzt:

“Der physikalische Raum lasst sich mathematisch als drei-dimensionaler (8.1)
euklidischer Raum beschreiben.” '

Tatsachlich ist die angefithrte Struktur (des drei-dimensionalen euklidischen Raums)
aus mehreren Komponenten aufgebaut, von denen jede fiir sich bereits eine um-
fangreiche mathematische Theorie verdient. Aus physikalischer Sicht ist eine solche
Zerlegung zunéchst weder einfach noch wirklich notwendig. Allerdings kann die Re-
flexion iiber die einzelnen Hypothesen zu neuen physikalischen Einsichten fiihren
(z.B. im Kontext von Einsteins Allgemeiner Relativitatstheorie) und auch wieder in
vollig unerwarteter Weise an anderer Stelle niitzlich werden (z.B. im Kontext der
Quantenmechanik).

Man kénnte also starten®! von der rein qualitativen Beobachtung, dass physika-
lische Objekte oder “Korper” eine raumliche Ausdehnung haben und zueinander in
der Beziehung des “Berithrens” oder “Aneinanderstossens” stehen konnen. Sie kon-
nen sodann dazu verwendet werden, “Raumgebiete auszufiillen”.?® Ist Z eine solche
Fiillung (Zerlegung) eines Raumgebiets G, so konnen wir an jeder?® Stelle p € G
zéhlen, wie viele Kérper von Z in p aneinanderstossen. Nennen wir diese Zahl Sz (p),
so géibe es stets Stellen mit Sz(p) = 1 (im Innern der Kérper), Stellen mit 5z(p) = 2,
3 und 4, und manchmal auch Stellen mit 5;(p) = 5 oder mehr, die man allerdings
durch kleine Umbauten eliminieren kénnte. Mit anderen Worten, ist Z > Z eine
Menge derartiger Zerlegungen, so wiirden wir finden

min(max 3z(p)) = 4 (8.2)

ZeZ  peG

und hétten damit die Dimension unserer makroskopischen Welt als 4 — 1 = 3 “ent-
deckt”. (Wére unsere Welt etwa zweidimensional, so wére diese Zahl 3, siehe Bild
8.1.) Weitere Struktur ergdabe sich durch Zahlen, Vergleichen und Verkleinern der
Korper, natiirlich unter Zuhilfenahme moderner Technologie, was wir aber nicht im
Einzelnen ausfithren. Stattdessen beschreiben wir, “das Pferd von hinten aufziu-
mend”, das mathematische Ergebnis unter Vorwegnahme einiger Definitionen der
folgenden Kapitel, und zwar direkt fiir 3 =n € N.

24Das folgende Gedankenexperiment stammt nicht von mir. Wem dies zu weit geht, moge statt
dessen sich ins Gedéchtnis rufen, wie man operationell den rechten Winkel definiert. Das geht ja
wohl nicht ohne Auszeichnung von Punkten, Geraden, und Absténden!

25Je nach Material und Geometrie mit mehr oder weniger grossen Liicken. Eine denkbare Vari-
ante ist das Aufteilen von Raumgebieten mit Mauern und Wénden.

26In der Praxis natiirlich nur an endlich vielen.
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AN B

TSR

Abbildung 8.1: Bei einer vollstdndigen Aufteilung einer zwei-dimensionalen Welt kann

\/

es Vier-, Fiinf- und sogar Siebzehnlédnderecke geben, muss aber nicht. Dreildnderecke sind
unvermeidbar.

Definition 8.1. Der n-dimensionale reelle lineare Raum ist die Menge der (als
Spaltenvektoren geschriebenen) n-Tupel

v
v? A
R”—{v: . vZGRﬁirizl,Q,...,n} (8.3)
,Un
zusammen mit den Operationen
vl + vl
Vektoraddition: R"™ x R" 3(vq,v9) — vy + vy = : e R"”
vy + vy
av!
Skalarmultiplikation: R xR" 3> (a,v) — a-v = ] eR”
av™
(8.4)

Diese Verkniipfungen geniigen den offensichtlichen Regeln (Assoziativitidt, Kommu-
tativitait und Invertierbarkeit der Addition mit Nullvektor v* = 0 fiir alle 7, As-
soziativitdt der Skalarmultiplikation iiber der Multiplikation von Skalaren, triviale
Wirkung von o = 1, sowie die zwei moglichen Distributivgesetze), und machen den
R"™ zu einem n-dimensionalen Vektorraum tiber R im Sinne der Defs. 9.1 und 9.21.
In der konkreten Deutung ist der R™ der “Raum der Richtungen”, in die man von ei-
nem Punkt des Raumes startend schauen oder laufen kann. Wohlgemerkt impliziert

Skript Hohere Mathematik 1 40 4/20/2026 14:59



§8. PHYSIKALISCHE RAUME
die gegebene Formulierung nicht, dass die durch die Basisvektoren

0
e; = | 1| i-te Zeile (8.5)
0

mit v = 1 und 0 sonst gegebenen Richtungen orthogonal zueinander sind (siehe
unten, Def. 8.4). Die nicht-triviale Strukturaussage ist lediglich, dass solche Rich-
tungen sich “untereinander addieren” und “strecken” lassen. Sie ist vertréglich mit
der gesamten aktuellen experimentellen Datenlage.?” Dass man durch Fortsetzen
der Richtungen genau jeden anderen Punkt des Raumes erreicht (eine Aussage, die
spétestens auf kosmologischen Skalen revidiert werden muss), beschreibt man fol-
gendermassen.

Definition 8.2. Ein n-dimensionaler reeller affiner Raum ist eine Menge X zusam-
men mit einer Abbildung 7 : R” x X — X, geschrieben (v,z) — 7,(x) mit den
Eigenschaften, dass

(i) Vui, v € R™ : 7, 0 Tyy = Tyt

(ii) Vi, 20 € X : v € R™ : 7y(21) = 22

Ist (X nicht leer und) zg € X fest gewdhlt, so ist geméss Bedingung (ii) jedem
x € X ein eindeutiges v € R"™ zugeordnet mit der Eigenschaft, dass 7,(z¢) = z. Wir
schreiben fiir dieses v §(zo, ).

Lemma 8.3. Fir jedes v € X sei §(xo,-) : X — R" die Umkehrabbildung der
gemdss Def. 8.2 (it) bijektiven Abbildung T.(zo) : R" — X. Dann gilt

Vay, o, 23 € X @ §(1,x2) + d(w9, x3) = 0(x1, 73) (8.6)
Ausserdem ist fiir allev € R™ die Abbildung 7, : X — X bijektiv und es gilt 7o = idx.

Beweis. Dass 19 = idy folgt wegen 7o(7,(0)) = To1v(x0) = To(zo) aus der Tatsache,
dass fir beliebiges z¢ Tgn(7¢) = X. Dann aber ist 7_, 07, = 7,07, = 79 = idx, d.h.
T, ist invertierbar. Die Gleichung (8.6) folgt dann aus der Tatsache, dass d(x1, x3)
fir alle x1, z3 eindeutig dadurch bestimmt ist, dass T5(w17$3)(£[1) = x3. Denn genau
diese Bedingung wird wegen (i) fir jedes x5 auch von §(z1, ) + 0(xe, x3) erfillt:

T5(m1,m2)+5(m2,m3)($1) = Té(wg,:rg) (7-5(:31’;52)(:[;1)) = Té(wg,:rg)('zQ) == x.?) (87)
]

In der physikalischen Interpretation ist zy der “Standpunkt des Beobachters” als
beliebig gewahlter “Ursprung des Koordinatensystems” Der Richtungsvektor v =
d(zo, x), der von g zu x fihrt, ist auch bekannt als “Orts-" oder “Abstandsvektor”
von z. Die Aussage, “der physikalische Raum ist ein 3-dimensionaler reeller affiner

2T)4sst sich allerdings tbomk nicht ohne Léngen- und Winkelmessung operationell erkliren.
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Raum” bedeutet dhnlich wie bei Bem. 2 auf S. 38 (siche auch die Warnung zu
Aquivalenzklassen auf S. 16), dass man (ohne sonstige Erkenntnisse) keinen Punkt
des Raums vor den anderen auszeichnen kann. Die Identifikation des physikalischen
Raums mit dem R? hingt aber nicht nur von der Wahl eines Koordinatenursprungs
ab, sondern auch von der oben angesprochenen Auszeichnung der Basisrichtungen
e;. Hierfiir benotigt man im mathematischen Bild ein weiteres Strukturelement.

Definition 8.4. Das euklidische innere “Standard-"Produkt auf dem R"™ ist die
Abbildung

()R xR" 5 R

(v1,v2) > (U1, v9) = Zvivi (8.8)

i=1
Lemma 8.5. Es gilt fir alle v,vy,v9,v3 € R*, o € R

Symmetrie:  (vy,v9) = (Vg v1)
(Bi-)Linearitat: (v + awva, v3) = (v, v3) + a(va, v3) (8.9)
Positiv Definitheit:  (v,v) >0 falls v # 0

Beweis. Die ersten beiden Figenschaften folgen aus den Rechenregeln, die dritte aus
der Positivitdt von Quadratzahlen, s. Gl. (6.3). O

Die Verbindung zur Winkel- und Léngenmessung entsteht wie folgt.

Definition 8.6. (i) Die (euklidische) Ldnge eines Vektors v € R™ ist die nicht-
negative reelle Zahl
" N1/2
ol = w02 = (3@')?) (8.10)
i=1
“n-dimensionaler Satz des Pythagoras”. Beachte im Fall n = 1 auch Prop. 6.17 (iii).

(ii) Der Winkel zwischen zwei von null verschiedenen Vektoren vy, v, € R™ \ {0} ist
die durch die Gleichung

cos (K (vr,v2)) G (8.11)

TR
eindeutig definierte Zahl ¥ (vq,v9) € [0, 7)

Dass sich hier (dhnlich wie bei der Besprechung der komplexen Zahlenebene auf
S. 37) Gl. 8.11 nach J(vq,v9) € [0, 7) auflosen lasst, hingt davon ab, dass die rechte
Seite im Intervall [—1, 1] liegt. Dies ist gleichbedeutend mit der folgenden, immer
wieder benutzten Abschatzung.

Proposition 8.7. Das euklidische innere Produkt erfillt die “Cauchy-Schwarz-Un-
gleichung”:
Vvl,vg cR": |<U1,U2>‘ < ||U1|| . ||U2|| (812)
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Beweis. Fiir vo =0 (< ||vz|| = 0) ist die Aussage klar. Fiir vy # 0, beliebiges vy, sei

<U17 U2>
o= (8.13)
[[v2]|>
Dann ist (v; — avy, v9) = 0 und es gilt Deutung als “orthogonale Projektion™:
0 < |lvg — avyl?
= [[or]]” + o®[va|* — 2a(v1, v9)
<U17 U2>2 <U1, 02>2
= [lon]* + -2
[[va? [[va[?
= 2 - 2
[[va][?
und damit
(v1,09)? < v [|* - [Joa?
(8.14)
Durch Wurzelziehen folgt mit Prop. 6.17 die Behauptung. ]

Die C.-S.U. geht insbesondere ein in den Nachweis der Dreiecksungleichung fiir die
euklidische Lange.

Proposition 8.8. Es gilt fiir alle v,vy,v3 € R", a € R:
(i) Homogenitdt: ||av|| = |a| - [|v]|

(i) Positivitdt: |v|| >0 Yov #0

(7ii) Dreiecksungleichung: ||v1 + va|| < |lvg|| + ||ve]|

Beweis. Die beiden ersten Eigenschaften sind wieder offensichtlich. Die dritte folgt
durch Wurzelziehen aus

lvr + val|* = Jloal* + [Jvzl® + 2{v1, v2) <
: 2
(Benutze hier Prop. 8.7) < [[v1]|* + [Joa]| + 2[|va | - 2]l = (loa ]l + fJvall)” (8.15)

[]

Die Folgerungen von Prop. 8.8 sind die definierenden Eigenschaften einer Norm
(s. Def. 15.2). Der Begriff spielt eine zentrale Rolle fir die Feststellung der Vollstdin-
digkeit des R™, die man ab n = 2 nicht mehr durch die Anordnung erkldren kann.
Die Verbindung zur physikalischen Abstandsmessung, die wir im Zusammenhang der
Abbildunge 8.1 angedeutet hatten, entsteht iiber die affine Struktur aus Def. 8.2 und
Lemma 8.3.

Definition 8.9. Ist X ein affiner euklidischer Raum, so ist der euklidische Abstand
zweier Punkte x1, xo € X definiert als Lange des Abstandsvektors,

dp(z1,22) = [|6(z1, )| (8.16)
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Nach Wahl eines rechtwinkligen Koordinatensystems konnen wir mit Hilfe von
T.(xo) bzw. 6(xq,-), X mit R™ identifizieren und schreiben

dE<I1, SL’Q)Q - <]32 — X1,To — $1> (817)

Aus den Eigenschaften (ii) und (iii) von Prop. 8.8 folgt, dass der euklidische Abstand
eine “Metrik” ist im Sinne der Def. 15.1.

Lemma 8.10. Es gelten

Symmetrie:  dp(r1,x2) = dp(xa,x1) VI, 29 € X
Positivitit:  dp(z1,19) =0 < 21 = 29 (8.18)

Dreiecksungleichung:  dg(x1,x2) < dp(z1,x3) + dp(xs, v3) Vo, 29,23 € X

Zuletzt konnten wir von der Abstandsmessung wieder abstrahieren und die Auf-
teilung mit “beliebig geformten” und “verschieden grossen” ausgedehnten Korpern,
die an verschiedenen Stellen aneinanderstossen®, als Ausdruck der zugrundeliegen-
den topologischen Struktur des physikalischen Raums erkennen. Zur Existenz und
Wahl rechtwinkliger, linearer, und krummliniger Koordinatensysteme spéter mehr.

Vielleicht nicht unerwédhnt bleiben sollte noch das héufig benutzte sogenannte
“Vektor-” oder “Kreuzprodukt”. Es wird tiblicherweise definiert als Verkniipfung

R® x R® - R®
2.3 _ .32
3,0 1.3
(v1,v9) > v1 X vg 1= | VYV, — VIV

1,2 2.1
V1V — V105

und kann (falls v; und vy nicht kollinear, insbesondere nicht 0 sind) geometrisch
interpretiert werden als derjenige Vektor,
1. welcher senkrecht auf v; und v, steht, d.h.

<’01,’Ul X 'U2> = <U2,’Ul X U2> =0 (820)
2. dessen Lange
lor x w2l = Vi [2[loal]? = (o1, 02)2 = [Jor ]| - [Jva]| - sin (S (w1, v2)) (8:21)

gleich ist dem Fldcheninhalt des von v; und v, aufgespannten Parallelogramms,

3. und der zusammen mit den beiden Eingaben, in der Reihenfolge (v, v, v1 X v3)
ein positives (rechtshandig orientiertes) Koordinatensystem erzeugt.

Allerdings, und dies ist der wesentliche Grund fiir diesen Einschub,

1. kann das Kreuzprodukt (jedenfalls so wie in Gl. (8.19)) nur fir n = 3 definiert
werden;

2. ist die Interpretation der Lange als Fliacheninhalt aus Dimensionsbetrachtungen
verdachtig;

28Im mathematischen Bild arbeitet man lieber mit iiberlappenden sog. “offenen” Mengen, s.
HoMa 2&3.
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€3

A

\’Ul X Vo

Abbildung 8.2: Das Spatprodukt berechnet das orientierte euklidische Volumen eines
Parallelotops.

3. ist die “Positivitdt” bzw. Orientierung ein weiteres Strukturelement, iiber das wir
noch nicht geredet haben.

Etwas besser ist die Verwendung des Kreuzprodukts zur Definition/Berechnung des
orientierten Volumens eines von drei Vektoren vy, vy, v3 aufgespannten Parellolotops
(das Spatprodukt)

vol(vy, ve, v3) = (V1 X v, v3)

1,23, 231 312 132 321 213
= V]U3V5 + ViUV + VTU505 — U1U50; — UT05U5 — viU,v5  (8.22)

und dies wird relevant werden als Beispiel fiir Determinanten in § 10, siehe auch
Kapitel 8
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KAPITEL 3
VEKTOREN

Wir entwickeln in diesem Kapitel die “abstrakte” Theorie endlich-dimensionaler Vek-
torrdume. Zum Unterschied von §8 geben wir uns nicht “Tupel reeller Zahlen” vor,
welche relativ zu einem Koordinatensystem die Positionen verschiedener physika-
lischer Objekte spezifizieren, und auf denen wir anschliessend Rechenoperationen
definieren. Vielmehr geht es darum, zu verstehen, inwiefern wir ausgehend von den
Rechenoperationen die Existenz solcher linearer Koordinaten zeigen und die ver-
schiedenen Wahlméglichkeiten parametrisieren konnen. Dies fiithrt zu den Begriffen
der Basis und der Dimension eines Vektorraums. Die wesentliche FErkenntnis wird
sein, dass Vektorrdume nicht unbedingt natiirlicherweise mit einer Basis “geboren”
werden, man zum konkreten Rechnen (mit Matrizen und linearen Gleichungssyste-
men) aber stets eine Basis wihlen kann und muss, um im Anschluss sicherzustellen,
dass die Ergebnisse nicht von der Wahl abhéangen. In anderen Worten heisst die Lo-
sung: “Fin Vektorraum (im mathematischen Sinne, also ohne ausgezeichnete Basis)
ist ein Vektorraum (im physikalischen Sinne) mit Basis, in dem man die Wahl der
Basis vergessen hat oder jedenfalls will.”

Zum Abschluss des Kapitels diskutieren wir weitere Konstruktionen von Vektor-
rdumen, die diese Einsichten noch einmal auf den Punkt bringen.

In Vorbereitung erinnern und erweitern wir leicht unsere Konventionen zum Um-
gang mit Indexmengen, in zwei Richtungen.

Geméss Vereinbarungen am Ende von Kapitel 1 (Def. 4.9, siehe auch Gl. (4.7)) ist
fiir eine beliebige Indexmenge I eine “I-indizierte Familie von Objekten der Sorte M”
einfach eine Abbildung m_ : I — M. Dieses Konzept erlaubt es (im Unterschied zu
den gewohnlichen Teilmengen) nicht nur, bei der Auswahl manche Elemente von M
mehrmals zu berticksichtigen. Vielmehr kann man versuchen, moéglicherweise auf
erklarte Strukturen auf die Familie zu “libertragen”. Dies spielt zuvorderst eine Rolle
wenn man auf Abzahlung aus ist, d.h. wenn I eine (endliche oder unendliche) Teil-
menge der natiirlichen Zahlen ist. Wir schreiben in solchen Fallen (mq, ma, ..., my,)
(und sagen endliche Folge oder n-Tupel) oder (mg)reny = (mq, ma,...) (und sagen
Folge), und zwar auch dann, wenn die Familie injektiv ist und es zunéchst gar nicht
auf die Reihenfolge ankommt, mit anderen Worten wenn wir uns eigentlich primar
fir die Menge {my, mo, ...} interessieren. Man redet in vielen Féllen wohl manchmal
auch gleichbedeutend von Systemen. Ein anderes Beispiel ist der Begriff der Teil-
familie, formal definiert als Einschrénkung der Abbildung m_ auf eine Teilmenge
JClI.

Ist M = (H,+) eine abelsche Halbgruppe (d.h. + ist assoziative und kommuta-
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tiv, moglicherweise ohne neutrales Element und Inverse, s. Def. 5.1), so sind Summen
> ics @ von endlichen Familien (d.h. #1 € N) definiert geméss Gl. (5.1). Ist I eine
unendliche Menge, so hat dies im Allgemeinen keinen Sinn, es sei denn, die Opera-
tionen mit den allermeisten Mitgliedern ist neutral.

Definition. Ist (H, +) eine abelsche Halbgruppe®® mit Eins Oz, und X eine beliebige
Menge, so ist der (mengentheoretische) Triger einer Abbildung f : X — H die
Teilmenge®°

supp(f) :={z € X | f(z) # On}
f heisst von endlichem Trager, falls |supp(f)| < co. Man sagt auch “f(z) = Oy

fir fast alle z € X”. Fiir eine I-indizierte Familie (h;);e; von Elementen von H von
endlichem Trager ist die Summe via

(h)

i€l i€Esupp
(wohl-)definiert.

Beachte, dass bei einer /-indizierten Familie nicht alle h; verschieden sein miissen.
Insbesondere ist Endlichkeit des Tragers nicht gleichbedeutend mit Endlichkeit des
Bildes als Teilmenge von H.

§9 Vektorraume

Definition 9.1. Sei K ein Korper. Ein K-Vektorraum oder Vektorraum iiber K
ist eine abelsche Gruppe (V,+y), d.h. es existiert ein Oy € V so dass fur alle
v, V1, 09,03 € V gilt

(1) U1ty V2 = Vg +y Uy

(ii) (U1 +v Ug) +v v =11 +v (112 +v Ug)

(ili) Oy +v v =

(iv) 3—v eV :iv+y (—v) =0y

mit den tiblichen Folgerungen (dass ndmlich 0 und —v eindeutig sind), zusammen
mit einer Operation®! - : K x V. — V| (a,v) — « - v so, dass fiir alle v,v;,vy € V
und o, ap,a € K:

(v) (o1 - (a2 v)) = (araz) - v

(vijl-v=wv

(vii) (q + o) v =01 -V 4y az - v

(viil) a - (v1 +y v2) = - vy +y @ - Vo

Hierbei ist + die Addition in K, das Malzeichen ist wie immer unterdriickt. Die
Elemente von V heissen Vektoren, die Elemente von K Skalare. +y heisst Vektor-
addition und - Skalarmultiplikation. Wegen der Vertraglichkeit dieser Operationen
schreiben wir auch + statt +y,, und lassen - normalerweise weg. Oy heisst Nullvektor.

297Zum Beispiel, ein Kérper K oder K-Vektorraum V, siehe Def. 9.1

30Der als supp abgekiirzte ‘support’ kann natiirlich nicht mit dem als sup symbolisierten ‘Su-
premum’ aus Def. 6.13 verwechselt werden.

31«QOperation” ist synonym mit einer Verkniipfung der Form A x B — B zwischen im Allgemei-
nen verschiedenen Mengen, die man sich als “Wirkung von A auf B” vorstellt.
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Wir vereinbaren vorsorglich auch, dass wir die Skalarmultiplikation auch “von
rechts” schreiben kénnen, d.h. fira e K,veVistv-a=va=a-v=av €V.

Beispiele 9.2. 1. Die triviale abelsche Gruppe {0y} mit der einzig moglichen Ska-
larmultiplikation « - 0y, = Oy fur alle @ € K ist ein K-Vektorraum.

2. (K, +) mit der Operation K x K 3 (a,v) — aw ist ein K-Vektorraum.

3. Fir jedes n € Ny ist das n-fache kartesische Produkt K" = K x ... x K 3 v =

(v1,...,v,) (v; € K fiir alle ¢ = 1,...,n) mit den komponentenweise definierten
Operationen
V1 +Kgn Vg 1= (U1,1 + V21,010 T+ U2,n) (9.1)
a-v:=(avy,...,qu,) '

ein K-Vektorraum. Dieses Beispiel spezialisiert sich fiir n = 1 auf 2. und fir n = 0
and 1.

4. Damit a priori nicht zu verwechseln ist weder der fiir jedes m € Ny definierte
Raum der Zeilenvektoren K™ > v = (vy vg -+ vp,), die wir ohne trennende Kommas

'Ul

notieren, noch der fiir jedes n € Ny definierte Raum der Spaltenvektoren | @ |,

v
deren Eintrage wir mit einem hochgestellten Index nummerieren, mit
1 1 1 1 1 1
2h Uy v + vy v av
S+ | = " a-| | = : (9.2)
n n n n n n
(2 Uy v + 0y v v

Obwohl algebraisch “isomorph” im Sinne von Def. 11.9, unterscheiden sich Zeilen-
und Spaltenvektoren geometrisch-physikalisch voneinander (und von den Tupeln)
durch die Beziehung zwischen den beiden Varianten, siche §12. Fiir K = R erhélt
man nattrlich Def. 8.1.

5. Zeilen- und Spaltenvektoren sind Spezialféille des mit der Skalarmultiplikation

a-A= (Ozaij) i=1,.m (9.3)
J= m

ausgeriisteten Raums der n x m Matrizen Mat,«,(K) aus Def. 5.11. Deswegen
werden wir ab § 10 dem Raum der Spaltenvektoren vor den Zeilenvektoren und den
Tupeln den Vorzug geben und (eben doch auch) mit K™ notieren.

6. Der Korper C der komplexen Zahlen ist ein Vektorraum tiber R. Hierbei ist die
Skalarmultiplikation definiert iiber die Einbettung (7.4), gefolgt von Multiplikation
in C. Die Identifikation von C mit R x R entlarvt dieses Beispiel dann als den
Spezialfall von 3. fiir n = 2 und K = R.

7. Der Korper R der reellen Zahlen ist ein Vektorraum iiber Q.

8. Die Menge der Polynome K[z] in einer Variablen aus Beispiel 5.8 ist ein K-
Vektorraum.

9. Ist X eine beliebige Menge, so ist die Menge der Abbildungen F (X, K) = {f :
X — K} = Abb(X, K) mit den punktweise definierten Operationen

(fi +rexr) f2) (@) = fi(z) + fo(z)

(0 1)a) = af () (54)
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ein K-Vektorraum.

Ubungsaufgabe. Man iiberpriife die oben angegebenen Vektorraumaxiome in all die-
sen Beispielen. Beim 8. ist zu beachten, dass im Falle X = () geméss der men-
gentheoretischen Definition 4.1 Abb((), K) = {0} nicht leer ist, und ihr einziges
Element zum Nullvektor erklért werden muss (und kann). Es gilt also in diesem Fall

F(O,K) = {05},

Weitere aus den Axiomen folgende Rechenregeln:

Lemma 9.3. Fur alleveV, a e K gilt

(Z) 0-v= OV;

(i7) (—a) - v = —(a - v), insbesondere (—1) - v = —v;
(ZZZ) (7 OV = OV

Beweis. (i) Unter Verwendung nur der Axiome (i)—(viii) aus Def. 9.1: 0-v =0-v +
Oy =0-v+v—v=0-v+1-v—v=(0+1)-v—v=0v—v=0y.

(ii) Ebenso: (—a)-v+a-v = ((—a)+a)-v =0-v = 0y wegen (i). Daraus folgt
(—a)-v=—(a-v).

(iii) Wegen Oy + 0y = Oy ist —0y = Oy. Dann folgt unter Benutzung von (ii) und
(1) a-0y=a- (Ov—OV)—Oé Oy +a- ( 1) OV—(a—a) Oy =0-0p =0y. 0O

In der Folge ist es tiblich, den Nullvektor Oy auch als 0 zu schreiben. Dies fiihrt
nur selten zu Verwirrung. Beachte allerdings, dass eine “Multiplikation von Vekto-
ren” im allgemeinen Zusammenhang nicht erklart ist (zur Verallgemeinerung des
euklidischen inneren Produkts aus §8 kommen wir erst in H6Ma 2). Zur weiteren
Untersuchung der Struktur von Vektorrdumen halten wir von nun an den Korper K
stets fest.

Definition 9.4. Sei V ein K-Vektorraum. Eine nicht-leere Teilmenge U C V heisst
Untervektorraum (haufig auch nur Unterraum, manchmal noch linearer Teilraum,
abgekiirzt: UVR), falls U unter Vektoraddition und Skalarmultiplikation abgeschlos-
sen ist, d.h. fir alle u,u;,us € U, a € K gilt u; +ups € U und a-u € U.

Lemma 9.5. Jeder Untervektorraum U eines Vektorraums V' ist mit den “ererbten”
Verknipfungen (d.h. der Einschrinkung von +vy und - auf U x U bzw. K x U) selbst
wieder ein K-Vektorraum.

Beweis. Die nicht-triviale einzusehenden Bedingungen sind die Existenz des Null-
vektors und des inversen Elements. Letzteres folgt wegen der Abgeschlossenheit un-
ter Skalarmultiplikation aus Lemma 9.3 (ii): Fur jedes u € U ist auch —u = (—1)-u €
U. Weil U nicht leer ist, existiert aber auch mindestens ein v € U und damit folgt
wegen der Abgeschlossenheit unter Addition, dass Oy = u + (—u) € U. (Im Falle
U = {0y} muss u = 0y gewéahlt werden, das dndert aber nichts am Argument.) [

Ubungsaufgabe. Eine Teilmenge U C V ist genau dann ein linearer Unterraum, wenn

(i) U # 0 und (ii) Voo € K ug,us € U : ug + aug € U.
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Beispiele 9.6. 1. Fur jeden Vektorraum V sind {0y} und V “trivialerweise” Un-
terrdume von V.

2. Fir jeden Vektor v € Vist K -v = {a-v | a € K} ein Unterraum von V. Fur
v # 0 heisst K - v die durch v erzeugte Gerade (durch den Ursprung).

3. Eine Menge der Form {vy 4+ av; | @ € K}, die sich geometrisch als Gerade durch
v interpretieren lésst, ist (falls vg ¢ K -vy) kein linearer Unterraum von V', sondern
lediglich ein affiner Raum tber K - vy (vgl. Def. 8.2).

4. Fir jedes Paar von Vektoren vy, vy € V ist
E:=K- -vi+ K- -vy={av; + aovy | ; € K} (9.5)

ein Unterraum von V. Fir vy # Oy und vo ¢ Kwv; (d.h. v; und vy sind nicht
“kollinear”, dies impliziert insbesondere auch vy # 0Oy ) heisst E die von v; und
vy erzeugte Ebene (durch den Ursprung).

5. Ist I eine beliebige Indexmenge und (Uj;);c; eine [-indizierte Familie von Unter-
rdumen eines festen Vektorraums V', so ist auch

(Ui={ucV |ucl;firaleic I} (9.6)

iel

ein Unterraum von V.
6. Ist (Uy,...,U,) eine endliche Familie von Unterrdumen von V', so ist auch

U1+U2+"'+Un3:{U1+U2+"'+un‘UiGUifﬁrizl,z,...,n} (97)

ein Unterraum von V. Beachte, dass die mengentheoretische Vereinigung kein Un-
terraum sein muss, da sie nicht notwendig unter Addition abgeschlossen ist.

7. Die Menge K|[z]; der Polynome von Grad kleiner oder gleich d ist ein Unterraum
des Polynomrings K [x], aufgefasst als K-Vektorraum. Die Menge der Polynome mit
fixiertem Grad jedoch nicht.

8. Ist X eine beliebige Menge, so ist die Menge der Funktionen mit endlichem Trager
Fin(X, K)={f: X — K | |supp(f)| < oo} ein Untervektorraum des Vektorraums
F(X, K) aller Funktionen auf X.

Ubungsaufgabe. Man iiberpriife die Bedingungen von Def. 9.4 in all diesen Beispielen.

Zu den wesentlichen Aufgaben einer “Strukturtheorie” von Vektorrdumen gehort
die Klarung der folgenden, teils durch die obigen Beispiele motivierten Fragen: Wann
und wie lassen sich gegebene Vektoren zu anderen zusammensetzen, wie beschreiben
wir Unterrdume allgemein, und inwiefern lasst sich ein gegebener Vektorraum wieder
aus seinen Unterrdumen zusammensetzen?

Beispiel 9.7. Ist etwa im vierten Beispiel von 9.6 (unter der Voraussetzung, dass
v; # 0 und vy ¢ Kwvq; dies impliziert insbesondere, dass vo # 0) u € E ein beliebiger
Vektor, so existieren (per Definition) oy, as € K so, dass u = ayv; + aave. Sind
b1, B2 € K weitere (eventuell andere) Skalare mit u = v + fav9, so folgt aus den
Rechenregeln zunachst

(a1 = Br)vr = — (a2 — B2)v2 (9.8)
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Ist g — B2 # 0, so folgt
ap — B
Qg — [
d.h. v9 € K - v;. Unter der Voraussetzung ve ¢ K - v; muss also ay — 5 = 0 sein.
Wiére dann noch a; — 8 # 0, so folgte aus Gl. (9.8) v; = (a3 — )10 = 0, was
wiederum der Voraussetzung v; # 0 widersprache. Es gilt also (81, 82) = (a1, aa),
d.h. die Darstellung von u als Summe von vy, vy ist eindeutig. Wir sagen hierzu
(bald): Das Paar (vq,vs) ist eine Basis von E, siehe Def. 9.15.

Setzen wir andererseits Uy = v1+vy, U9 = V1 —9, s0 gilt (unter der Voraussetzung,

dass 2 £ 0 € K),

(1 (9.9)

Vg = —

1,0 . 1, . N
V1 = §(U1+U2), Vg = 5( 1—1)2) (910)
und daher N N
w= (0 + B2) + (01 = By) = Al + Galy (9.11)

WO (= %(041 + ag), Gy = %(al — ). Die Zerlegung von u beztiglich vy, 0y “sieht

also anders aus”. Sie ist aber auch eindeutig, denn es gilt o7 # 0 und 0y ¢ K - 07. In
Matrix-Schreibweise

(i1 52) = (01 v2) G _11> (01 v3) = (31 ) (

(=G 2 @)=

Was ist hier los, und was sind die allgemeinen Prinzipien?

N =D [
I [
N
N NN =

Definition 9.8. Sei V' ein K-Vektorraum.
(i) Eine Linearkombination von endlich vielen (nicht notwendiger Weise verschiede-
nen!) Vektoren vy, vs,...,v, € V ist ein Vektor der Form

Zaivizalvl+-~-+anvn, mit o; € K firi=1,...,n (9.13)
=1

Hierbei heissen die a; € K die Koeffizienten der Linearkombination.?? Fiir gegebene
V1, Vs, ..., U, ist die Menge ihrer Linearkombinationen ein Untervektorraum von V.
Man nennt diesen Untervektorraum die lineare Hiille des Systems oder der Familie
(ggfs. auch der Menge) (vy,vs, ..., v,), und schreibt span(vy,ve, ..., v,) (manchmal
auch spang (vy,ve, ..., v,), wenn der zugrundeliegende Korper nicht aus dem Kon-
text vollig klar ist).

(ii) Ist F' eine (nicht notwendiger Weise endliche) Menge (F' C V') oder I-indizierte
Familie (F' = (v;);er) von (nicht notwendiger Weise verschiedenen) Vektoren in V',
so heisst v € V' Linearkombination von F', falls v Linearkombination einer endlichen
Teilmenge oder endlichen Teilfamilie von F ist.?* Die Menge dieser Linearkombina-
tionen ist wieder ein UVR und heisst auch lineare Hiille von F', geschrieben span(F').

32Diese Sprechweise ist (ganz) leicht irrefiihrend, denn die «; “gehéren” der Linearkombination
nicht als Element von V', sondern als “Bildungsprozess”.

33Wir erlauben hier auch die leere Menge, deren (einzige) Linearkombination der Nullvektor
ist.
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Andere Sprechweise: span(F) ist der von F aufgespannte Unterraum. Beachte: Im
Allgemeinen ist span(F’) verschieden (nédmlich eine echte Obermenge) von der linea-
ren Hiille einer jeden festen endlichen Teilmenge/Teilfamilie.

Da wir bei (ii) natiirlich auch endliche Mengen oder Indexmengen zulassen, ist (i)
einfach nur ein Spezialfall von (ii). Zur Betonung reden wir bei (ii) manchmal auch
von endlichen Linearkombinationen. Ist F' eine Menge, so lassen wir zur Bildung
von Linearkombinationen auch Familien von Elementen von F' zu. Ist F' = (v;)er
eine Familie, so lassen wir auch endliche “Uberteilfamilien” zu, also Verkniipfungen
{1,...,n} = I — V bei denen der erste Pfeil nicht notwendig injektiv ist. Beliebige
(endliche) Wiederholung von Vektoren ist also auf jeden Fall erlaubt, auch wenn’s
nicht viel bringt.

Proposition 9.9. Die lineare Hiille einer Familie (v;);cr (oder Menge) von Vektoren
v; € Vst der “kleinste” lineare Unterraum, der die gesamte Familie/Menge enthilt,
genauer

span((vi)ier) = (] U (9.14)

UCVUVR
Viel:v;eU

Beweis. Ist U C V ein UVR, der alle v; enthélt, so ist per Def. 9.4 auch jede
Linearkombination der v; in U enthalten. Jede Linearkombination der v; ist also in
jedem UVR auf der rechten Seite enthalten. Es folgt

span ((vi)ier) C ﬂ U (9.15)

UCVUVR
Viel:v;eU

Andererseits ist die lineare Hiille selbst ein UVR, der alle v; enthéalt. Der Schnitt
mit den anderen konnte das Ergebnis hochstens verkleinern. Deshalb gilt

ﬂ U C span((v)ier) (9.16)
UCVUVR
Viel:v;eU
Zusammen folgt die Behauptung. ]

Wir wollen nun zeigen, dass jeder gegebene Vektorraum durch die Eigenschaften
bestimmter Teilmengen komplett festgelegt ist und 6konomisch effizient beschrieben
werden kann. Dies geschieht iiber das Begriffspaar “Erzeugung” (relativ einfach zu
verstehen) und “lineare Unabhéngigkeit” (etwas subtiler).

Definition 9.10. Sei V' ein K-Vektorraum. Eine Familie F = (e;);c; (oder Menge
E C V) von Vektoren in V heisst Erzeugendensystem, falls span(E) = V. V heisst
endlich erzeugt, falls ein endliches Erzeugendensystem existiert.

Beispiel. Die Familie ((é) , <1> , (;) , (8)) ist ein Erzeugendensystem von R2.

Offensichtlich kénnen wir zu einem gegebenen Erzeugendensystem beliebige Vek-
toren hinzunehmen (inklusive einzelne Vektoren wiederholen), ohne die Erzeugen-
deneigenschaft zu verlieren. Endlich erzeugte Vektorraume kénnen auch unendliche
Erzeugendensysteme haben. Der gesamte Vektorraum V' ist stets Erzeugendensys-
tem seiner selbst.
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Definition 9.11. Sei V in K-Vektorraum. Eine Teilmenge F C V heisst linear
unabhdngig, wenn der Nullvektor Oy € V' sich nur als “triviale” Linearkombination
von F' darstellen lasst. Hiermit ist gemeint: Fiir jedes endliche System vq,...,v, € F
und aq,...,q, € K gilt

(v; # v; fir alle i # j) A <Z%Ui = O) =q=0firallei=1,...,n  (9.17)

T =1
Man sagt hierzu: “Die v; sind
paarweise verschieden”.

Beispiel. Die Menge {vl = (1) , Vg = (_11>} C R? ist linear unabhingig: Aus

a1U1 + Qg = folgt a1 + as = a1 — ap = 0 und daraus a; = as = 0.

0
0

Offensichtlich ist jede Teilmenge einer linear unabhéangigen Menge wieder linear
unabhéangig. Die leere Menge ist als linear unabhéngig einzusehen. Wenn 0y € F,
so ist I nicht linear unabhéingig.3*

Man beachte, dass lineare Unabhéngigkeit eine Aussage iiber die Menge F' als
Ganzes ist, und nicht iiber das Verhéltnis von Vektoren in der Familie untereinan-
der. Man betrachtet daher den Satz “Die Vektoren von F' sind voneinander linear
unabhéngig” nicht als Aussage im Sinne der Vereinbarung 1.1. Weit verbreitet und
zulassig hingegen ist zu sagen “Ein Vektor v ist von einer Menge oder Familie F'
linear abhéngig”, falls “v € span(F’)”.

Lemma 9.12. Sei F' C V linear unabhdngig. Dann ist v € V genau dann von F
linear abhdngig, falls entweder v € F' oder F'J {v} nicht linear unabhdingig ist.

Beweis. “=": Ist v € F, so ist trivialerweise v € span(F). Ist v ¢ F und F U {v}
nicht linear unabhéngig, so existiert eine nicht-triviale Darstellung des Nullvektors
Z?:l a;v; + av = 0, mit v; € F paarweise verschieden und «;,a € K nicht alle
0. Dabei kann « nicht 0 sein, denn sonst ware mindestens ein «; # 0 und bereits
>, a;v; = 0 eine nicht-triviale Darstellung des Nullvektors, im Widerspruch zur
linearen Unabhangigkeit von F'. Dann ist aber

1 n
— 13 aw, 9.18
v 041-:1(“} (9.18)

d.h. v € span(F’) ist von F' linear abhangig.
“<": Ist v € span(F'), aber v ¢ F, so existiert eine Darstellung v = Y | c;v; mit
v; € I paarweise verschieden, und dann ist

v — Z a;v; =0 (9.19)
i=1

34Definiert man fiir Familien den Begriff der linearen Unabhiéingigkeit iiber (endliche, injektive)
Unterfamilien (d.h. (v;);er ist linear unabhéngig, falls fiir alle endlichen J C I aus ;. ; ojv; =0
folgt, dass a; = 0 fiir alle j € J), so ist eine linear unabhéngige Familie notwendigerweise injektiv
und kann (ggfs. bis auf Anordnung) mit ihrem Bild als Teilmenge von V identifiziert werden.
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eine nicht-triviale Darstellung des Nullvektors, d.h. F'J {v} ist nicht linear unab-
hangig. [

Lemma 9.13. F C V st genau dann linear unabhdngig, wenn fir jeden Vektor
v € span(F) die Darstellung v = >, a;v; als Linearkombination von paarweise
verschiedenen vy, . ..,v, € F eindeutig ist bis auf Vertauschen der v; untereinander
und Hinzufiigen oder Entfernen von Summanden mit Koeffizient 0.

Beweisskizze. Ist die Darstellung fiir jeden Vektor eindeutig, so insbesondere auch
fir v = 0, d.h. F ist linear unabhéangig. Ist umgekehrt F' linear unabhangig und
sind v = Y0 vy = Y00, Bjw; zwei (a priori verschiedene) Darstellungen von
v € span(F) (mit v;,w; € F jeweils paarweise verschieden und «;, 5; € K), so
konnen wir zunachst durch Auffiillen mit 0 und Anpassen der Reihenfolge erreichen,
dass m = n und w; = v; fir alle ¢ (aber immer noch paarweise verschieden). Dann

ist aber
n

Z(Ozi —Bivi=v—v=0 (9.20)
i=1
eine Darstellung des Nullvektors, und wegen der linearen Unabhéngigkeit von F'
muss «; — 3; = 0 sein fur allez =1,...,n. O

Die Vergrosserung einer linear unabhéngigen Menge ist nicht unbedingt mehr
linear unabhéngig, wahrend die Verkleinerung eines Erzeugendensystems nicht un-
bedingt ein Erzeugendensystem mehr ist. Auf der Suche nach dem Mittelweg ist die
zentrale Aussage der sog. “Steinitzsche Austauschsatz”, den wir allerdings nur fiir
endlich erzeugte Vektorraume formulieren und beweisen.

Proposition 9.14. Sei V' ein endlich erzeugter K -Vektorraum, und E = (ey, . .., ex)
ein endliches Erzeugendensystem von V. Ist B C V' linear unabhdngig, so ist B
endlich und #B < k.

Beweis. Fir B = () ist nichts zu zeigen. Andernfalls sei by € B, notwendigerweise
by # 0. Da E'V erzeugt, existieren® o/, € K fiir j = 1,...,k so, dass

k
= dle (9.21)
j=1

Mindestens eines der o, ist nicht 0 (sonst wire b; = 0). Ohne Einschrankung (bzw.
nach Umnummerieren der e;) nehmen wir an, dass o} # 0. Dann ist

1
- —1 (by — Za e;) (9.22)
ay

und jede Linearkombination von (ey, es, . . ., ek) lésst sich auch als Linearkombination
von (by, eg, ..., ex) schreiben:

k k ' k ' 1 J
> ey = (= k) + s = s (= ) o
j=1 1 i=2 j=2

J]=

35Die Hochstellung des ersten Indexes, obwohl noch nicht wirklich angesagt, soll anzeigen, dass
es sich hier um eine Vorstufe des Basiswechsels aus § 10 handelt.

Skript Hohere Mathematik 1 55 4/20/2026 14:59



KAPITEL 3. VEKTOREN

Ey := (b1, ea,...,¢e) ist also ebenfalls ein Erzeugendensystem von V.
Existiert ein weiteres by € B\ {b1}, notwendigerweise by # 0, so ldsst sich dieses
als Linearkombination von FE; schreiben,

k
by = abby + Z ahe; (9.24)
j=2
Wiire o), = 0 fiir alle j = 2, ..., k, so wire {by, by} C B nicht linear unabhéngig, was

gemiss Bemerkung unter Def. 9.11 nicht sein kann. Ist ohne Einschrinkung a3 # 0,
so konnen wir analog zu oben e, durch by ersetzen und erhalten das Erzeugenden-
system Ey := (b1, bg, e3,...,¢ex). Usw.

Bei der Fortsetzung dieses Verfahrens muss B spatestens nach k Schritten aus-
geschopft sein: Existierte (falls das Verfahren nicht schon frither abbricht) nach der
Konstruktion des Erzeugendensystems Ej = (by,...,b;) noch ein by € B\ Ej, so
waére by, 1 Linearkombination von Ej und damit Ej J{by1} nicht linear unabhéngig
(s. Lemma 9.12). Die Méachtigkeit von B ist also nicht grosser als k. []

Wir sind nun bereit fiir die zentrale Definition.

Definition 9.15. Sei V ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge B C V heisst Basis von
V', wenn gilt:

(i) B ist Erzeugendensystem von V', d.h. V' = span(B)

(ii) B ist linear unabhangig.

Eine Familie B = (b;);c; heisst Basis, wenn sie injektiv ist und ihr Bild als Teilmenge
von V eine Basis im obigen Sinne. Ist [ = N oder von der Form {1,2,...,n}, so
sagen wir auch geordnete Basis.

Beispiele 9.16. 1. Die Menge der Vektoren {ey,...,e,}, wo
0

e;= | 1| i-te Zeile (9.25)

ist eine Basis des K™ (als Raum von Spaltenvektoren), genannt die Standardbasis:
Jedes v € K™ lésst sich offensichtlich als Linearkombination der e; schreiben und
aus y . a‘e; = 0 folgt sofort o' = 0 fiir alle .

2. Die Vektoren é€; = G) und é; = (_11> bilden eine (andere!) Basis des K? (falls

2 # 0 € K) (Ubungsaufgabe, vgl. auch Beispiel 9.7).

3. Die Familie von Matrizen (EZ]) miti=1,, gL = ..m und
te palte
0
EJ =10 i-te Zeile (9.26)
0
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ist eine Basis von Mat,,xm (K).
4. Ist X eine beliebige Menge, so ist die Familie von Funktionen (d,).ex

{1 falls y = x

0a(y) = (9.27)

0 sonst

eine Basis des Vektorraums F1(X, K) der Funktionen mit endlichem Triger. (vgl.
Beispiel 8 in 9.6). (Sie ist allerdings keine Basis des Raums F (X, K) aller Funktio-
nen: Eine Funktion mit unendlichem Trager lasst sich nicht als endliche Linearkom-
bination der 4, darstellen.)

Dass Basen (auch ohne weitere Endlichkeitsvoraussetzungen) das “Goldene Mit-
tel” zwischen Erzeugung und Erzeugendensystemen bilden, formulieren wir wie folgt.

Lemma 9.17. Die folgenden Aussagen sind dquivalent.

(i) B ist eine Basis von V.

(7i) B ist minimales Erzeugendensystem. D.h. B ist Erzeugendensystem, aber jede
echte Teilmenge ist kein Erzeugendensystem.

(7ii) B ist eine mazximal linear unabhdngige Teilmenge. D.h. B ist linear unabhdngig,
aber jede echte Obermenge ist nicht linear unabhdngig.

Beweis. (i) = (ii),(iii): Ist B eine Basis, und F & B, so existiert ein v € B\ F.
v ist nicht Linearkombination von F', sonst wéare B nicht linear unabhéngig. Das
heisst F' ist kein Erzeugendensystem. Ist B ;Cé E, dann existiert ein v € F'\ B. Da
B Erzeugendensystem ist, ist v € span(B), d.h. F ist nicht linear unabhéngig.
existiert eine nicht-triviale Darstellung > o;v; = 0 des Nullvektors mit v; € B mit
(say) ai # 0. Dann aber ist B\ {v1} & B ebenfalls Erzeugendensystem.

system, so existiert ein v € V'\ span(B). Dann aber ist B U {v} 2 B linear unab-
héangig. ¢ O]

Andere Variante:

Lemma 9.18. B C V ist genau dann eine Basis, wenn sich jeder Vektor v € V' auf
genau eine Weise als (endliche) Linearkombination von (paarweise verschiedenen)
Elementen von B darstellen ldsst.

Beweis. Folgt unmittelbar aus Lemma 9.17 und Lemma 9.13. ]
Ausserdem gilt:

Proposition 9.19 (Basiserganzungssatz). Sei F' C V linear unabhingig, E C V
ein Frzeugendensystem von V', und F C E. Dann existiert eine Basis B von V so,
dass F C B C E.

Beweis. (fiir endlich erzeugte Vektorrdume). Ist F' nicht schon selbst Erzeugenden-
system von V| dann gilt sogar schon E ¢ span(F') (sonst ware jeder Vektor in der
linearen Hiille von F, d.h. also jeder Vektor in v, auch in der linearen Hille von F).
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Also existiert ein e; € E'\span(F’), so dass Fi = F'JU{e;} linear unabhéngig ist (siche
Lemma 9.12). Ist dies immer noch kein Erzeugendensystem von V', so wiederholen
wir die Prozedur. Sie muss nach endlich vielen Schritten abbrechen, denn wegen
Prop. 9.14 ist die Anzahl Elemente von linear unabhéingigen Mengen beschrankt.
(Wobei nicht vorausgesetzt wird, dass £ selbst eines der endlichen Erzeugendensys-
teme von V ist.)

Der allgemeine Nachweis (fiir nicht endlich-erzeugte Vektorraume) hangt via dem
“Zornschen Lemma” ab von dem Auswahlaxiom und ist demnach “nicht konstruk-
tiv”. Bekannte Beispiele, fiur die die explizite Angabe einer Basis nicht gelingt, sind
R als Q-Vektorraum oder der Vektorraum F(N, R) aller reellen Folgen. []

Fiir endlich erzeugte Vektorrdaume halten wir fest:

Theorem 9.20 (Hauptsatz fiir endlich erzeugte Vektorraume). Sei V' ein endlich
erzeugter K-Vektorraum. Dann gilt

(i) V besitzt eine endliche Basis B = {by,...,b,}.

(ii) Sind B und B zwei Basen von V., so gilt #B = #B.

Beweis. (i) folgt, ausgehend von F' = (), direkt aus Prop. 9.19. Fiir (ii) benutzen wir
Prop. 9.14: Aus der linearen Unabhéngigkeit von B und der Erzeugendeneigenschaft
von B folgt #B < #B, und umgekehrt #B < #B, zusammen die Behauptung. [

Definition 9.21. Ist V endlich erzeugt, so heisst die gemass Theorem 9.20 von der
Wahl einer Basis B unabhéngige natiirliche Zahl dimV = #B € N die Dimension
von V', und V auch endlich-dimensional. Ist der zugrunde liegende Vektorraum nicht
aus dem Kontext klar, so schreiben wir auch dimg V. Ist V' nicht endlich erzeugt,
so sagt man auch V' ist unendlich-dimensional und schreibt dim V' = oo.

Beispiele 9.22. 1. dim K™ = n (siehe 1. Beispiel 9.16).
2. Ist X eine endliche Menge, so ist F(X, K) = F(X, K) und endlich-dimensional,
mit dim F (X, K) = #X (siche 4. Beispiel 9.16)

Definition 9.23. Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum, und B = (b, ..., b,)
eine geordnete Basis von V.

(i) Die Koeffizienten v* in der Darstellung von v € V als Linearkombination v =
Sor, v'b; von B (welche geméss Lemma 9.18 eindeutig ist) die Koordinaten von v
beziiglich B.

(ii) Fir i = 1,...,n heisst die Abbildung V' 3 v — v" € K die i-te Koordinatenab-
bildung auf V beziiglich B.

.....

K™ mittels B.

Definition 9.24. Ist (X, 7,6) ein affiner Raum itber V' (s. Def. 8.2 und Lemma
8.3), zg € X, und B eine Basis von V, so heissen fir x € X die Koordinaten
von 0(xg,x) € V beziiglich B lineare Koordinaten von x beziglich B und xy. Die

-----

durch K™ mittels B und x.
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Bemerkung. Wir beschridnken uns im weiteren Verlauf der HoMa 1 auf endlich-
dimensionale (synonym: endlich erzeugte) Vektorriume.*® Im Kontext unendlich-
dimensionaler (aber normierter, s. §15) Vektorrdume, wie sie in der HoMa 2 und
3 behandelt werden, erlaubt man auch bei Erzeugung und linearer Unabhangigkeit
unendliche Linearkombinationen. Die resultierenden Basen heissen dann manchmal
“Schauder”, die gewohnlichen algebraischen auch “Hamel”.

Wir halten noch einige einfache aber sehr niitzliche Folgerungen aus den obigen
Erkenntnissen fest.

Korollar 9.25. Sei V' ein endlich erzeugter K-Vektorraum mit dimg (V') = n.

(i) Ist F C V linear unabhdangig, so gilt #F < n und #F = n genau dann, wenn F
eine Basis ist.

(7i) Ist E = (e;)ier ein Erzeugendensystem, so gilt #1 > n und #1 = n genau dann,
wenn E eine Basis ist.

Beweis. Die Aussagen folgen aus den Charakterisierungen von Basen in Lemma 9.17
und der Invarianz der Basisldnge, Theorem 9.20 (ii). Il

Korollar 9.26. Ist V' ein endlich erzeugter Vektorraum, und U C V' ein linearer
Unterraum, so ist U ebenfalls endlich erzeugt und es gilt dimU < dim V. Gleichheit
ist aquivalent zu U = V. Jede Basis von U lasst sich zu einer Basis von V' ergdnzen.

Beweis. Wegen Prop. 9.14 ist die Machtigkeit linear unabhangiger Teilmengen von
U beschrénkt (ndmlich durch dim V'), und wie im Beweis von Prop. 9.19 kénnen wir
eine Basis A von U als maximal linear unabhingige Teilmenge explizit konstruieren.
dimU < dimV folgt dann aus Prop. 9.14, die Ergénzbarkeit von A zu einer Basis
von V aus Prop. 9.19. Ist dim U = dim V', so muss die Erganzung trivial sein, d.h.
A ist bereits eine Basis von V. [

Proposition 9.27. Es seien U und W Unterrdume eines endlich-dimensionalen
Vektorraums. Dann gilt

dimU +dim W = dim(U + W) + dim(U N W) (9.28)
(Vgl. Beispiele 5 und 6 in 9.6 fir die Definition von UNW und U + W .)

Beweis. Sein := dim(UNW) und {vy,...,v,} eine Basis von UNW. Ist dim U = k
und dim W = m, so existieren gemass Kor. 9.26 Vektoren wu,,1,...,ur € U und
Vektoren wy 1, ..., w, € W so, dass {v1, ..., Uy, Ups1,...,u} Basis von U ist und
{v1,.. ., Un, W1, ..., Wy} Basis von W. Die Behauptung, dim(U+ W) = k+m —n,
folgt dann aus der Wahrheit der Aussage, dass

B = {Uh"'avnaun-i-l;'"7uk7wn+17"';wm}

36In diesem Kapitel betrachten wir nur endliche, ab § 16 auch unendliche Linearkombinationen,
aber immer innerhalb eines festen endlich-dimensionalen Vektorraums.
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eine Basis von U + W ist. B ist aber offensichtlich Erzeugendensystem, zu zeigen
bleibt also lineare Unabhéngigkeit: Ist3”

n k m
=1

i=n-+1 i=n—+1

so ist der Vektor

n k m
i=1

i=n+1 i=n-+1

sowohl in U als auch in W enthalten. Er liegt innerhalb von W also im Unterraum
UNW C W und muss sich demnach als Linearkombination nur der v; darstellen
lassen. Es folgt v, = 0 firi =n+1,...,m. Also ist X = 0, auch als Element von U
betrachtet und daher 5; =0 firi=n—+1,...,kund o, =0 fliri=1,...,n. ]

§10 Basen, Matrizen, Determinanten

Die abstrakten Betrachtungen des letzten § scheinen zunéchst wenig dartiber aus-
zusagen, welche endlich-dimensionalen Vektorrdume es ausser dem K™ noch gibt,*®
wie sie zu konstruieren wéren, bzw. wie man tiberhaupt, bevor man nach einer Basis
sucht, entscheiden soll, ob ein gegebener Vektorraum endlich erzeugt ist oder nicht—
Es sei denn (sieche Kor. 9.26) es handelt sich um einen (dann beliebigen) Unterraum
eines endlich erzeugten Vektorraums! Wir entdecken hier die entsprechenden Verfei-
nerungen des Steinitzschen Austauschsatzes 9.14, und ihre praktische Anwendung
zur Losung mehrerer grundlegender Rechenaufgaben der linearen Algebra. Weitere
Konstruktionen von und mit endlich-dimensionalen Vektorrdumen folgen in §12.
Fiir die konkreten Rechnungen verwenden wir Matrizen und deren in Def. 5.12
eingefithrte Multiplikation.?® Dabei ist es niitzlich sich vor Augen zu fithren, dass
* Die definierende Vorschrift: Der (h, j)-te Eintrag des Produkts C = A-B = (c") €
Matm (K) einer Matrix A = (a?) € Mat;,(K) mit einer Matrix B = (b)) €
Mat,,xpm (K) ist die Summe der Produkte der Eintriage aus der h-ten Zeile von A
und der j-ten Spalte von B auch kompakter formuliert werden kann als
* Die h-te Zeile von C (der Lénge m) ist eine Linearkombination der Zeilen von B
mit den Eintrdgen der h-ten Zeile von A als Koeffizienten (“Zeile mal Spalte”)
bzw.
* Die j-te Spalte von C (der Hohe ) ist eine Linearkombination der Spalten von A
mit den Eintrdgen der j-ten Spalte von B als Koeffizienten (“Speile mal Zalte”).
« der Spezialfall m = 1 der Multiplikation eines Spaltenvektors mit einer Matrix
“von links” entspricht;

3TWir konnten hier schon feststellen, dass die Elemente von B paarweise verschieden sind.
Ansonsten zeigten wir einfaches etwas starkeres.

38 Auch der anfangs etwas mysteriose Raum der Funktionen auf einer endlichen Menge ist fiir
eine gegebene Abzdhlung X ~ {1,...,n} nichts anderes als F(X, K) = {(v;)i=1,...,

39Matrizen werden ab jetzt kalligraphisch notiert, um sie besser von Mengen/Tupeln von Vek-
toren eines (abstrakten) Vektorraums zu unterscheiden.
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x Der Spezialfall | = 1 der Multiplikation eines Zeilenvektors mit einer Matrix “von
rechts” entspricht;

* wir aufgrund der Indexplatzierung unter der Einsteinschen Summenkonvention
das Summenzeichen bald weglassen kénnen und schreiben:

!t =d} b, (10.1)

Basisfinden

Problemstellung: Gegeben (Spaltenvektoren) vy, ..., v, € K" als Erzeugendensys-
tem £ = (v;) eines endlich-dimensionalen Vektorraums U = span(F) C K", finde
eine Basis von U und bestimme dessen Dimension.

Idee: Wir modifizieren E, zum Unterschied von Prop. 9.14 diesmal ohne U zu ver-
andern, solange bis wir sie auf eine offensichtlich maximal linear unabhangige Teil-
menge reduzieren konnen.

Beobachtungen: e Der von E erzeugte Unterraum andert sich nicht, wenn wir

I[. Jede Nennung des Nullvektors aus der Liste streichen: Er trégt zu Linearkombi-
nationen gar nicht bei;

I1. Zwei Vektoren vertauschen: Das ist offensichtlich;

III. Einen der Vektoren durch ein nicht-triviales skalare Vielfache ersetzen: Ist \ €
K* =K\ {0}, und 1 <7 <m, so gilt

Z Oéjl)j = %(/\Uz) + Z OéjUj (102)
j=1

JF

d.h. (v1,...,Av;, ..., v,) ist genauso ein Erzeugendensystem wie E.

IV. Ein Vielfaches eines Vektors zu einem anderen dazuaddieren: Ist 1 < i; <9 <m
und A\ € K so gilt

Z QU = (ail - )‘O‘iz)UZi + Qi (vi2 + /\Uh) + Z Q;Vj (103)
Jj=1 JFi1,02
d.h. (vy,..., 05, + Aviy, ..., v,) ISt genauso ein Erzeugendensystem wie F.

e Andererseits ist die lineare Unabhéngigkeit unmittelbar einfach einzusehen, wenn
die Matrix &€ = (vzj) i=1,.,n € Maty,xm(K), die aus der Darstellung v; = v%e; der
=

v; als Linearkombination der Standardbasis des “umgebenden” K" (m.a.W.: den v;
als Spaltenvektoren) gebildet wird, in sogenannter holldndischer Stufenform ist, d.h.
formal: Es existieren Zahlen 1 <k <mund 1 <) <iy < -+ < i <n so dass

(i) v, = 0 falls j > k oder falls j < k und 7 < i;

(ii) v # 0
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Anschaulich:
0 0 0 0
E= vaJﬂ 0 (10.4)
é
’U:71L v:g O

Begriindung: Aus 0 = Z;”Zl dvj = E?Zl o’v; folgt durch Betrachten des i;-ten
Eintrags wegen v’} # 0, dass o' = 0, sodann durch Betrachten des io-ten Eintrags
a? = 0, etc. bis o® = 0. Die ersten k Spalten von & sind also linear unabhiingig. Die
Zahlen vlj # 0 fur j =1,...,k heissen Pivot-Elemente der Stufenform.

Losung: (Gauss-Algorithmus zur Herstellung der Stufenform) Wir nutzen die Trans-
formation II-1V von S. 61, die als Operationen auf Matrizen elementare Spaltenum-
formungen genannt werden.

1. Schritt: Setze i; = “kleinstes i, so dass 35 : vij = 0”. Tausche entsprechende Spalte
mit der ersten.

2. Schritt: Addiere fiir alle j > 1 das —vijl / v'!-Vielfache der ersten Spalte zur j-ten
dazu. Sodann hat &£ bis einschliesslich zur i;-ten Zeile die gewtinschte Form.
3.Schritt: Stelle die erste Spalte zur Seite und wiederhole das Verfahren (sinngeméss)
fiir die verbliebene Matrix.

Ergebnis: Die ersten k Spalten der umgeformten Matrix £ sind eine Basis des von
den urspriinglichen m Vektoren aufgespannten Unterraums des K™.

Beispiel:

0 1 1 -1 1 1 0 -1 1 0 0 -1
0O 0 0 O 0 0 0 0 0 0 O
V14>V3 V24—V2—V1
-2 -1 0 1 ey 1) =1 =2 ey 1) =1 =201
2 2 1 0 1 2 2 0 1 1 2 0
-2 2 3 -1 3 2 -2 -1 3 -1 =2 -1
10 0 0 1 0 00
0 0 0 0 0 0 00

V44—v4+v1 V34—v3—2v2
ey 1) -1 =2 1] e |0 -1 01
1 1 2 1 1 1 01
3 -1 =2 2 3 -1 0 2
1 0 00 1 0 00
0 0 0 O 0 0 0O
V44—V4+V2 V34>V4
e 1) -1 0 0O [0 -1 0 0
1 1 0 2 1 1 20
3 -1 0 1 3 =1 1 0

(10.5)

40Tatsichlich bendtigen wir hier zunéchst nur II und IV.
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Der von den Spalten der Ausgangsmatrix aufgespannte Unterraum des K° hat also
Dimension 3 (und zwar auch wenn 2 = 0 € K, haha).

Ambiguitdten: Der Gausssche Algorithmus héngt (in dem als ersten angegebenen
Schritt) bereits von Wahlen ab (ndmlich welche der Spalten mit vijl # 0 wir mit der
ersten tauschen). Ausserdem konnen wir aus dem Ergebnis mit weiteren Operationen
der Art II, IIT und IV andere Basen von U konstruieren. Keine davon ist a priori
ausgezeichnet.

Nachste Frage: Wie stehen verschiedene Basen allgemein zueinander in Beziehung,
und wie sieht die “Menge aller Basen” eines festen Vektorraums genau aus?

Basiswechsel

Definition 10.1. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit dim V' = n, und
B = (by,...,by,) eine Basis* von V. Ist C = (cy,...,c,) eine weitere Basis von V,
so heisst die aus den Koeffizienten der Darstellung*? der ¢; als Linearkombination
von B,

=1

gebildete Matrix, .
Spe = (Ug)i,jzl,...,n (10.7)

die Basiswechselmatriz von B zu C.*3

Lemma 10.2. (i) Ist v € V, v = v'b; seine Darstellung als Linearkombination von
B, und v = wic; seine Darstellung als Linearkombination von C, so gilt

v’ =o'’ (10.8)
(ii) Die Basiswechselmatriz von B nach C' ist invertierbar, und es gilt
(Spe) ™" = Sos (10.9)
(iii) Ist D = (dy, . ..,d,) eine dritte Basis von V', so gilt

Sgp = SpcScp (10.10)

In Worten: Die Basiswechselmatrix enthélt einerseits die Koordinaten der Elemen-
te der “neuen” Basis beztiglich der “alten” (Gl. (10.6)) und drickt andererseits fiir
beliebige Vektoren deren “alte” Koordinaten durch die “neuen” aus (Gl. (10.8)).%
Beachte auch noch einmal, dass die Matrix Sgc zwischen beliebigen Basen eines
“abstrakten” Vektorraums vermittelt. Zur Identifikation mit dem K™ kommen wir
erst in §11 wieder zurtick.

“Die runden Klammern zeigen an, dass wir uns von nun an fiir geordnete Basen (endliche
Familien) interessieren. Dies ist im Zusammenhang mit Matrizen natiirlich.

42Djese Darstellung existiert und ist eindeutig geméss Lemma 9.18.

43Die Umschreibung am Ende von (10.6) verbindet die Einsteinsche Summenkonvention (10.1)
mit der Vereinbarung vor Beispiel 9.2.

44 Aus diesem Grund scheint es manchen Autoren natiirlicher, nicht Spc, sondern Scp als
“Basiswechselmatrix von B nach C” zu bezeichnen. ymmv
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Beweis von 10.2. (i) Aus
v="bp' = cu’ = b,»aijwj (10.11)

folgt durch Koeffizientenvergleich (d.h., wegen der Eindeutigkeit der Darstellung von
v als Linearkombination von B) unmittelbar Gl. (10.8).

(ii) Es seien 77 fiir i,j = 1,...,n die Eintrige von Sgg. Dann gilt also

und daraus folgt durch Koeffizientenvergleich

. 1 falls k=1
o7l = ok = { A= (10.13)
0 sonst

(Kronecker-Delta), gleichbedeutend mit SpcScp = I,,. Ebenso folgt ScpSpe = I,
und daraus die Behauptung.

(iii) Wir schreiben Scp = (pjé)mzlwn und Szp = (7’2)”{:1 .... ‘
cj = biaij und dj, = ¢;p), durch Einsetzen dj, = bicrijpjk = b7}, wo T} = aijpjk durch
Koeffizientenvergleich. Das heisst genau Sgp = SpcScp. O

.- Dann folgt aus

Leichte Varianten:

Lemma 10.3. Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum und B = (by, ..., by)
eine Basis von V.
(i) Eine Familie C' = (cq,...,c,) von n Linearkombinationen von B,

¢; = b (10.14)

ist genau dann eine Basis von V, wenn die Matriz S = (J’j)ir

-----

d.h. invertierbar ist.

(it) Fir jede Matriz S € GL(n,K) existiert genau eine Basis C von V' so, dass
Spc=S.

Beweis. Ubungsaufgabe [

Problemstellung: Wie berechnen wir die neuen Koordinaten aus den alten, oder aqui-
valent dazu, wie sieht die alte Basis als Linearkombination der neuen aus?

Idee: Wir nutzen die vom Basisfinden her bekannten Umformungen, angewandt auf
die Basiswechselmatrix Spo. Genauer:

1. Die Basis B ist genau dadurch charakterisiert, dass ihre Darstellung in der Basis
B sehr einfach ist (ndmlich gerade durch die Einheitsmatrix gegeben). Die Aufgabe
besteht also darin, die Basis C' im Hinblick darauf abzuéndern, dass ihre Darstellung
in der Basis B moglichst “einfacher” wird.

2. Dabei fithren wir (zum Unterschied von S. 61) dariiber Buch, welche Umformungen
wir vorgenommen haben um “C' zuriick zu B zu bringen”.
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Beobachtung: Die Operationen II, III, IV entsprechen als elementare Spaltenumfor-
mungen der Matrixmultiplikation von rechts mit den folgenden “elementaren Spal-
tenumformungsmatrizen”, zur Abkiirzung auch Elementarmatrizen genannt (vgl.
die Beschreibung der Matrixmultiplikation auf S. 60), Hintereinanderausfithrung
der Matrixmultiplikation. Namlich:

II. Vertauschen von c¢;; mit c;,:

i1 i2
1 0 0
0 0 1 0|4
Poig=11 . 0 00 (10.15)
0 1L - 0 -+ 0]
O --- 0 --- 0 --- 1

IIT. Multiplikation von ¢; mit \ # 0:

~.

1 0 0
Qi(A) =10 - A - 0 (10.16)
0 0 1
IV. Addition von A¢;, zu ¢;,:
11 ’ig
1 0 0
0 1 A 0 11
Ripy(N) = 0 o0 0 0 (10.17)
0 0 1 01 i
0 -+ 0 --- 0 --- 1

Jede Elementarmatrix kann als eigenstidndige Basiswechselmatrix interpretiert wer-
den. Dass sich dabei die Koordinaten jeweils mit der Inversen transformieren, ist be-
reits in (10.2) und (10.3) sichtbar. Es gilt doch (P;,5,) ™" = Pisy, (Qi(N)) ™! = Q;(1/X)
und (Ri1i2(>‘))71 = Rum(_/\))

Losung: Stelle mit Hilfe des auf S. 61 beschriebenen Gaussverfahrens Stufenform her.
Dabei miissen alle Stufen Hohe 1 haben, sonst wére C' keine Basis gewesen, genauer:
Der von C' aufgespannte Unterraum hétte Dimension S n. Dies folgt aus den gleichen
Uberlegungen wie unter Gl1. (10.4), mit dem Unterschied, dass wir nicht beziiglich der
Standardbasis des K", sondern der vorgegebenen Basis B von V' argumentieren. Wir
konnen dann durch Umformungen vom Typ IV auch unterhalb der Diagonalen alles
freirdumen und (entweder davor oder danach) die Pivot-Elemente mit Umformungen
vom Typ II auf 1 normieren.
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Ergebnis: Wir haben Spe auf die Einheitsmatrix umgeformt. Das Produkt der be-
nutzten Spaltenumformungen ist gerade die inverse Matrix S¢p.

Beispiel: Die Buchfithrung besteht in der gleichzeitigen Anwendung der Spalten-
umformungen auf die darunter geschriebene Einheitsmatrix. Dass die angegebene
Matrix tatséchlich einen Basiswechsel darstellt, mithin invertierbar ist, “entdecken”
wir im Laufe der Rechnung. (Determinanten geben ein a priori Kriterium, siehe

unten.)*

1 1 2 1 0 2 1 0 0
01 2 0 1 2 0 1 2

1 1 —1 Lsasa, 1 0 —1] e3¢cz3—2a 1 0 -3 Latoesz2e
1 0 0 1 -1 0 1 -1 =2
01 0 0 1 0 0 1 0
00 1 0 0 1 0 O 1

1 0 0 1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0 0 1 0
1 0 =3 ew<—/3 |1 0 1 Lsaze, 0 0 1
1 -1 0 1 -1 0 1 -1 0
0o 1 =2 0 1 %1 —1§ 1 %1
0 O 1 0 0 —3 3 0 —3

(10.18)

Variante: Der obige Algorithmus berechnet Sgp als “Rechtsinverse” von Sge durch
Spaltenumformungen entsprechenden Anderungen der “neuen” Basis, C. Stattdessen
konnte man auch auf die Idee kommen, die “alte” Basis, B, abzuidndern, um die
Darstellung von C' zu vereinfachen. Hierzu stellen wir fest:

1. Die Basis C ist genau dadurch charakterisiert, dass in ihr die Darstellung der
Basis C sehr einfach ist (ndmlich durch die Einheitsmatrix gegeben).

2. Transformationen von B vom Typ II, III, IV auf S. 61 entsprechen auf der Ebene
der Basiswechselmatrix elementaren Zeilenumformungen, und diese wiederum der
Multiplikation mit den Elementarmatrizen (10.15), (10.16) (10.17), von links.

3. Wenn wir bei der Herstellung der Zeilenstufenform einer Nullzeile begegneten, so
ware dies ein Signal dafiir, dass die entsprechende Linearkombination von B sich
nicht durch C darstellen liesse, dass also C' keine Basis gewesen wire.

4. Wegen der Gleichheit von Links- und Rechtsinverser (unter der Voraussetzung,
dass beide existieren) muss das Produkt der elementaren Zeilenumformungen wieder
Scp ergeben.

45Erklarung der Notation: Im ersten Schritt wird die erste Spalte von der zweiten abgezogen.
Dies entspricht der Multiplikation mit Ry2(—1) (von rechts), und dem Basiswechsel (¢1, é2,¢3) =
(c1,¢2—cq,c3). Das heisst nach diesem Schritt geben die Spalten der oberen Matrix die Darstellung
der Basis (¢1, 2, ¢3) beziiglich der Basis (by, ba, ba).
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Im Beispiel:4°
12 100 by —sby—bs 12 100 bo—rbo—b1
012 |01 0|01 2 0 10
11 -1/0 0 1 00 =3]—-1 01
100 =10 b3—bs+2b2/3 100 -0 bs——bs/3
0120 1 02010 |2 1 2|
00 —3/—-1 0 1 00 =3]-1 0 1
1001 -1 0
2 2
00 1] 3 —3
(10.19)
Probe:
11 2 1 -1 0 1 -1 0 11 2 1 00
01 2 _% 1 % - _§ 1 % 01 2 |=(010
1 1 —1 % 0 _% % 0 —% 11 -1 001
(10.20)

Determinantenkalkiil

Die Anwendung des Basiswechselalgorithmus auf beliebige Matrizen S € Mat,,(K)
schliesst “erfolgreich” (d.h., mit der inversen Matrix S~!), falls S urspriinglich inver-
tierbar war. Andernfalls scheitert er, wenn namlich die Stufenform eine Nullspalte
enthélt (oder die Zeilenstufenform eine Nullzeile).*” In der Praxis ist dies schon recht
effizient, fir theoretische Zwecke ist ein a priori, notwendiges und hinreichendes,
Kriterium fiir Invertierbarkeit und eine explizite Formel fiir die Inverse manchmal
ebenso niitzlich.

Vortiberlegungen: Wir formulieren zunéchst die obigen Ergebnisse um zu Aussagen
iiber Mat,, (K'). Die Interpretation von GL(n, K) als Basiswechselmatrizen eines n-
dimensionalen Vektorraum ist dabei nicht mehr essentiell, aber immer noch sehr
niitzlich, und man darf insbesondere an V' = K™ denken.

Lemma 10.4 (Aquivalenz von Links- und Rechtsinvertierbarkeit*®). Angenommen,
die Matrizen S = (Oij)i,jzl,...,n € Mat,(K) und T = (7%) € Mat,,(K) erfillen
ST =1,. Dann gilt auch TS = 1I,,.

Beweis. Essei (€;)i=1,..n die Standardbasis des K™ aus Gl. (9.25) und C' = (¢;)j=1,..n
die Familie von Vektoren, definiert durch®’

ij=1,...n

¢; = e (10.21)

46Erklarung der Notation: Im ersten Schritt wird die erste Zeile von der dritten abgezogen.
Dies entspricht der Multiplikation mit Rs;(—1) (von links), und dem Basiswechsel (b1,b,b3) =
(b1 — b3, ba, b3). Das heisst nach diesem Schritt geben die Spalten der linken Matrix die Darstellung
der Basis (c1, ¢a, ¢3) beziiglich der Basis (by, by, bs).

4"Dies folgt speziell aus Lemma 10.3: Ist die Matrix nicht invertierbar, so ist C' keine Basis, und
daher weder ein Erzeugendensystem (= Nullzeile in der Zeilenstufenform) noch linear unabhéngig
(= Nullspalte in der Stufenform).

48 Achtung, gilt so nur fiir (endliche!) Matrizen.

49 Achtung, psychologischer Trick: c; ist einfach die j-te Spalte von S.
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Dann gilt wegen O'ijTi = ¢, dass
e = ¢;T) (10.22)

Daraus folgt, dass C' ein Erzeugendensystem von K" ist, und damit aus Korollar
(9.25), dass C' eine Basis ist. Wegen Lemma 10.3 ist S invertierbar. Dann folgt
(Standardiiberlegung) aus ST = I,,, dass T = S~! und daraus TS = I,,. O

Lemma 10.5 (Kriterium fiir Invertierbarkeit). Eine Matriz ist genau dann inver-

tierbar, wenn sie Produkt von (endlich vielen) Elementarmatrizen der Form (10.15),
(10.16) und (10.17) ist.

Beweis. Elementarmatrizen sind invertierbar (s. S. 65), und daher auch ihre Produk-
te (s. Bemerkung unter Beispiel 5.4). Umgekehrt stellt der Basiswechselalgorithmus
die inverse Matrix einer invertierbaren Matrix als Produkt von Elementarmatrizen
dar, so dass die urspriingliche Matrix das Produkt der inversen Elementarmatrizen
(in der umgekehrten Reihenfolge) ist. Beachte: Die Darstellung als Produkt von Ele-
mentarmatrizen ist nicht eindeutig. Die Elementarmatrizen konnen hier entweder als
Zeilen- oder Spaltenumformungen aufgefasst werden. O]

Lemma 10.6 (Kriterium fiir Nicht-Invertierbarkeit). Fine (quadratische) Matriz
ist genau dann nicht invertierbar, wenn sie Produkt einer (quadratischen) Matriz
in Stufenform mit mindestens einer Nullspalte mit Elementarmatrizen “von rechts”
1St.

Beweis. Die Multiplikation einer Matrix mit Elementarmatrizen von rechts andert
nicht den von den Spalten aufgespannten Unterraum (dies war genau die charakte-
ristische Eigenschaft der Umformungen auf S. 61). Ausgehend von einer Matrix in
Stufenform mit Nullspalte(n) kann so keine invertierbare Matrix entstehen. Umge-
kehrt bringt der Gausssche Algorithmus eine nicht-invertierbare Matrix auf Stufen-
form mit Nullspalte(n) durch Multiplikation mit Elementarmatrizen (von rechts).
Durch Inversion der Elementarmatrizen folgt die Behauptung. O]

Lemma 10.7 ((Nicht-)Invertierbarkeit und Multiplikation von Matrizen). Fir alle
S,T € Mat,(K) gilt: ST ist genau dann invertierbar, wenn sowohl S als auch T
invertierbar sind.

Beweis. Die direkte Implikation (S,7 € GL(n,K) = ST € GL(n, K)) folgt aus
der Gruppenstruktur von GL(n, K) (Abgeschlossenheit unter Multiplikation). Um-
kehrung: Ist 7 nicht invertierbar, so ist nach Kriterium 10.6 7 Produkt einer Matrix
in Stufenform mit Nullspalte(n) mit Elementarmatrizen. Dann lésst sich S7 durch
Spaltenumformungen in eine Matrix in Stufenform mit Nullspalte(n) bringen und
ist damit nicht invertierbar. Analog geht’s (mit Zeilenstufenform), falls S nicht in-
vertierbar ist. [

Positionierung: Die Determinante ist (wie z.B. auch das Kreuzprodukt Gl. (8.19))
ein Beispiel fiir eine “alternierende Multilinearform”. Diese gehoren formal in den
Kontext der multi-linearen Algebra und spielen eine wichtige Rolle in der Integra-
tionstheorie und der Vielteilchenquantenmechanik. Wir definieren sie ad hoc und
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stellen den Zusammenhang zur Invertierbarkeit von Matrizen her tiiber die Invarianz

unter den elementaren Spaltenumformungen. Wir identifizieren hierfiir eine Matrix
1

o
J
S = (O-ij)i,jzl,...,n als Tupel S = (s1, ..., s,) ihrer Spaltenvektoren s; = | : | € K™
o
Definition 10.8. Die Determinante ist die Abbildung
det : Mat,(K) — K (10.23)
welche rekursiv in n wie folgt definiert ist:%
o Fiir n = 1: det(c}) :=0} € K
o Firn > 1: .
det S = det(sy,...,s,) 1= Z(—l)lﬂaz det S/ (10.24)

j=1

wobei S{ die Matrix ist, die aus S durch Entfernen der ersten Zeile und j-ten Spalte
entsteht, anschaulich:

1 1 1

2 2 2

. o “ e A P o

1 i n
Si=1. . L (10.25)

n n n

O’l DR J DR O’n

und det S{ durch Rekursionsansatz bereits definiert ist, da S; € Mat,,_1(K).

a b
det (c d) = ad — be

Beispiel.

1 1 1
01 05 03 2 2 2 2 2 2
o5 O oy o oy o
det [ 62 62 62| =o' det 2 3) — oL det 1 3) 4+ ol det 1 2
1 2 3 1 o3 o3 2 o3 o3 3 o3 o3
o3 o3 3 2 3 1 3 1 2

1 2
1.2 3 1 2 3 1.2 3 1.2 3 1.2 3 1.2 3
= 070503 — 070305 — 0507103+ 050307 + 030705 — 030507
(10.26)

(vgl. Spatprodukt (8.22))
Theorem 10.9. § € Mat,,(K) ist genau dann invertierbar, wenn detS # 0.
Eigenschaften der Determinante, die fiir den Beweis von Theorem 10.9 ausreichen.

Lemma 10.10. (i) Die Determinante ist linear in den Spalten: Fir allei =1,...,n
qilt, wenn s; = t; + au; mit t;,u; € K™ und a € K,

det(sy, ..., t; + aug, ..., 8,) = det(sy,...,t;, ..., 8,) +adet(sy, ..., u...,S)

SO0Fir n = 0: det () = 1.
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(7i) Die Determinante ist total anti-symmetrisch und alternierend beztiglich Spalten:
Fiir alle 1 <11 <19 <n gilt

det(...,Si, 0y Sip,.-.) = —det(..., S, ..., Si,...) (anti-symmetrisch) (10.28)
=0 falls s;;, = s;, (alternierend) (10.29)
(iii) det I, = 1
Beweis. (i) Bei der rekursiven Auswertung der Formel (10.24) ist der Summand
fir j = ¢, namlich (—1)'*"o} det Sy, offenbar linear in s;, da S/ nicht mehr von s;
abhéngt. Die Summanden fiir j # i hiangen von s; nur tiber det Sy ab, und diese
Abhéngigkeit ist nach Rekursionsvoraussetzung linear.

(ii) Wir bemerken zunéchst, dass (10.28) und (10.29) (fast) dquivalent sind: Mit
Hilfe der Linearitat folgt unter der Giiltigkeit von (10.29)

0=det(...,8 + Sigy---ySi; + Sipy...) =det(... Sy, .., Sip,...)+F

-~
=0

det(...,sil,...,sw,...)+det(...,si2,...,si1,...)—|—det(...,si2,...,si2,...z

~~
=0

(10.30)

d.h. det(..., 8,y Sip,...) = —det(..., Sy, ..., Siy,...). Umgekehrt folgt (10.29)
aus (10.28) via det(..., i, ..., Sy, ...) = —det(...,8;,...,8i,...) =0, wenn auch
nur fir 2#0 € K.

Nun folgt (10.29) fur benachbarte Spalten (is = iy + 1) wieder rekursiv aus
(10.24): Ist s;, = si,41, 50 gilt S/ = S/ und die Summanden fiir j = 4, und
71 + 1 heben sich gegenseitig auf, wahrend die iibrigen Summanden nach Rekur-
sionsvoraussetzung verschwinden, da sie zwei gleiche Spalten enthalten. Also gilt
auch (10.28) fur io = iy + 1. Weiter entfernte gleiche Spalten kénnen dann durch
Tauschen mit dazwischenliegenden bis auf Vorzeichen nebeneinander gebracht wer-
den. Dies impliziert (10.29) allgemein.

(iii) Dies folgt unmittelbar rekursiv aus der Definition. O

Lemma 10.11. (7) Bei Multiplikation mit Elementarmatrizen (10.15), (10.16),
(10.17) gilt:

det(SlDili2) = —detS
det(SQ;(N)) = Adet S (10.31)
det(SR”w(/\)) =detS

(i77) det(SE) = det S - det € fiir alle S € Mat,,(K) und alle Elementarmatrizen E.
(iv) Fir eine Matriz in unterer Dreiecksform,

A O - 0
x A -+ 0

S=\|. . . (10.32)
.

gilt det S = Ay - M-+ A,
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Beweis. (i) P, vertauscht zwei Spalten ~ nutze Antisymmetrie. Q;(\) multipli-
ziert eine Spalte mit A € K* ~» nutze Linearitdt. Fir R;;,(\) (Addition eines
Vielfaches einer Spalte zu einer anderen) nutzen wir Linearitét und Alternierung:

det(...,Siy, vy Si, T ASiy,...) =det(... S, o0y Siy,.-) FAdet(c. Sy, Siy, )

' (10.33)
(ii) Folgt mit S = I,, aus (i) und det I, = 1.
(iii) Unmittelbar aus (i) und (ii).
(iv) Unmittelbar rekursiv aus der Definition. O

Beweis von Theorem 10.9. Ist S invertierbar, so ist & nach Lemma 10.5 Produkt
von endlich vielen Elementarmatrizen. Nach Lemma 10.11 (iii) (mehrmals ange-
wandt) ist det S dann das Produkt der Determinanten der Elementarmatrizen, die
nach 10.11 (ii) alle nicht null sind.

Ist umgekehrt S nicht invertierbar, so ist det S nach Lemma 10.6 und Lemma
10.11 bis auf das Produkt der Elementardeterminanten gleich der Determinante
einer Matrix in Stufenform mit Nullspalte(n). Diese verschwindet nach 10.11 (iv),
bzw. alternativ wegen der Linearitéat. ]

Konsequenzen: Wie eingangs angekiindigt ist die wesentliche Eigenschaft der Deter-
minante ihr Transformationsverhalten unter Spaltenumformungen. Insbesondere ist
sie durch ihre Werte auf den Elementarmatrizen bereits vollstandig bestimmt.

Proposition 10.12 (Eindeutigkeit). Sei A : Mat, (K) — K eine Abbildung, welche
die Figenschaften (i), (ii) und (iii) aus Lemma 10.10 erfallt. Dann gilt A = det.

Beweis. Der Beweis von Lemma 10.11 (und Theorem 10.9) ldsst sich vollig ohne
direkten Verweis auf (10.24) fithren (inkl. Eigenschaft (iv), als Ubungsaufgabe). A
und det haben also die gleichen Werte auf allen Elementarmatrizen, und damit auf
ganz Mat,, (K). O

Bemerkung. Die Eigenschaften (i), (ii), and (iii) aus Lemma 10.10 reichen zur De-
finition der Determinante nicht aus, da die Darstellung einer Matrix als Produkt
von Elementarmatrizen nicht eindeutig ist. Die Unabhéngigkeit von der Wahl, und
damit die Existenz einer Abbildung mit den geforderten Eigenschaften, folgt erst
aus einer expliziten Formel.

Proposition 10.13 (Multiplikativitét). Fir alle Sy, ...,S,, € Mat,(K) gilt
det(Sy -+ - Sp) =detS; - ---det S, (10.34)
Fir alle S € GL(n, K) gilt
det(S7") = (det S) ™! (10.35)

Beweis. Es gentigt (10.34) fiir m = 2 zu beweisen. Ist detSy; = 0, dann ist S,
nicht invertierbar, und dann nach Lemma 10.7 auch §;Ss, mithin det(S;S;) = 0. Ist
det Sy # 0, so ist 8o Produkt von Elementarmatrizen und dann folgt die Aussage
aus Lemma 10.11 (iii). Gl (10.35) folgt dann mittels 1 = det ], = det(SS™!) =
det S - det(S*I). O
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Proposition 10.14 (Vollstandige Entwicklung nach Leibniz). Es gilt

n

det S = Z sgn() Hog(j) (10.36)

TES, J=1

wobei S,, = Bij ({1, 2,... ,n}) die symmetrische Gruppe aus Def. 5.5 bezeichnet, und
sgn : S, — {+1, =1} den sog. Signum-Homomorphismus (Erklirungen im Beweis).

Beweis. Wir schreiben die Spalten von S, s; = ¢, crijj als Linearkombinationen der
Standardbasis (9.25) des K. Dann folgt aus der Linearitét:

det(s1,...,s,) = Z Z e Z o'l oot det(ey, iy, - €4,) (10.37)

i1=1142=1 in=1

Da die Determinante verschwindet, wenn zwei Spalten gleich sind, tragen nur Sum-

manden bei, bei denen die i1,19,...,%, paarweise verschieden sind, wenn also eine
Bijektion 7 € S, existiert so dass Vj = 1,...,n : ¢; = m(j) (und jede solche Per-
mutation kommt genau einmal vor). Die Matrix & = (ex(1),- .-, €xr@)) ldsst sich

durch paarweises Vertauschen (Transposition) von Spalten auf I,, umformen, d.h.
ihre Determinante sgn(m) := det&; € {+1,—1} und der Beweis ist erbracht. Inter-
pretation: sgn(7) ist +1 wenn sich 7 als Komposition (Hintereinanderausfithrung)
einer geraden Zahl von Transpositionen darstellen lasst, und —1 wenn ungerade.
Die Unabhéngigkeit von der Darstellung folgt aus der Wohldefiniertheit der Deter-
minante. Es gilt auch: sgn(m; o m3) = sgn(m;) - sgn(ms) (Ubungsaufgabe). Alternativ
kann man zeigen (vorausgesetzt man weiss, dass sgn wohldefiniert ist), dass die For-
mel (10.36) die Eigenschaften aus Lemma 10.10 erfiillt und daher nach Proposition
10.12 gleich det sein muss. ]

Korollar 10.15. detS = det ST, wobei ST die transponierte® Matriz bezeichnet,
die aus S durch Spiegelung an der Diagonalen entsteht,

1 1 1 1 2
01 09 1+ Oy 01 03 01
O-?l 0'22 o .. O'gl T 0']2 0'22 ... 0'75
S=1. . , ~ S'=1" . _ (10.38)
n n n 1 2 n
01 0o =+ Oy Opn Oy On

Insbesondere ist die Determinante auch alternierend (und daher anti-symmetrisch)
in den Zeilen.

Bemerkung. Beachte, dass die Transposition mit ihrer “Verletzung der Hoch-/Tief-
stellungsregeln” etwas aus dem bisherigen Rahmen fallt.

Beweis. In jedem Faktor eines jeden Summanden von (10.36) gilt: ‘oberer Index‘ =
ﬂ(‘unterer Index‘), d.h. aquivalent ‘unterer Index’ = ﬂ_l(‘oberer Index‘), wobei
77l € S, die zu 7 inverse Permutation bezeichnet, und jeder obere Index und
jede (inverse) Permutation genau einmal vorkommt. Wegen

sgn(r7 ) = det £, 1 = det((&r)fl) = (det E})fl = det &, = sgn(m) (10.39)

51Sprachmissbrauch!!!
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folgt

n

Z sgn() HO’;U) = Z sgn(7) Haiﬂ,l(i) = Z sgn(§) Haig(i) (10.40)

€Sy, j=1 TSy i=1 €S, i=1
wo wir im letzten Schritt noch 7 = £~1 “substituiert” haben. O]

Proposition 10.16 (Allgemeine Entwicklung). Fir jedes k = 1,...,n und (alter-
nativ) l =1,...,n gilt

det S = Z(—l)kﬂa? det S (Entwicklung nach der k-ten Zeile)
o (10.41)
= Z(—l)”laé det S} (Entwicklung nach der I-ten Spalte)
i=1

wobei S} die (n — 1) x (n — 1)-Matrix ist, die aus S durch Entfernen der k-ten Zeile
und l-ten Spalte entsteht (vergleiche Bild (10.25)).

Beweis. Folgt aus der Antisymmetrie in Verbindung mit Korollar 10.15. ]

Korollar 10.17 (Sonstiges).

(i) det(81 . -Sm) = det(Sg(l) . -Sg(m)) fur alle £ € S,

(it) det((ST)™) = (det )™

(iii) (S-T)' =77 ST

(iv) S invertierbar < ST invertierbar und (ST)~! = (§71)T52
(v) det(aS) = a"det S fiir alle o« € K

(vi) Fir eine Matriz S € Mat,(K) in “unterer Blockform”

S 0 - 0
S=1. . . . (10.42)
x ok - S,
wo S, € Mat,, (K) firr=1,...,p und >.P_ n, =n gilt
p
det S = [ det S, (10.43)
r=1
Analog/bis auf Vorzeichen: “obere Blockform”/“permutierte Blockform”
Beweis. offensichtliche Ubungsaufgaben O]

52 Ich schreibe fiir diese auch “kontragredient” genannte Matrix gerne S~7. Es gilt (S- 7)1 =
ST.1°T,
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Anwendung zur expliziten Inversion von Matrizen

Definition 10.18. Die Adjunkte einer Matrix S = (o))

Matrix adj(S) = (53)1']':1 _ mit Eintrigen

€ Mat, (K) ist die

ij=1,..n

7 = (1) det S (10.44)

d.h. bis auf das “schachbrettartige” Vorzeichen steht in der i-ten Zeile und j-ten
Spalte von adj(S) die Determinante der Matrix, die aus S durch Entfernen der j-
ten Zeile und i-ten Spalte entsteht. (Die Indexstellung ist etwas vorteilhafter als bei
der Transponierten.)

Theorem 10.19 (Cramersche Regel). Fir alle S € Mat,,(K) gilt

S -adj(S) =adj(S)-S=detS- I, (10.45)

Beweis. .
o5 =Y (—1)"o’ det S} (10.46)

j=1

ist gerade die Entwicklung nach der k-ten Zeile der Determinante derjenigen Matrix,
die aus S entsteht, indem man die k-te Zeile mit der i-ten iiberschreibt (aber die i-te
Zeile unangetastet lasst; vgl. Prop. 10.16). Fir ¢ = £ ist dies gerade die Determinante
von S selbst, sonst kommt eine Zeile doppelt vor und die Determinante verschwindet.
Dies ergibt wie behauptet

o , detS fallsi =k
05l = det S - 5}, = { cho Jalsd (10.47)
0 sonst

Der Nachweis von SS = det S - I,, geht analog. O]

Korollar 10.20. Fir alle S € GL(n, K) gilt

1

= -adj(S 10.48
s adi(s) (10.48)

]

Beispiel. Eine 2 x 2 Matrix (CCL b) ist genau dann invertierbar, wenn ad — be # 0,

d

a b\ ! 1 d —b
(C d) - (_C ) (10.49)

Man mache die Probe jeden Morgen zum Friihsttick!

und in diesem Fall ist

Geometrische Deutung: Eine Basis B = (by, ..., b,) des euklidischen linearen Raums
R™ kann verwendet werden als Abbild eines linearen Koordinatensystems auf dem
“physikalischen Raum” aus §8. In dieser Interpretation gibt die Determinante der
aus den Koordinaten der b; = ( ;, cee 5?)T beziiglich der Standardbasis gebildeten
Matrix B = (ﬂlj) das orientierte euklidische Volumen des von den b; aufgespannten
n-dimensionalen Parallelotops (“Hyperspat”), vgl. Abbildung 8.2. Man kann auch
sagen: det B ist der “Riickzugsfaktor” der euklidischen Volumenform auf das durch
B definierte Koordinatensystem.

Skript Hohere Mathematik 1 74 4/20/2026 14:59



§11. LINEARE ABBILDUNGEN
§11 Lineare Abbildungen

Die Aussagen zur Existenz von Basen und die Beschreibung von Basiswechseln
beleuchten schon einigermassen die “innere Struktur” eines festgehaltenen Vektor-
raums. Zur Strukturtheorie gehort nun weiterhin

1. der Vergleich verschiedener Vektorraume mittels “strukturerhaltender Abbildun-
gen” (Morphismen);

2. die Konstruktion “neuer Vektorrdume aus alten”, und die Beschreibung der damit
einhergehenden “dusseren” Strukturen, wie etwa der Beziehungen zwischen einem
Vektorraum und seinen “Bauelementen”.

Diese Ideen spielten bereits eine Rolle bei der Erweiterung der Rechenbereiche in
Kapitel 2, und sind, geeignet interpretiert, auch zentral fiir den Vergleich mit realen
Gegebenheiten, wie er in §8 angedeutet wurde. Wie zuvor ist jetzt K ein festgehal-
tener Grundkorper, und man verpasst wenig, wenn man an K = Q, R oder C denkt.
Viele Aussagen sind nur fiir endlich-dimensionale Vektorraume wirklich schlagkréf-
tig; fiir unendlich-dimensionale Vektorrdume benétigt man weitere (topologische)
Struktur, siehe § 15 sowie HoMa 2 und 3.

Definition 11.1. Es seien V und W K-Vektorrdume. Eine Abbildung ® : V — W
(sc. der zugrundeliegenden Mengen )heisst linear falls fur alle v, vy, v3 € Vund o € K
gilt:

(i) ®(v1 +v9) = P(v1) + P(v2) (Additivitat)

(i) (- v) = a - ¢(v) (Homogenitét)

Hier stehen links die Operationen mit V' und rechts die mit W. Eine lineare Abbil-
dung heisst auch Homomorphismus von Vektorraumen. Wir schreiben Hom(V, W)
(zur Betonung manchmal auch Hom g (V, W) und reden von K-linearen Abbildungen
von K-Vektorraumen) fiir die Menge der linearen Abbildungen von V' nach W.

Ubungsaufgabe. Eine Abbildung ® : V' — W ist genau dann linear, wenn fiir alle
v, v € V und a € K gilt: (v + avy) = ®(v;1) + ad(ve).

Lemma 11.2. Sei ® : V. — W linear. Dann gilt
(i)Yo eV : ®(—v) = —D(v)
(ii) ®(0y) = Ow

k k
(7ii) Yy, ... v € Viag, ..., 0 € K - @(Zaim) = Zoziq)(vi)
i=1 i=1

Beweis. (i) folgt am schnellsten mit Hilfe Lemma 9.3 (ii) aus der Homogenitét (Def.
11.1 (ii)): @(—v) = ®((—1)-v) = (—1)-P(v) = —P(v). (ii) folgt aus (i) in Verbindung
mit der Tatsache, dass V' nicht leer ist, oder alternativ mit Lemma 9.3 (i) aus
®(0y) =P(0-0y) =0-P(0y) = Ow. (iii) per Induktion und Assoziativitét. O

Beispiele 11.3. 1. Fiir alle Vektorraume V, Wist & : V. — W, ®(v) := Oy fur alle
v € V linear, genannt die Nullabbildung. Hom(V, W) ist also in jedem Fall (auch
fir W = {0}) nicht leer.

2. Die Identitatsabbildung idy : V' — V ist linear.
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3. Fir jedesi =1,...,nist | : | — ¢’ eine lineare Abbildung K" — K.

Un

4. Ist V ein (nicht notwendig endlich-dimensionaler) Vektorraum und B eine Basis
von V, so ist fiir jedes b € B die Abbildung V' — K,

v — ‘Koeffizient v € K in der Darstellung von v als Linearkombination von B’
(11.1)
linear. Hierbei wird vereinbart, dass v* = 0 falls b nicht in der Darstellung von v
vorkommt (oder es wird darauf bestanden, dass b auf jeden Fall zu verwenden ist).
Wegen Lemma 9.18 ist dies wohldefiniert und linear. Beachte: Die Abbildung (11.1)
hangt im Allgemeinen nicht nur von b, sondern von der gesamten Basis B ab. Wird
b e B\ {b} durch b+ b ersetzt, so andert sich der Koeffizient v* zu v* — Av® (siehe
Diskussion zum Basiswechsel in § 10).
5. Ist V=K" W =K"und A = (ai)jzl
=1

.....

m € Mat,,«n(K) so ist die Abbildung

K" — K™,
1 1 1 1 1,
v aj -+ a, v a;v
v=| ‘| —Awv=1| 1 . = : (11.2)
n m m n m,,t
v ay a, v a;'v

linear. Dies folgt (nach einer geeigneten Umordnung des Alphabets) aus den Re-
chenregeln fiir Matrizen aus Proposition 5.13.

6. Auf dem Vektorraum der Funktionen F(X, K) auf einer beliebigen Menge X
ist fir jedes z, € X die Auswertungsabbildung f +— f(z.) linear. Dies folgt direkt
aus der Definition (9.4) der Vektorraumstruktur auf (X, K). Fir endliche Mengen
(oder nach Einschrinkung auf 71(X, K)) gibt die Auswertungsabbilung bei z, € X
den Koeffizienten von d,, in der Basis (J,).ex, siehe (9.27), als Beispiel fir (11.1).
7. Diese Uberlegungen gelten insbesondere fiir Polynome. Fiir festes p, € K|[z] ist
zwar die Abbildung K — K, x — p.(x) im Allgemeinen nicht linear. Fur festes
z, € K allerdings ist K[z] — K, p — p(x.) eine lineare Abbildung.

Allgemeine Struktur linearer Abbildungen
e Lineare Abbildungen sind vertréglich mit dem Konzept des linearen Unterraums.

Lemma 11.4. Sei ® € Hom(V, W) und U C V ein UVR. Dann ist auch ®(U) C W
ein UVR. Insbesondere ist das (mengentheoretische) Bild von ganz V (siehe Def.
4.5), ab jetzt geschrieben als

m(@)={weW|FveV :ov)=w}CW (11.3)
ein UVR von W.

Beweis. U ist nicht leer, also auch ®(U). Ist w; = ®(uy) und wy = P(uz), so ist
CD(ul + /BUQ) =w + BU)Q. O

e Eine neuartige Konstruktion, die von der (additiven) Gruppenstruktur des Wer-
tebereichs abhéangt:

Skript Hohere Mathematik 1 76 4/20/2026 14:59



§11. LINEARE ABBILDUNGEN
Definition 11.5. Sei & € Hom(V, W). Dann heisst

ker(®) :={veV|®Ww)=0p}CV (11.4)
der Kern von ®.

Proposition 11.6. Sei ® € Hom(V,W). Dann gilt:
(i) ker(®) ist ein UVR von V.
(ii) @ ist injektiv genau dann wenn ker(®) = {0y }.5

Beweis. (i) ®(0y) = Ow, also ist ker(®) # 0. Ist ®(v1) = O und P(v2) = Ow,
a € K, so gilt auch ®(v;+awvy) = ®(vy)+aP(vy) = Ow, d.h. ker(P) ist abgeschlossen
unter Addition und Skalarmultiplikation.

(ii) ® ist per Definition injektiv wenn fur alle v1,vo € V: ®(v1) = ®(v2) = v = vs.
Dies ist genau dann der Fall wenn ®(v; — vy) = Oy = v; — vy = Oy, oder anders
gesagt wenn v; — vy € ker(®) = v; — vy = Oy, d.h. wenn ker(®) = {0y }. O

Definition 11.7. Die Dimension des Bildes heisst Rang einer linearen Abbildung,
die Dimension des Kerns heisst Defekt (alternativ: Nullitat)

rang(®) := dim(im(P)), defect(®) := dim(ker(P)) (11.5)

Bemerkung. Wegen 11.4 und 9.26 ist dim W < oo eine hinreichende (aber nicht
notwendige) Bedingung fiir die Endlichkeit von rang(®). In dhnlicher Weise ist we-
gen 11.6 dim V' < oo eine hinreichende (aber nicht notwendige) Bedingung fiir den
Endlichkeit von defect(®).

e Vektorraume induzieren in natiirlicher Weise Strukturen auf den Mengen ihrer
Homomorphismen.

Lemma 11.8. (i) Sind V., W K-Vektorrdume, so ist Hom(V, W), ausgeristet mit
den punktweise Verknipfungen (®1+P2)(v) := &1 (v)+w P2(v), (a-P)(v) := a-P(v),
ebenfalls ein K -Vektorraum.

(it) Ist X ein weiterer K-Vektorraum, ® € Hom(V, W) und ¥ € Hom(W, X), so
ist auch W o ® : V. — X linear. Es gilt ¥ o (&1 + ady) = Vo & + a¥ o &y,
(U1 + U)o P =V 0P+ fUy0d.

(7ii) Ist & € Hom(V, W) invertierbar (als Abbildung der zugrundeliegenden Mengen),
so ist auch ihre (mengentheoretische) Inverse ®=* linear.

(iv) (Hom(V, V), +,0) ist ein unitirer Ring (mit Eins gleich Identititsabbildung).

Beweis. (i) und (ii) folgen durch Ausschreiben, (iv) unmittelbar aus (i) und (ii).
Die (leicht nicht-triviale) Linearitdt der Umkehrabbildung folgt aus der Tatsache,
dass @~ (wy) + SP ! (wy) unter ® auf wy + Bwy abgebildet wird, also bereits das
mengentheoretische Urbild ist, so dass gilt @~ (w;+Bws) = @71 (wy)+BP (wy). O

e Damit assoziierte Sprachregelungen:

53Man halte bei dieser dramatischen Vereinfachung wenigstens kurz inne: Fiir den Nachweis der
Injektivitit einer linearen Abbildung (wie zu gegebener Zeit auch anderer Gruppenhomomorphis-
men) geniigt der Test an einem einzigen Element.
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Definition 11.9. Eine lineare Abbildung ® € Hom(V, W) heisst

(i) Epimorphismus, falls ® surjektiv ist, d.h. im(®) = W;

(ii) Monomorphismus, falls ® injektiv ist, d.h. ker(®) = {0y };

(iii) Isomorphismus, falls ® bijektiv ist, d.h. im(®) = W und ker(®) = {0y };

(iv) Endomorphismus, falls V' = W. Schreibweise: End(V') = Hom(V, V);

(v) Automorphismus, falls V' = W und & bijektiv. Symbol: Aut(V) oder auch
GL(V), aufgefasst als Einheitengruppe von (Hom(V, V), +,0).

Wir sagen, zwei Vektorraume V' und W seien isomorph (zueinander), falls ein Iso-
morphismus V' — W existiert. Wir schreiben hierfiir V' ~ W. Beachte, dass es
zwischen isomorphen Vektorrdaumen im Allgemeinen mehrere Isomorphismen gibt,
und normalerweise keiner davon ausgezeichnet ist. Einen Isomorphismus, der “nicht
von irgendwelchen sonstigen Daten oder Wahlen abhangt” nennt man natdirlich oder
kanonisch.>*

Lemma 11.10. Isomorphie von Vektorrdumen ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis. Wir miissen drei Dinge tiberpriifen (siche Def. 3.5). Reflexivitat: idy : V —
V' ist ein Isomorphismus. Symmetrie: Ist ® : V' — W ein Isomorphismus, so auch
O~ : W — V (Lemma 11.8 (iii)). Transitivitat (Verschirfung von Lemma 11.8 (ii)):
Sind ®:V — W und ¥ : W — X Isomorphismen, so auch Vo ® :V — X. ]

e Diese Eigenschaften lassen sich mit Hilfe der in § 9 eingefiithrten Begriffe bequem(?)
umformulieren und testen.

Lemma 11.11. Sei ® € Hom(V, W). Dann gilt fiir jede Menge oder Familie F' von
Vektoren in V: ®(span(F)) = span(®(F)).

Bemerkung. Hier bezeichnet fiir eine Familie F' = (v;);e; ®(F) = (@(vi))ig die
Komposition der indizierenden Abbildung mit ®.

Beweis. Folgt sofort aus Lemma 11.2 (iii) O

Lemma 11.12. Fir alle ® € Hom(V, W) sind dquivalent:
(i) ® ist surjektiv.
(ii) Fir jedes Erzeugendensystem E von V ist ®(E) ein Erzeugendensystem von W.

(iii) Es existiert ein Erzeugendensystem E von V' so, dass ®(E) ein Erzeugenden-
system von W 1ist.

Beweis. Da jeder Vektorraum sich selbst erzeugt, geniigt es zu zeigen, dass aus der
dritten Aussage die erste, und aus der ersten Aussage die zweite folgt.

54 Das ist natiirlich keine Definition, sondern bestenfalls eine “Vereinbarung” im Sinne von 1.1,
1.2, 1.3, 2.1 aus der Einleitung. In der hoheren Mathematik (Kategorientheorie etc.) spielt der
Begriff der “Natiirlichkeit” eine zentrale Rolle, seine Definition ist aber um einiges komplizierter,
wahrend der Begriff “kanonisch” seine dubiose Aura nie vollig verliert, siehe etwa diese Mathover-
flow Diskussion. Wir werden diese Vokabeln so oder so nur spéarlich verwenden. Im Kontext von
Vektorrdumen bedeutet Natiirlichkeit im Wesentlichen “unabhéngig von der Wahl einer Basis”.
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von W ist, so folgt unter Benutzung von Lemma 11.11
(V) = ®(span(E)) = span(®(E)) = W (11.6)

d.h. ® ist surjektiv.

mit Lemma 11.11
span(®(E)) = ®(span(E)) = @(V) =W (11.7)
d.h. ®(E) ist Erzeugendensystem von W. O

Lemma 11.13. Fir alle ® € Hom(V, W) sind dquivalent:
(i) ® ist injektiv.
(ii) Fir jede linear unabhingige Menge F C V ist ®(F) C W linear unabhdingig.

Beweis. Ist ® injektiv, ' C V linear unabhangig, wy,...,w, € ®(F) paarweise
verschieden, und f,...,0, € K mit ) . Biw; = Oy, dann existieren vy,..., v, €
V mit w; = ®(v;) fir alle ¢ und paarweise verschieden. Aus der Linearitat folgt
QD(ZZ ﬁivi) = Oy und damit aus der Injektivitat ). B;v; = Oy. Wegen der linearen
Unabhéngigkeit von F' muss 3; = 0 sein fur alle ¢ = 1,..., k. Das heisst ®(F') ist
linear unabhéangig.

Sei umgekehrt fiir jede linear unabhéangige Menge F' C V auch ®(F) C W linear
unabhéngig. Da fiir alle v € V'\ {0y } die ein-elementige Menge {v} linear unabhéngig
ist, kann ®(v) nicht gleich Oy sein. Also ist ker(®) = {0y}, d.h. ® ist injektiv (s.
Proposition 11.6).

Beachte, dass es (natiirlich) fir die Injektivitdt nicht ausreicht, wenn das Bild
einer (einzelnen) linear unabhédngigen Menge linear unabhéngig ist. ]

Proposition 11.14. Fir alle ® € Hom(V, W) sind dquivalent:

(i) ® ist bijektiv.

(i) Fir jede Basis B von V ist ®(B) eine Basis von W.

(iii) Es ezistiert eine Basis B von' V' so, dass ®|p injektiv ist und ®(B) eine Basis
von W.

(iv) Fir jede Basis B von V ist ®|g injektiv und ®(B) eine Basis von W, d.h. ®
bildet jede Basis von V bijektiv auf eine Basis von W ab.

11.12 Erzeugendensystem von W und nach Lemma 11.13 linear unabhéngig, also
eine Basis von W.

b_elﬁ)i—g_e Basis B von V' ®(B) Erzeugendensystem von W, also ist ® surjektiv. Ist
v € V\ {0y}, so existiert nach Proposition 9.19 eine Basis B von V mit v € B. Dann
kann ®(v) € ®(B) nicht gleich Oy sein, sonst wire ®(B) nicht linear unabhingig.
Also ist @ injektiv.

fést_zugaiten, dass aus der Bijektivitdt von ® die Injektivitat auf jeder Teilmenge
folgt.
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W, so ist wegen Lemma 11.12 ® zundchst surjektiv. Ist ®(v) = Oy mit Darstellung
v =) . a;b; als Linearkombination von B mit b; paarweise verschieden, so sind wegen
der Injektivitdt von ®|p die ®(b;) paarweise verschieden und daher . o;®(b;) die
eindeutige Darstellung von ®(v) = Oy als Linearkombination von ®(B). Es folgt
a; = 0 fiir alle 7, und daraus v = 0y. Also ist ® injektiv. O]

e Fir die Praxis ist auch die Existenz und effiziente Konstruktion von linearen
Abbildungen mit Hilfe von Basen von Bedeutung.

Proposition 11.15 (Lineare Fortsetzung). Es seien V und W zwei K - Vektorrdume
und F C V linear unabhdngig. Dann existiert fir jede (mengentheoretische) Abbil-
dung ¢ : F' — W eine lineare Abbildung ® : V — W so, dass ®|p = ¢. Ist F = B
eine Basis von V', so ist diese lineare Fortsetzung eindeutig.

Beweis. Wir zeigen zunichst die Eindeutigkeit: Sind ®,® € Hom(V, W) zwei li-
neare Fortsetzungen von ¢ : B — W, so gilt fiir jeden Vektor v € V mit seiner
(eindeutigen) Darstellung v = ). ;b; als Linearkombination von B:

d(v) = @(Z ozibi> = Zaigp(bi) = (13(2 aibi) = d(v) (11.8)

Zur Existenz ergénzen wir zunéchst (falls nétig) mit Hilfe von Lemma 9.19 F' zu
einer Basis B von V, und setzen ¢ von F' zu ¢ : B — W beliebig fort (z.B. als
@o(b) = Ow fiir b € B\ F).% Dann definieren wir fiir jedes v € V mit (eindeutiger)
Darstellung v = ), a;b; als Linearkombination von B:

O(v) =) aip(by) (11.9)

und priifen (leicht) Wohldefiniertheit und Linearitat. Die Eigenschaften ®|p = ¢
und damit ®|r = @|r = ¢ gelten per Konstruktion. ]

Mit anderen Worten: Eine lineare Abbildung V' — W ist durch ihre Werte auf einer
Basis von V' bereits vollstandig bestimmt.

Korollar 11.16. Fir je zwei Vektorrdume V und W sind dquivalent:
(i) V und W sind isomorph.
(i) Fir jede Basis B von V und jede Basis C von W existiert eine Bijektion B — C.

(iii) Es existiert eine Basis B von V und eine Basis C von W mit einer Bijektion
B—C.

Insbesondere sind endlich erzeugte Vektorrdume dann und nur dann isomorph, wenn
dimV =dim W.

55Siehe Fussnote 13 zur Definition des Begriffs der mengentheoretischen Fortsetzung.
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Beweis. Aus Proposition 11.14 folgt, dass jede Basis von V' unter einem Isomorphis-
mus auf eine Basis von W abgebildet wird. Dies geniigt zum Nachweis von (i) =
(iii). Fir (i) = (ii) missen wir noch benutzen, dass je zwei Basen von W gleich-
maéchtig sind, was wir fiir endlich erzeugte Vektorraume in Theorem 9.20 bewiesen
hatten, im Allgemeinen aber wieder von etwas komplizierten mengentheoretischen
Axiomen abhangt. Die Implikation (ii) = (iii) ist trivial. Fur (iii) = (i) (oder (ii)
= (i)) miissen wir noch festhalten, dass die geméss Proposition 11.15 definitierte
lineare Fortsetzung einer Bijektion von Basen ein Isomorphismus ist. Dies folgt aber
auch sofort aus Proposition 11.14. O

Koordinatendarstellung, Koordinatenwechsel

Ein Spezialfall ist die in Def. 9.23 eingefithrte Parametrisierung von endlich-dimen-
sionalen Vektorraumen durch den K™ mittels einer Basis.

Theorem 11.17. Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum, n = dimV € N.
Dann ist fir jede Basis B = (by,...,b,) von V die (Parametrisierungs-)Abbildung

Pp: K" =V, = (11.10)

ein Isomorphismus von Vektorrdumen. Bezeichnet e; das i-te Element der Standard-
basis von K™ (siehe Gl. (9.25)), so gilt ®p(e;) = b; fir allei =1,...,n. Die inverse
Abbildung (<I>B)_1 .V — K", ist die Koordinatenabbildung. Umgekehrt ist fir jeden
Isomorphismus ® : K™ —V Bg = (®(e1),...,P(ey,)) eine Basis von V.

Beweis. Umformulierung der Aussagen von Korollar 11.16, ggfs. mit Hilfe von Pro-
position 11.14, Proposition 11.15, und der Rechnungen aus § 10. O]

Beispiel 11.18. Wie bereits in §8 angedeutet, spielt die Idee der “Koordinati-
sierung” und des “Koordinatenwechsels” eine wichtige Rolle in der kinematischen
Beschreibung physikalischer Raume. Hierbei erhdlt man V' als “mit (irgendwie aus-
gezeichneten, tiblicherweise euklidischen) Koordinaten z?, ..., 2™ gegebenen” reellen
Raum, und bezeichnet die “Substitution” 7 = b’v’ (mit einer invertierbaren Matrix
B = (b”%)ij:1 n) als “Ubergang zu allgemeinen linearen Koordinaten” v!, ... v".
Schreiben wir zur Andeutung der verwendeten Koordinaten R} fiir den “parametri-
sierten”, und R7 fiir den “parametrisierenden” Vektorraum, so erkennen wir in der
Sprache der linearen Algebra B als Darstellung einer “beliebigen” Basis (b1, ..., b,)
als Linearkombination der Standardbasis, b; = e;b%, also geméss Theorem 11.17 als
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lineare Abbildung (s. Gl. 11.2):%

B b
Sp=B=|: . | R =R
by o b7
(11.11)
vt r! = blo?
v = = 0'h; = el = B v =ejat = :
" " = b’

Ob man nun v € V als “abstrakten Vektor” und seine Koordinaten v* € K als
“konkretes Zahlentupel” wertet oder umgekehrt v als “reale Gegebenheit” und die
v' als “imaginéres Hilfsmittel”, ist letztlich eine Gemiitsfrage. Wichtig ist in jedem
Fall die gedankliche Trennung der beiden Konzepte.

Auch allgemeine lineare Abbildungen kénnen mit Hilfe von Basen effizient parame-
trisiert werden.

Theorem 11.19. Sind V' und W endlich-dimensional, so ist auch Hom(V, W)
endlich-dimensional und es gilt: dim(Hom(V,W)) = dim V' - dim W.

Beweis. Die Vektorraumstruktur auf Hom(V, W) wurde in Lemma 11.8 erklért.
Gemaéss Lemma 11.15 ist fur jede Basis B = (by,...,b,) von V die Abbildung
Hom(V, W) — W>*" & s (®(by), -+ ,P(b,)) eine (zundchst mengentheoretische)
Bijektion. Andererseits stiftet jede Basis C' = (cq,...,¢,) von W eine Bijektion
W™ — Matyxn(K), (wr,...,w,) — (wj)j‘zll,,,,,m. Man prift leicht, dass die Kom-

7

position
Mg : Hom(V, W) — Mat,, . (K)

PO ) (11.12)
MCB<q)): . . . :

BB - B

eine lineare Abbildung ist, also (siche Lemma 11.8 (iii)) ein Vektorraumisomorphis-
mus. Dies impliziert unmittelbar die Aussage. [

Die wesentliche Einsicht des Beweises ist, dass durch Basen B und C' der Raum
der linearen Abbildungen Hom(V, W) identifiziert wird mit dem Raum der m x n-
Matrizen mit Eintrdgen in K. Dies gilt prinzipiell sogar fiir unendlich-dimensionale
Vektorrdaume (mit geeigneter Interpretation des Raumes der Matrizen). Allerdings
sind die Verallgemeinerungen der “Einheitsmatrizen” aus (9.26) dann keine Basis
mehr, und die Dimensionsformel im Allgemeinen falsch.

Definition 11.20. Die Matrix Mcp(®) im Beweis von Theorem 11.19 heisst die
Darstellung der linearen Abbildung ® beziiglich den Basen B und C' (kurz: Koordi-
natendarstellung, darstellende Matrix oder Darstellungsmatriz).

56Im Kontext der Differentialrechnung verwenden wir zur Parameterisierung noch allgemeinere
“krummlinige” Koordinaten, £ € Ry, die mittels differenzierbarer Funktionen { — = = F(§) auf den
R? abgebildet werden. Beispiel: Kugelkoordinaten: z = psin? cos ¢, y = psindsin, z = pcos .
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Mnemonik:
gegeben: ®(b;) = ¢’ ~» definiere: Mep(®) = (¢%) j=1,.m

betrachte: ®(b;v’) = c;/v" = c;u? ~ folgere: w! = o'

Kurzform:

®(B)=C -Mcp(®), w=Mcp(®) v (11.14)

In Worten: Die Darstellungsmatrix besteht einerseits aus den Koordinaten der
Bilder der Basis des Definitionsbereichs beziiglich der Basis des Wertebereichs, und
driickt andererseits die Koordinaten im Wertebereich aus durch die Koordinaten
im Definitionsbereich.

Aus der Konstruktion (11.12) ist ausserdem ersichtlich: Die Spalten der Darstel-

lungsmatrix sind ein Erzeugendensystem des Bildes von ®, dargestellt in der Basis
des Wertebereichs.

Definition 11.21. Der Spaltenraum einer Matrix A € Mat,, ., (K) ist der von den
Spalten von A aufgespannte Unterraum des K™. Der Zeilenraum ist der von den
Zeilen von A aufgespannte Unterraum des K" (als Vektorraum von Zeilenvektoren).

Der Spaltenraum einer Matrix ist also das Bild der zugehorigen Abbildung K™ —
K™, Gl (11.2). Zur Interpretation des Zeilenraums siche S. 91.

Proposition 11.22. Sind V,W, X drei K-Vektorraume, ® € Hom(V,W), ¥ €
Hom(W, X), B eine Basis von V, C eine Basis von W, und D eine Basis von X,
so gilt

MDB(\I/O@) :Mpc(\lf) 'MCB((I)) (11.15)

Beweis. Ausschreiben: ¥ o &(b;) = \IJ(cjgoj%) = \I/(cj)goi = dkﬁbl;(p]%. n
Lemma 11.23. Sei V' ein K-Vektorraum und B, A zwei Basen von V. Dann gilt
Mpa(idy) = Spa (11.16)

d.h. die Darstellungsmatriz der Identitdt beziglich A und B ist gerade die Basis-
wechselmatriz von B zu A.

Beweis. Folgt unmittelbar aus Definition 10.1 und Definition 11.20, speziell dem
Vergleich von (10.6) und (11.13), unter Beachtung von idy (b;) = b;. O

Theorem 11.24 (Basiswechselformel). Ist ® € Hom(V, W) und sind B, A zwei
Basen von V', C, D zwei Basen von W, so gilt

Mpa(®) = SpeMep(®)Spa = (Scp) " Mep(P)Spa (11.17)

Beweis. Folgt sofort durch Anwendung von Proposition 11.22 und Lemma 11.23 auf
idy o®oidy. Die letzte Umformung ist eine Konsequenz von Lemma 10.2 (ii): “Zum
Wechsel vom Basispaar B/C' zum Basispaar A/D benotigt man im Definitionsbe-
reich die Basiswechselmatrix und im Wertebereich die Inverse.” O
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Beispiel 11.25. Sei V = K|[z], der 3-dimensionale Vektorraum der Polynome vom
Grad < 2, W = K2 und ® : V — W gegeben durch die Auswertungsabbildungen
an den Stellen 1 und 2,

®(p) = (ﬁg;) (11.18)

Beziiglich der Basis B = (1,z,2%) von V und C = (e, e3) von W ist die Darstel-
lungsmatrix

111
Mcp(®) = (1 5 4> (11.19)
Die Basiswechselmatrix von B zur Basis A = (1,22 — 1,622 — 62 + 1) ist®”
1 -1 1
Spa=|0 2 -6, (11.20)
0 0 6

die von C' zu D = (G) , (?))58

Scp = G (D (11.21)

Es folgt:
1 -1 1
1 0\ /1 11 11 1
MDA((I))_(—l 1) (1 2 4> 8 (2) _66 _(o 2 12) (11.22)

Nachdem also fiir fest gewdhlte Basen jeder linearen Abbildung ein-eindeutig
eine Darstellungsmatrix zugeordnet ist, stellt sich die Frage, ob fiir fest gehaltene
lineare Abbildung die Darstellungsmatrix irgendeine basisunabhéngige Information
kodiert. Die Antwort hangt stark davon ab, ob Definitions- und Wertebereich und
ihre Basen die gleichen sind oder nicht.

Proposition 11.26. Es seien V und W endlich-dimensionale K -Vektorrdume, und
® € Hom(V,W). Dann existiert eine Basis B von V und eine Basis C' von W so,
dass

1 0 0 0
o 10 o 0f I, O ()
Mep(®) = 0 .- 00 - 0l7 <O(m—r)><r O(m—r)x(n—r)) € Mat,,xn(K)
0O -+ 00 -+ 0

(11.23)
Hierbei bezeichnet, fir alle k,1 € N, Oy, € Matyy(K) die Nullmatriz der angege-
benen Grosse. In jeder Darstellung dieser Gestalt gilt r = rang(®) = dim(im(P)).

5TWas ist speziell an A? Die Elemente sind orthogonal beziiglich dem Integral auf dem Intervall
[0,1]: s gilt [ a;a; =0 falls i # j.

58Hier ist nichts speziell. Zu beachten ist wieder, dass die Koordinaten kontragredient zur Basis
transformieren: ®(p) = p(1)c1 + p(2)ca = p(1)ds + (p(2) — p(1))ds.
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Beweis. 1. Schritt: Sei d = defect(®) = dim(ker(®)). Setze r := n — d und wihle
eine Basis (b,41,...,b,) von ker(®) C V.

2. Schritt: Ergénze zu einer Basis (by,...,b,) von V. Setze ¢; = ®(b;) fur i =
1,...,r.

3. Schritt: Behaupte, die Familie (¢;),=
Bew.: Aus

» ist linear unabhangig.

.....

> Bl = <I><Zﬁibi) = Oy (11.24)
j=1 i=1

folgt Y i_, B'b; € ker(®), d.h. es existieren o’ fir i =r+1,...,ns0,dass Y ;_, 3'b; =
> .1 a'bi. Da B linear unabhéngig ist, folgt (insbesondere) 5/ = 0 fir j = 1,...,7.
4. Schritt: Ergénze zu einer Basis C' = (¢y,...,¢,,) von W.

Ergebnis: Die Darstellungsmatrix Mcp(®) hat die angegebene Form. Die ersten r
Spalten sind eine Basis von im(®), dargestellt in der Basis C' (siche Bemerkungen S.
83), d.h. r = rang(®) (sc. unabhéngig davon wie die spezielle Form erzeugt wurde).
Alternativ: Starte mit beliebigen Basen von V und W. Beobachte, dass geméss
Theorem 11.24 bei Basiswechseln vom Typ II, III, IV (siehe S. 61) im Definitions-
bereich V' die Darstellungsmatrix von rechts mit den Elementarmatrizen (10.15),
(10.16), (10.17) multipliziert wird, bezichungsweise bei Basiswechseln im Wertebe-
reich W mit deren Inversen von links. Wir stellen dann zunéchst mit dem auf S. 62
beschriebenen Gauss-Algorithmus die holldndische Stufenform her. Dies entspricht
in etwa dem obigen 2. Schritt. Anschliessend rdumen wir mit Hilfe von elementaren
Zeilenumformungen alle Spalten unterhalb der Pivot-Elemente frei®® und normieren
zuletzt die Pivot-Elemente auf 1. Dies ergibt wieder die gewiinschte Form fiir die
Darstellungsmatrix. ]

Korollar 11.27 (Rangsatz). Es gilt stets
n = dim(V) = dim(ker(®)) + dim(im(®)) = defect(P) + rang(P) (11.25)

Beweis. Abzulesen aus (11.23): Die Basen B und C' sind zwar nicht eindeutig, r und
d aber sind Dimensionen von Untervektorrdumen und damit basisunabhangig. [

Korollar 11.28 (Zeilenrang gleich Spaltenrang). Die Dimension des Zeilenraums
einer Matriz (s. Def. 11.21) ist gleich der Dimension ihres Spaltenraums.

Beweis. Genauso wie im Beweis von Proposition 11.26 der Spaltenrang ist die Di-
mension des Zeilenraums invariant unter elementaren Zeilen- und Spaltenumformun-
gen. Sie lasst sich also auch aus Gl. (11.23) ablesen. Beachte: Hier wird nicht benutzt
oder ausgesagt (weil es auch nicht richtig ist), dass der Zeilenraum als Unterraum
von W oder V interpretiert werden kann. Siehe vielmehr Proposition 12.7. ]

Korollar 11.29. Im Fualle dimV = dim W sind dquivalent

(i) ® ist ein Isomorphismus.

(i7) @ ist injektiv (dquivalent zu ker(®) = {0y} und defect(®) =0).
(iii) ® ist surjektiv (dquivalent zu im(P) = W und rang(P) = dim V).

59Beachte, dass Spaltenumformungen alleine hierfiir im Allgemeinen nicht ausreichen.
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Beweis. Nicht-trivial ist nur die Aquivalenz von (ii) und (iii). Sie folgt sofort aus
Korollar 11.27, und lasst sich mit Hilfe von Korollar 11.16 auch als Konsequenz von
Proposition 4.11 begreifen. O]

Fazit und Ausblick: Rang (und Defekt) sind die einzigen basisunabhéngigen nume-
rischen Invarianten einer linearen Abbildung zwischen zwei endlich-dimensionalen
Vektorraumen. Weitere, interessante Fragestellungen, die teilweise in der Ho6Ma 2
und 3 behandelt werden, ergeben sich unter anderem bei Einschrinkung der erlaub-
ten Basiswechsel.

1. Haufig interessieren wir uns nicht fiir lineare Abbildungen und Vektorraume in
Isolation, sondern im Wechselspiel mit anderen. Schon zwei lineare Abbildungen
D, Py : V — W lassen sich im Allgemeinen nicht mehr gleichzeitig auf die Gestalt
(11.23) bringen. Beispiel: V' = R, W = R. Erlaubte Basiswechsel: Multiplikation
von e =1 € V mit A € R*, Multiplikation von f =1 € W mit y € R*; dndern
die Darstellung von ®; = ¢; € R zu pu tp;\, fiir i = 1 und ¢ = 2 in gleicher Weise;
lassen das Verhdaltnis ¢; : @9 invariant.

2. Im Falle W = V ist es sinnvoll und natiirlich, darauf zu bestehen, dass im
Definitions- und Wertebereich die gleiche Basis verwendet wird. Dies verhindert im
Allgemeinung die Herstellung der Form (11.23), fur die wir unabhéngige Spalten-
und Zeilenumformungen benétigt haben. Beispiel: V = W = R?, B = E = Stan-

dardbasis, Mggp(®) = (%1 5 ) Bei Ubergang zur Basis C' = (\je1, A\yes) wird die
2

A1 0
0 A
von links vollstandig kompensiert. Die ¢; bleiben unverandert. Konzeptionell liegt
dies daran, dass wir die Bilder von Endomorphismen (s. Def. 11.9) vollig basisun-
abhéngig mit ihren Argumenten vergleichen koénnen.

Multiplikation mit < von rechts durch die Multiplikation mit ihrer Inversen

Definition 11.30. Eine Zahl A € K heisst Eigenwert der linearen Abbildung ® €
End(V) falls ein nicht-trivialer®® Vektor v € V' \ {0y} existiert so, dass

Q(v)=A-v (11.26)
In diesem Fall heisst v auch Eigenvektor von ® zum Eigenwert .

3. In der Gegenwart eines euklidischen inneren Produkts (siehe 8.4) mochte man
nur Basiswechsel zulassen, die daraus abgeleitete geometrische Grossen (Langen,
Winkel, Orientierung) unverandert lassen. Hierzu im néchsten § etwas mehr, s. Bsp.
12.4.

§12 Summen-, Quotienten-, Dualrdume

Mit Hilfe und zur Ergénzung der Erkenntnisse zu linearen Abbildungen wenden
wir uns nun der zweiten auf S. 75 aufgeworfenen Frage zu: Wie konstruieren wir
“neue” Vektorraume aus “alten”, und welche Beziehungen bestehen zwischen den
Ergebnissen aufgrund dieser Konstruktionen?

80Fiir v = 0 wire die Gleichung (11.26) trivialerweise fiir jedes A € K erfiillt.
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Ein charakteristisches Beispiel hierfiir ist der in Lemma 11.8 eingefithrte Vektor-
raum der linearen Abbildungen. Isoliert betrachtet konnte man Hom(V, W) einfach
mit jedem anderen K-Vektorraum der richtigen Dimension “verwechseln”. Dass dies
ein “Irrtum” wére, erkennt man im Beweis von Lemma 11.19 an der Abhéngigkeit
des Isomorphismus mit Mat,,«,(K) von den fir die “Bausteine” gewéhlten Basen
B und C. Konkret: Allgemeine Basiswechel eines n - m-dimensionalen Vektorraums
werden beschrieben durch (invertierbare) nm x nm-dimensionale Matrizen mit n?m?
unabhangigen Eintragen. Von V und W stammende Basiswechsel geben hochstens
n? + m? Parameter,®! das sind im Allgemeinen weniger. Abstrakt (also ohne Ba-
sisbezug) entsteht die Diskrepanz genau dadurch, dass Hom(V, W) eben nicht “fiir
sich alleine steht”, sondern in der “Menge aller Vektorrdume” einen speziellen Platz
einnimmt und zwar insbesondere stets zusammen mit der “Auswertungsabbildung”
Hom(V, W) x V. — W, (®,v) — ®(v) geliefert wird. Die Entwicklung des zugeho-
rigen allgemeinen Formalismus wiirde uns in der H6Ma 1 allerdings etwas zu weit
fithren,%? sodass wir uns hier auf ein paar einfachere (aber durchaus wichtige, und
eng verwandte) Konstruktionen beschrénken. Die beiden ersten verwenden bereits
bekannte Zutaten.

Definition 12.1. Fir gegebenen K-Vektorraum V heisst der Vektorraum der li-
nearen Abbildungen von V' nach K (als ein-dimensionalem K-Vektorraum) der Du-
alraum von V', geschrieben

VV={XN:1V = K |Yu, v € Vo € K : Mvy + avz) = Mur) + a(v2) ) (12.1)

V'V ist einerseits linearer Unterraum des Vektorraums F(V, K) aller K-wertigen
Funktionen auf V' (als Menge), und andererseits ein Spezialfall von Hom(V, W) fur
W = K. Der Nullvektor in V'V ist die Nullabbildung Oyv : v — 0 € K Vv € V.
Elemente von V' heissen Linearformen, duale Vektoren, manchmal auch Kovektoren
oder lineare Funktionale (insbesondere im unendlich-dimensionalen Fall).

Proposition 12.2. Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Dann ist V' eben-
falls endlich-dimensional, mit dim VY = dim V.

Beweis. Ist wegen dim K = 1 (als K-Vektorraum) einfach nur ein Spezialfall von
Theorem 11.19, wird aus notationellen Griinden aber hier wiederholt: Wir wahlen ei-
ne Basis B = (by,...,b,) von V und definieren fiir alle j = 1,...,n die Abbildungen
B9 € VV als lineare Fortsetzung von

; ; 1 fallsj =1 o ,
B(b;) =& = { I das heisst also: B (v'b;) = v’ (12.2)
0 sonst

(7 ist dadurch wohldefiniert, da B eine Basis von V ist, vgl. Proposition 11.15 und
siehe auch Gl. (11.1).
Beh.: Die Familie BY = (8',..., ") ist eine Basis von V.

61Tatséchlich ist einer dieser Parameter gar nicht effektiv. Multiplikation von B mit o € K*
bei gleichzeitiger Multiplikation von C mit a~! dndert die Darstellungsmatrix nicht.

62Besagter Formalismus ist eng verwandt mit dem fiir Determinanten, den wir auf S. 68 erwéiihnt
hatten.
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Bew.: BY ist Erzeugendensystem: Fiir alle A € V'V gilt, Vo = v'b; € V:
Av) = v'Abi) = Moj)v? = A(b;) B (v'hi) = (M) 5) (v) (12.3)

d.h. A= A\(b;) 7.
BY ist linear unabhéngig: Angenommen \;3’ = 0yv. Dann gilt insbesondere fiir alle
1=1,...,n

0=\ (b;) =N\ (12.4)

]

Definition 12.3. Die fiir gegebene Basis B von V' via (12.2) definierte Basis BY
von V'V heisst die zu B duale Basis.

Wichtige Bemerkungen: 1. Die Hochstellung der Indizes an der dualen Basis (und
entsprechende Tiefstellung an den Koordinaten beztiglich BY) ist konsistent mit
unseren Vereinbarungen fiir lineare Abbildungen, nach denen eine Basis B von V,
zusammen mit der Standardbasis £ = (1) von K, den Dualraum V'V = Hom(V, K)
mit dem Raum der 1 x n-Matrizen (d.h., Zeilenvektoren der Lénge n) identifiziert.
Fir alle A = \; 87 € VY ist

Mep(A) = (A1 -+ \p) (12.5)

Diese Notation erlaubt insbesondere die Verwendung von Matrixmultiplikation und

Einsteinscher Summenkonvention zur Auswertung von Linearformen auf Vektoren.
Fir alle v = v'b;, A = \; 37 gilt:®

A() = N (b)v" = X&' = A" = (A -+ M) - | (12.6)

Un

2. Die Indexstellung suggeriert somit auch eine Parameterisierung von V'V durch
Zeilenvektoren (wie bereits in Beispiel 9.2 angedeutet), fiir die wir allgemein

D K" VY (A M) YN = A (12.7)
7j=1

schreiben wollen, zur Unterscheidung von der Parametrisierung durch Spaltenvek-
toren

A1
Opv : K" = VY, N WY (12.8)
An

63Ich empfehle die Vermeidung der (in der mathematischen Literatur weit verbreiteten) Nota-
tion (\,v) fiir die “natiirliche Paarung” zwischen einem Vektorraum und seinem Dualraum.5* Die
“Auswertungsnotation” A(v) ist nicht nur 6konomischer, sondern beugt auch der Verwechslung mit
allfélligen inneren Produkten vor, die eine viel grossere Gefahr darstellt als die Unlesbarkeit.

64Die Notation ist unter anderem nicht symmetrisch zwischen A und v, es sei denn man setzt
sie fort zu (V@ VY) x (Ve VY).
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Letztere wiirde zwar unseren Verabredungen iiber abstrakte “kontext-lose” Vektor-
rdume von Theorem 11.17 und Definition 9.23 entsprechen, birgt dafiir aber die
Gefahr einer unverzeihlichen Verwechslung von V'V mit V', da man einem Spalten-
vektor nicht (oder hochstens noch an der Indexstellung, sofern er mit Variablen
befillt ist) ansehen konnte, ob es sich um die Darstellung eines Vektors v € V' be-
zuiglich B oder um die Darstellung eines Kovektors A € V'V beziiglich BY handelt.
Eine solche Verwechslung ware nicht vertraglich mit dem unterschiedlichen Trans-
formationsverhalten unter Basiswechsel.
3. Fir gegebene oder gewiahlte Basis B von V', mit dualer Basis BY von V'V, erhalt
man namlich mit der “tautologischen” Identifikation K™ = K" zwar einen scheinbar
natiirlichen Isomorphismus Zp := ®pv o ®5' : V. — V¥ mit Zp(h;) = 7, d.h., der
Darstellungsmatrix

Mpvp(Ep) =1, (12.9)

Dieser Isomorphismus hdngt aber von der Wahl der Basis ab (und ist insofern eben
nicht natiirlich): Ist C' = (¢;) mit ¢, = b;0?, eine andere Basis von V', und schreiben
wir 7! = 7 le fiir die Darstellung der dualen Basis CV = (') als Linearkombinatio-
nen von BY, so gilt

8 = (ex) = 7} B (by) o, = g Zellenindex (19 19
a"a:k\ Zeilenindex

Dies bedeutet fiir die Basiswechselmatrizen®
Spvov = (Spe) ™ = (Spe) ! (12.11)
und mit Theorem 11.24 folgt aus (12.9):
_ 1 _ T
Mcvc(:B) == (SBvcv) . MBVB<:B> . SBC == (SBC) SBC (1212)

Dies ist im Allgemeinen verschieden von der Darstellungsmatrix des Isomorphismus
E¢ = ®ov o 5! 1V — VY, der aus Sicht der Basis C' “natiirlich” erscheint, mit
Meve(ZE¢) = I, d.h. also (im Allgemeinen) Z¢ # Zg. Ohne weitere Struktur gibt
es keinen natirlichen Isomorphismus zwischen V. und V. Dies gilt auch fiir den
K™ selbst. Wegen der besonders grossen Verwechslungsgefahr identifizieren wir in
diesem Fall geméss (12.6) konsequent (K™)¥ = K".

Zu (12.11) sagt man auch (siehe Fussnote 52): “Kovektoren transformieren unter
Basiswechsel kontragredient zu den Vektoren”.
4. In der Gegenwart eines inneren Produkts (einer nicht-entarteten Bilinearform) auf
V ist es natiirlich, Basiswechsel auf diejenige Untergruppe von GL(n, K) (aus Def.
5.14) zu beschrinken, die die Darstellung dieses inneren Produkts invariant ldsst,
und damit auch die angedeutete Identifikation zwischen V und V'V.

65Beachte: Der Basiswechselformalismus wurde vom Spaltenvektorstandpunkt aus entwickelt,
d.h. wir verwenden die Parametrisierung (12.8) mit ihrer “unkonventionellen Indexstellung”: In
Spc = (aik) ist der fiur die “alte” Basis zustidndige Zeilenindex ¢ oben und entsprechend der
Spaltenindex k unten. In Spvev = (le) ist dies umgekehrt. Der letzte Summationsindex in (12.10)

ist in beiden Teilen ein Zeilenindex, d.h. es steht dort wirklich (S Bvcv)TS Be = I,,.
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Beispiel 12.4. Ist (-,-) : V x V — Ry ein euklidisches inneres Produkt auf einem
endlich-dimensionalen reellen Vektorraum, so ist die Abbildung

V=V v’V — R mit o (w) = (v, w) (12.13)

fiir alle w € V nicht nur linear in v, sondern wegen v’ = 0 = v’(v) = (v,v) =
0 = v = 0 auch injektiv und damit wegen Korollar 11.29 ein (basisunabhéngiger,
musikalisch genannter) Vektorraumisomorphismus. Die Umkehrabbildung V'V — V|
A= A erfiillt (M w) = A\(w) fiiralle A € VY, w e V.

Beztiglich einer Orthonormalbasis (also etwa wenn (-,-) das Standardprodukt
(v,v) = vTv auf R™ aus Def. 8.4 ist) laufen die musikalischen Isomorphismen zwi-
schen R" und (R")¥ = R" einfach auf die Transposition v> = v”, A = AT hinaus. Ein
Basiswechsel S € G L(n,R) ist genau dann orthogonal (erfiillt also (Sw)?Sw = wlw
fiir alle w) wenn STS = I,,, wenn also der Isomorphimus beziiglich der neuen Basis
genauso aussieht wie beziiglich der urspriinglichen, vgl. (12.12).

5. Der Unterschied zwischen einem Vektorraum und seinem Dualraum ist noch etwas
krasser im unendlich-dimensionalen Fall, in dem die Aussage von Proposition 12.2
falsch ist.% Ist z.B. X eine beliebige Menge, so ist eine Linearform A auf dem Raum
Fin(X, K) der Funktionen mit endlichem Tréger (s. Bsp. 9.6), bestimmt durch ihre
Werte A(d,) € K auf der Basis (0;)zex (s. (9.27)), nichts anderes als eine beliebige
Funktion auf X, in Formeln

(F™(X, K))" = F(X, K) (12.14)

Die Familie der “zu den ¢, dualen Linearformen” (d¥),cx mit

(5,) = 1 fallsy == (12.15)
710 sonst '

ist wie vorher in Gl. (12.2) zwar linear unabhéngig, i.A. aber kein Erzeugendensystem
mehr. Die durch §, + 1 fiir alle = erklarte “konstante” Linearform ist (wenn X nicht
endlich ist) keine endliche Linearkombination der (d¥).

Obwohl anfénglich nicht unbedingt ersichtlich, ist der Dualraum ein essentieller
Teil des Formalismus, und spielt auch eine wesentliche Rolle fiir (angemessen abs-
trakte) Formulierungen physikalischer Theorien (Mechanik, Elektrodynamik, Rela-
tivitatstheorie, Quantenmechanik). In der QM etwa sind K = C-wertige Funktionen
auf einer Menge X von “Realtexten” “physikalische Zustidnde”, Linearformen dar-
auf “physikalische Experimente”. Dass Experimente Zustinde unterscheiden konnen
sollten und umgekehrt macht dann die Diskrepanz zwischen Fi*(X, C) und F(X, C)
zu einem recht bedeutenden Problem. Deshalb wird (in der HoMa 3) durch weitere
Struktur Fi(X, C) vergréssert und F(X, C) entsprechend verkleinert, bis sie genau
(und musikalisch) dual zueinander sind.

Wir benutzen den Dualraum hier noch zur Beantwortung einer offenen Frage
von S. 83, der Interpretation des Zeilenraums einer Matrix.

66Ein Vektorraum ist dann und nur dann isomorph zu seinem Dualraum, wenn er endlich-dim-
ensional ist. Dies konnte als basisfreie Definition benutzt werden.
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Definition 12.5. Sei V' ein Vektorraum, und F C V eine beliebige Teilmenge. Der
Annihilator von F ist die Menge aller Linearformen, die auf F' verschwinden,

ann(F) :={A e VY |Vfe F:A(f)=0} (12.16)

Lemma 12.6. (i) ann(F) ist ein Untervektorraum von V.
(it) ann(0) = VY, ann(V) = {0y}

(iii) Fy C Fy = ann(Fy) C ann(F))

(iv) ann(span(F’)) = ann(F)

Beweis. ausschreiben O

Proposition 12.7. Sei A = (ai) € Mat,«n(K), aufgefasst als lineare Abbildung

K" — K™ (und gqgfs. als Darstellung einer linearen Abbildung V. — W beziiglich
Basen B, C'). Dann gilt:

span(a',...,a™) = ann(ker(A)) (12.17)

In Worten: Der Zeilenraum, aufgefasst als Unterraum von K" = (K™)V (ggfs. zur
Darstellung eines Unterraums von V'V mittels ® v ) ist der Annihilator des Kerns,
aufgefasst als Unterraum von K™ (ggfs. als Darstellung eines Unterraums von V).

Beweis. (Die Einsichten sind die gleichen wie im Beweis von Proposition 11.26,
d.h. eigentlich geht es nur um die Interpretation, und eine explizite Rechnung mit
Darstellungsmatrizen.) Wir arbeiten ohne V' und W und bezeichnen mit E die Stan-
dardbasis von K™ und mit F' die von K™, d.h. also tautologisch A = Mpgg(A). Sei
r = rang(A), d = n —r = defect(A), und (b,11,...,b,) eine Basis von ker(A).
Ergénze zu einer Basis B = (by,...,b,) von R"  aufgefasst als Basiswechselmatrix
B = Sgp von der Standardbasis zu B. Dann hat AB = Mpp(A) die Gestalt

al at 0 -0
EL21 gLZ‘T 0 --- 0

AB=| (12.18)
am ar 0 --- 0

Die letzten d Spalten sind Null, wahrend der von den Zeilen aufgespannte Unterraum
nach wie vor Dimension r hat, siehe Korollar 11.28. Ausserdem gilt fiir alle v € K™:

v € ker A & B~ 'v € ker AB < B v ist von der Form 1 (12.19)
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(Das Verschwinden der ersten r Eintrége ist Aquivalent zur linearen Unabhangigkeit
der ersten r Spalten von AB.) Dann gilt fiir alle A € K"

A € ann(ker(A)) © A(v) =A-v=0 YvekerAC K"
SAM-Blv=0 VYvckerA
& AB ist von der Form (:\1 ce AT - 0) (12.20)
< AB ist Linearkombination der Zeilen von AB

& )\ ist Linearkombination der Zeilen von A

Dies war die Behauptung. Knobelfrage: Wie sind in diesem Zusammenhang Zeilen-
umformungen zu interpretieren, und warum werden wir tiberhaupt mit m Erzeugern
von ann(ker(.A)) konfrontiert? O

e Hier eventuell spéter: Duale Abbildung, Bidualraum

Definition 12.8. (i) Die direkte Summe zweier K-Vektorraume V und W, geschrie-
ben V @& W, ist das kartesische Produkt V x W = {(v,w) | v € V;w € W},

ausgeriistet mit der komponentenweise Addition und Skalarmultiplikation
(v1,w1) + (v, we) = (V1 + Vo, w1 + wo), a- (v,w) = (aw, aw) (12.21)

Man schreibt statt (v,w) € V@& W auch v @ w
(ii) Fur ® € Hom(V3, V5) und ¥ € Hom(Wy, Wy) definiert man die direkte Summe
von linearen Abbildungen als

dPpVU: %@Wl — ‘/Q@WQ, (@@\If)(vl@wl) = q)(vl)@\ll(wl) (1222)

Lemma 12.9. (i) Oyaw = (Oy, Ow)

(i) VeoWwW)eX2Vae(WaeX)

(iii) V @ {0} = V

(iv) Ist B eine Basis von V und C eine Basis von W, so ist B\J C eine Basis von
V @ W. Beachte: Fiir Familien/geordnete Basen ist eine Anordnug der disjunkten
Vereinigung anzugeben.

(v) Sind V' und W endlich-dimensional, so gilt dim(V & W) = dimV + dim W.
(Diese Additivitat rechifertigt im Zweifel die Bezeichnung “direkte Summe”).

(vi)
Hom (Vi & Wy, Vs @ W) 2
Hom(Vi, V3) @ Hom(V;y, Ws) @ Hom(W7q, V,) @ Hom (W, Wa)  (12.23)

(vit) Im endlich-dimensionalen Fall induziert die sequentielle Anordnung von Basen
eine natirliche Zerlequng der Darstellungsmatrizen

A2 AR :
Wy ok |, wo A% € Hom(V;, W) (12.24)
AV AW, ¢
(viii) V und W sind Untervektorrgume von V@& W, mit VW = {Oyew}.

67Hier und im Weiteren bedeutet 22 “in natiirlicher Weise isomorph zu”, ein Begriff, den wir
nicht weiter definieren, siehe Fussnote 54.
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Beweis. alles “offensichtlich”. O]

Definition 12.10. Sind U und W Untervektorraume von V', so heisst der von U
und W erzeugte Unterraum U + W = span(U U W) C V direkte Summe, falls
UNW = {0y}, geschrieben U @ W.

Bemerkungen. Rechtfertigung des Sprachmissbrauchs: In Definition 12.8 (man sagt
auch dussere direkte Summe) geht es um die Konstruktion eines neuen Vektorraums
aus gegebenen. In Definition 12.10 (man sagt auch innere direkte Summe) hingegen
sind die Verkniipfungen bereits durch die “gemeinsame Umgebung V7 vorgegeben
und es geht um die Identifikation zweier Unterrdume, die sich trivial schneiden (d.h.
nur im Nullvektor). Die abstrakten Eigenschaften sind aber praktisch die gleichen.

Definition 12.11. Sei V ein K-Vektorraum.

(i) Untervektorraume U, W von V heissen komplementar (zueinander), falls U+W =
Vund UNW = {0}, m.a.W., falls UsW = V. Man sagt auch: W ist ein Komplement
zu U (und umgekehrt).

(ii) Unterrdume Uy, ..., Uy heissen direkte Zerleqgung von V', falls Uy +---+ Uy =V
und fiir alle j = 1,..., N gilt: U; NS, Ui = {0y}, ma.W. falls V =@, U

Beispiel. Ist V' endlich-dimensional und B = (b, ..., b,) eine Basis von V| so gilt
V=K - 006K -by®d---®&K-b, (12.25)

wo K - b; = {ab; | « € K} den von b; erzeugten ein-dimensionalen Unterraum von
V' bezeichnet.

Bemerkung. Die Bedingung in Def. 12.11 (ii) stellt sicher, dass V' isomorph ist zur
“dusseren direkten Summe” der U; als “abstrakte Vektorrdume, bei denen man die
Umgebung vergessen hat”. Hierfiir reicht es auch aus zu fordern, dass U;N) ;U=
{0y} fur alle j = 1,..., N. Die Bedingung U; N U; = {0y} fur alle i # j ist jedoch
zu schwach. Beispiel: Die drei Unterrdaume U; = Rey, Uy = Rey, Us = R(eg + €9)
von R? haben paarweise trivialen Schnitt, jeder von ihnen ist aber in der direkten
Summe der beiden anderen enthalten. R? ist nicht direkte Summe von Uy, Us, Us.

Ubungsaufgabe. Eine endliche Familie (U;)iz1,..n von Unterrdumen ist genau dann
eine direkte Zerlegung von V', wenn jeder Vektor v € V sich in eindeutiger Weise als
Summe v = Zf\il u; mit u; € U; fir alle ¢ schreiben lédsst. Ist V' endlich-dimensional,

so gilt dimV =), dim U;.

Lemma 12.12. Zu jedem UVR U von'V existiert ein Komplement W . Ist V' endlich-
dimensional, so ¢ilt dimV = dim U + dim W.

Beweis. Wihle eine Basis A von U, und erginze sie zu einer Basis B von V. (Dies
ist immer moglich nach dem Basisergénzungssatz, Proposition 9.19.)
Beh.: W = span(B \ A) ist ein Komplement zu U.
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Bew.: Jedes v = v'b; € V ist eindeutige endliche Linearkombination von B. Die
Aufteilung v =} 2, 4 v'b; + D ilbigA v'b; zeigt U + W = V. Ist andererseits v € U N
W, so lisst sich v darstellen als v = 37, _, v'b; und als v = 37, , v'b;. Dann ist 0 =
D pea Vi— D bigA v'b; eine Darstellung des Nullvektors mit paarweise verschiedenen
b; # b; Vi # j. Es folgt v' =0 Vi.

Die Dimensionsformel ist damit klar, und folgt auch aus Proposition 9.27. ]

e Aus der Konstruktion ist ersichtlich, dass je zwei Komplemente eines festen Un-
terraums isomorph zueinander sind (siche Korollar 11.16). Als Unterrdume von V'
sind sie jedoch im Allgemeinen verschieden: Basiswechsel von V| die Elementen von
B\ A Linearkombinationen von A hinzufiigen, lassen U fest, verdndern aber W.% In
der Gegenwart weitere Struktur (innere Produkte, lineare Abbildungen, die U inva-
riant lassen etc.; siche HoMa 2) ldsst sich diese Unbestimmtheit manchmal fixieren.
Ansonsten muss man “mit ihr leben”, d.h., sie “zum Prinzip erheben”.

Proposition 12.13. Sei V ein K-Vektorraum und U C V ein Untervektorraum.
Dann wird auf V' durch
Vv~ Uy v — g €U (1226)

eine Aquivalenzrelation (siche Def. 3.5) erklirt. Auf der Menge der Aquivalenzklassen
V)~ ={P]:={0~0v}|veV} (12.27)

(siehe Proposition 4.8) erfillen die Verknipfungen
[v1] + [va] == [v1 + Vo], afv] == [av] (12.28)

die Vektorraumaziome. Der resultierende Vektorraum heisst Quotientenraum (oder
Faktorraum) von V' durch (oder nach) U, geschrieben V' JU.

Beweis. Aquivalenzrelation: Klar

Wohldefiniertheit: Aus 91 —vy, U9—vq, 0—v € U folgt (01 +02)— (v1+v2), a0 —awv € U,
da U ein UVR ist. Die Ergebnisse der Verkniipfungen héngen also nicht von den
Reprasentanten ab.

Vektorraumaxiome: Lassen sich leicht durch Ausschreiben verifizieren Der Nullvek-
tor Oy = [Oy] = U ist die Aquivalenzklasse aller Vektoren in U.

Notation: Man schreibt fiir die Elemente des Faktorraums statt [v] dquivalent auch
v+ U ={v+u|ueU} (manchmal sogar nur v). O

Proposition 12.14. (i) Die kanonische Projektion © : V. — V /U, definiert durch
m(v) = [v], ist ein Epimorphismus mit ker(mw) = U.

(i) Fir jedes Komplement W von U ist w|ly : W — V /U ein Isomorphismus.

(iii) Ist V' endlich-dimensional, so gilt dimV = dim U + dim(V /U).

Beweis. (i) Die Surjektivitidt von 7 (als mengentheoretische Abbildung) war bereits
in Proposition 4.8 gezeigt worden. Die Linearitdt tiberpriift man leicht durch Aus-
schreiben. Die Aussage zum Kern folgt aus 7(v) = Oy,y = U < v € U.

68Zugehorige Basiswechselmatrizen haben obere Dreiecksblockform S = (164 I ¥ )
|B\A]|
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(i) Aus V = U + W folgt: Fiir jedes v € V existieren v € U und w € W mit

u+w = v, so dass m(w) = [w] = [v]. Also ist 7 surjektiv. Injektivitéit folgt wegen
T(w)=m(w)=>w—-—weUNWausUNW = {0}.
(iii) Folgt aus (ii) und Lemma 12.12. O

Mit anderen Worten ist der Quotientenraum eine Art “Abbild eines idealen uni-
versellen Komplements”, dessen Konstruktion allerdings nicht von der Wahl einer
Basis abhangt, und in diesem Sinne natiirlich ist. Interessant ist vielmehr, dass selbst
wenn etwa V' “mit einer Basis B gegeben ist”, w(B) zwar V /U erzeugt (sieche Lemma
11.12), im Allgemeinen aber nicht mehr linear unabhéngig ist. Nur mit diesen Daten
hat V' /U also definitiv keine ausgezeichnete Basis mehr. (Dies ist auch noch wahr,
wenn U mit einer ausgezeichneten Basis A kommt, es sei denn eben, dass A C B.)
Der Zusammenhang lasst sich, ahnlich wie in Proposition 4.8, auch umkehren.

Theorem 12.15 (Homomorphiesatz/Nullter Isomorphiesatz). Sei ® € Hom(V, W).
Dann ist (in “natiirlicher” Weise) V [ ker(®) = im(P).

Beweis. Jede (mengentheoretische) Abbildung induziert eine surjektive Abbildung
auf ihr Bild (triviale Ubungsaufgabe). ® ist ein (linearer) Epimorphismus auf im(®)
(als eigenstandiger Vektorraum). Man definiert dann ¢ : V' / ker(®) — im(®) durch
o([v]) = ®(v) und iberprift Wohldefiniertheit, Surjektivitat und Injektivitat wie
im Beweis von Proposition 12.14. ]

§ 13 Lineare Gleichungen

Den vorlaufigen Abschluss bildet in diesem § die “killer app” der linearen Algebra.
Problemstellung: Gegeben ein Kérper K, natiirliche Zahlen n,m € N, eine Koeffizi-
entenmatriz A = (a@) € Mat,,x,(K) und ein rechte Seite b = (b*,... 0™ € K™,
beschreibe alle Tupel z = (z!,...,2")7 € K", fiir die gleichzeitig alle folgenden
Identitaten gelten:

atat +aba® +- ala" =0
izt +aia? + -+ ada" = b

(13.1)
m .1 m_.2 m_n __ 1m
atx +ayr”+---+ayz" =",

genannt Losungen des linearen Gleichungssystems (13.1). Dieses heisst homogen,
falls b = 0, sonst inhomogen. b heisst auch Inhomogenitat. Der Rang des Gleichungs-
systems ist der (Zeilen- oder Spalten-)Rang® der Koeffizientenmatrix.

Idee: Wir interpretieren die in Frage kommenden x als Elemente des n-dimensionalen
Vektorraums K™, die Matrix A als Darstellung einer linearen Abbildung ® 4 : K™ —
K™ nehmen b € K™, schreiben die Losungsmenge als

LA ={ze K"| A -z =10}, (13.2)

und nutzen unsere Erkenntnisse aus §11 und §12.

59Diese sind gleich geméss Korollar 11.28.
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Beobachtungen:

Proposition 13.1. (i) Fir gegebene Koeffizientenmatriz A ist die Losungsmenge
des homogenen Gleichungssystems A -x = 0 ein linearer Unterraum von K™ der
Dimension d = n — r, wo r den Rang von (13.1) bezeichnet. Genauer gesagt gilt:
,C(.A, 0) = ker(CI)A).

(ii) L(A,b) ist genau dann nicht leer, wenn b € im(® 4). In diesem Fall™ ist L(.A,b)
ein affiner Raum tber ker(® 4). Genauver gesagt gilt: Fir alle xo € L(A,b) ist die
Abbildung 6(xg,-) : L(A,b) — L(A,0), x — 0(xg,x) := x — x0 bijektiv und es gilt:
d(z1,x) = 0(x1,20) + (20, 2) (vgl. Lemma 8.3). In Worten: Existiert iberhaupt eine
Lésung des inhomogenen Systems, so erhdlt man jede andere Losung des inhomo-
genen Systems durch Addition von genau einer Lisung des zugehdrigen homogenen
Systems.

Beweis. (i) Folgt direkt aus der Definition von £(.A4,0) und ker(®4). Die Dimensi-
onsformel ist der Rangsatz 11.27.

(ii) Ist o € L(A,b), so ist b = P 4(zg) € im(P4). Die Umkehrung ist eh klar. Fir
jedes weitere © € L(A,b) ist A-(x —ax9) = A-2—A-290 =0,dh -1y €
L(A,0); daher ist §(zo,-) wohldefiniert. Injektivitat ist klar, die Surjektivitat folgt
aus A 2o =bAA-y=0= A (xg+y) =0b, dh. y € §(zg, L(A,]))."! O

Losung: Zum Testen von b € im(®4) und zur expliziten Parametrisierung von
ker(®4) bringen wir die erweiterte Koeffizientenmatriz (A|b) mit Hilfe von ele-
mentaren Zeilenumformungen (in diesem Zusammenhang auch bekannt als Aquiva-
lenzumformungen) auf sog. reduzierte Zeilenstufenform,

0 1al,, - 0 - 0 at | ot
0 -0 0 |1 0 a2l

A~ D= | T e ] s
0 0 0 (:) : 0 0o o™

Im Vergleich zur Transponierten von (10.4) sind die Pivots &J%j =1firyg=1,...,r

normiert und die einzigen nicht-verschwindenden Eintrage in ihrer jeweiligen Spalte.
Ergebnis: Wir kénnen die Losungsmenge aus (13.3) direkt ablesen.

LLAD #AD e LA AP b = =" =0

70 Nach unserer Def. 8.2 ist die leere Menge (trivialerweise) ein affiner Raum iiber jedem belie-
bigen Vektorraum. Insofern ist die Bedingung nicht wirklich notwendig.

"IDie Giiltigkeit von §(x1,x) = §(x1,z0) + 6(zo, z) folgt sofort aus der Definition von §. £(A, b)
selbst ist aber nicht abgeschlossen unter Vektoraddition in K™.
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2. In diesem Fall ist

L(AD) = L(A,Db) = {z]
pt = b — (@) et Al ettt — = (@) et e alan)
wr = (@t ) )
(13.4)
Man nennt die 2, . . ., 2%, die zu den Pivot-Spalten gehéren, auch die “abhingigen”,

die tbrigen die “unabhéngigen” Variablen. (Diese Begriffe sind aber nicht wirklich
gut, da die reduzierte Stufenform nur fir feste Reihenfolge der Variablen eindeutig
ist, und eine andere Wahl manchmal effizienter sein kann.) Knobelaufgaben: (i)
Interpretiere den Losungsalgorithmus in der Basiswechselsprache. (ii) Interpretiere
die Inversion von Matrizen “von links” auf S. 66 als simultanes Losen von linearen
Gleichungssystemen.

Beispiel: siche Ubungen

Vermischtes: Fiir festes A und variables b € im(®4) stehen die Losungsmengen
L(A,b) alle in Bijektion zueinander (da sie ja insbesondere in Bijektion zu ker(® 4) =
L(A,0) stehen). Die Bijektionen sind aber nicht kanonisch und als Teilmengen von
K™ sind die £(A,b) auch verschieden. Per Definition kann jedes L£(A,b) auch als
Element des Quotientenraums K"/ ker(®4) aufgefasst werden. (Siehe Bemerkung

zur Notation im Beweis von Proposition 12.13.) Den Begriffen aus § 8 angepasst ist
L(A,b) ein affiner Teilraum von K.

Korollar 13.2. £(A,b) # 0 < rang(A) = rang(A|b) (als m x (n+1)-dimensionale
Matriz).

Beweis. Folgt aus b € im(® 4) < b € span(ay, ..., a,). O

Korollar 13.3. Fir eine quadratische Matriz A € Mat,,(K) sind dquivalent:

(i) Das homogene Gleichungssystem A - x =0 hat nur die triviale Losung x = 0.
(ii) Fir jedes b € K™ hat das Gleichungssystem A -x = b eine eindeutige Lisung
T, € K™

(iii) A ist invertierbar, d.h. A € GL(n, K).

In diesem Fall gilt x, = A~'b, und fiir seine Komponenten die Cramersche Regel

Tet A (13.5)

wo man im Zihler in A = (aq,...,a,) die i-te Spalte durch b ersetzt hat.

Beweis. Die Aquivalenzen sind gleichbedeutend mit den Aquivalenzen in Korollar
11.29. Gl (13.5) folgt wegen b = A -z, = a;a? aus

det(ay,...,b,...,a,) =det(ay,...,a;2’,...,a,) =2 det A (13.6)
)
i-te Stelle
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wegen Linearitit und Alternation der Determinante. Aquivalent: Gemiss Cramer-

scher Regel 10.19 gilt

p= 3 (1) det A (13.7)
j=1

det A

Dies ist die Entwicklung nach der i-ten Spalte der Determinante von A, ., siehe
Proposition 10.16. 0
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KONVERGENZ

Wir haben Kapitel 3 mit der Einsicht abgeschlossen, dass endlich-dimensionale Vek-
torrdume den natiirlichen Rahmen bilden fiir eine allgemeine Theorie linearer alge-
braischer Gleichungen: Solche Probleme lassen sich stets in endlich vielen Schritten
auf die Losbarkeit von ax = b im zugrundeliegenden Korper zurtickfithren. Dies er-
moglicht die vollstandige Beschreibung der Losungsmenge von Systemen mit beliebig
(endlich) vielen Variabeln. Das Verstdndnis der Parametrisierung von Unter- und
Faktorraumen erlaubt dann eine zufrieden stellende basisunabhéngige geometrisch-
physikalische Interpretation.

Andererseits hatten wir in §6 und §7 festgehalten, dass gewisse natiirlich auf-
tretende nicht-lineare Gleichungen nicht tiber jedem Korper 16sbar sind. Dies kann
algebraische Griinde haben (wie bei der Gleichung z* = 2 iiber Q) oder durch die
Anordnung bedingt sein (wie bei 22 = —1 tiber R). Ziel dieses Kapitels ist zu illus-
trieren, wie in der mathematischen Analysis eine Vielzahl solcher und verwandter
Probleme auf der Grundlage der Vollstindigkeit im Rechenbereich der reellen oder
komplexen Zahlen formuliert und gelost werden, anstatt durch explizite Algebra
oder Vorzeigen. Das unmittelbar niitzlichste Ergebnis wird in §16 zwar “nur” die
Definition einiger Zahlen und Funktionen mit Hilfe von Potenzreihen sein. Der in-
tervenierende § 15 legt allerdings die Grundlagen fiir alle weiteren Untersuchungen,
insbesondere fiir die (mehr-dimensionale) Differential- und Integralrechnung sowie
die Theorie der (gewohnlichen) Differentialgleichungen, die dann in der HoMa 2 und
3 entwickelt werden.

Zunéchst aber geht es in § 14 darum, die Charakterisierung der Vollstandigkeit
von R iiber die Supremumseigenschaft,” die wie bereits angedeutet nicht sehr flexi-
bel ist (und im Komplexen unmittelbar auch keinen Sinn macht), auf verschiedene
Weisen umzuformulieren, die sich dann bequem verallgemeinern lassen.

Charakteristisch fiir die Aussagen der Analysis sind die “fiir alle € > 0”-enthaltenden
Wendungen (siehe erstmalig Def. 14.4), und deren in Beweisen hdufig benutzte,
banale Umformulierungen.

Lemma. Sei x € R. Dann sind dquivalent:

(i) =0

(i) Fiir jedes € > 0 ist |x| < € (dquivalent dazu: x € (—¢,€), dem offenen Intervall).

72Jede nicht-leere nach oben beschrinkte Teilmenge von R besitzt eine kleinste obere Schranke:
VI CR:(T#0A(FB:VeeT 2 <B))=3sup(T): (Vz €T :a <sup(T)) A (VB:Vz €T :
2 < B = sup(T) < B)). Die Eindeutigkeit des Supremums folgt aus der Definition des Begriffs.
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(1ii) Fiir jedes € > 0 ist |x| < € (dquivalent dazu: © € [—¢, €], dem abgeschlossenen

Intervall).

(iv) Es existiert ein C' > 0 so, dass fir jedes € > 0 gilt: |x| < C-€ (bzw. |x| < C-¢).

(v) Fir alle C > 0 gilt: Fir jedes € > 0 gilt: |a:] <(C-e (bzw lz] < C-¢€).

(m) Fiir jede natiirliche Zahl N € N ist |z| < & (bzw. |z| < <, bzw. 3C > 0: VN €
N:|z| <%, bzw. VO >0:VN € N: |x|<N)

Beweis. Dass (i) alle anderen Aussagen impliziert, ist offensichtlich.
(ii)=(i): Wére x # 0, so gélte fir €, = |z|: €, > 0 und |z| > €,. ¢

(iii)=(i): Wére x # 0, so galte fur €, = u: € > 0und |z| > €. ¢

(iv):>( ) Ist e > 0, so ist auch ) =& > 0. Nach Voraussetzung (iv) folgt |z| <

S0, dass N >e !l dh + <e Aus ]x\ < 1 fir jedes N folgt daraus |z < e fiir
besagtes € (und damlt Jedes e > 0). O

§ 14 Folgen reeller Zahlen

Wir wiederholen und erganzen einige Vereinbarungen zu N-indizierten Familien vom
Ende von Kapitel 1 (s. Def. 4.9) und Anfang von Kapitel 3.

Definition 14.1. Sei X =# () eine nicht-leere Menge. Unter einer Folge in X (oder
auch mit Werten in X oder auch X-ige Folge) versteht man eine Abbildung

a:N—= X n—a(n)=a, € X (14.1)

von der Menge der natiirlichen Zahlen nach X. Wir schreiben hierfir auch (a,),en,
(@n)n=12. ., oder (bequem aber unprézise) (a,) C X. Der Wert a,, € X heisst auch
(n-tes) Glied der Folge (ay,).

Mit anderen Worten ist eine Folge eine Aufzéhlung von (wohlgemerkt nicht not-
wendigerweise verschiedenen) Elementen aq,as, ... von X. Manche Aussagen tiber
Folgen sind als Aussagen iiber das Bild, d.h. die Menge {a,, | n € N} C X aufzufas-
sen. Andere Aussagen betreffen die eigentliche Abbildung (14.1). Wir interessieren
uns dabei inbesondere fiir den Fall, dass X = R, der bis auf Isomorphismus eindeu-
tige (anordnungs-)vollstandige angeordnete Korper.

Definition 14.2. (i) Sind (z,)nen und (¥, )nen zwei reelle Folgen, so schreiben wir
fir die (gliedweise) Summe (z, + Y )nen, das Produkt (x,, - y,)nen, ete.

(ii) Eine Folge (x,) reeller Zahlen heisst beschrankt, wenn eine Schranke B > 0
existiert so, dass |z,| < B fir alle n € N.

(ili) (x,) heisst monoton wachsend, falls fir alle n,m € N

n>m==I, > ITn (14'2)

(Dies ist dquivalent zur scheinbar schwécheren Bedingung x,.1 > x, Vn € N.)
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(iv) (x,) heisst streng monoton wachsend falls auf der rechten Seite von (14.2) die
strenge Ungleichung x, > x,, gilt.

(v) Entsprechend heisst eine Folge (streng) monoton fallend, falls n > m = z,, < x,,
(bzw. T, < xp,).

Definition 14.3. Unter einer Teilfolge einer Folge (a,)nen € X (fiir beliebiges X)
versteht man eine Folge (bg)ren in X, welche aus (a,) durch Angabe einer streng
monoton wachsenden Folge (ny)ren natiirlicher Zahlen™ via

by == an, (14.3)

gewonnen worden ist. Das heisst, man zahlt nur einen Teil der Folgenglieder von
(ay) ab, aber unter Berticksichtigung von deren urspriinglichen Reihenfolge.

Beispiele. (i) Die Folge (a,) mit a, = n? ist streng monoton wachsend.

(ii) Die Folge (a,) mit a, = |5, wo fiir alle # € R [2] die grésste ganze Zahl kleiner
oder gleich x bezeichnet, ist monoton, aber nicht streng monoton, wachsend.

(iii) Die Folge (a,) mit a,, = sin(7n/6) ist beschriankt. Die Folge (bx) mit by = ag
ist eine Teilfolge von (a,) mit by = 0 fiir alle k.

Die in der Einleitung auf S. 99 angekiindigte Strategie zur Losung analytischer
Probleme ist es nun, reelle Zahlen nicht explizit (wie etwa durch Dedekindsche
Schnitte) anzugeben, sondern ihnen durch sukzessive Approzimation mit Folgen
allmahlich immer naher zu kommen. Dies ist voll an der physikalischen Intuition
ausgerichtet.

Definition 14.4. Eine Folge (z,,) reeller Zahlen heisst konvergent, falls ein x € R
existiert mit der Eigenschaft, dass Ve > 0 ein N, € N existiert so, dass

|z, — 2| <€ ¥n> N, (14.4)

Wir sagen dann auch: (z,) konvergiert “gegen”, oder “mit Grenzwert” x und schrei-
ben

lim x,, = r, manchmal nur limz, = x, oder auch z,, — = (14.5)
n—o0 n—0o0

Eine nicht-konvergente Folge heisst divergent.

Haufig benutzte, offensichtlich gleichwertige™ Varianten der Bedingung (14.4)
umfassen:
(i) Ve >0:3IN. e N: z, —x € (—¢,4€) Vn > N,.
(ii)) Ve >0: AN, e N: z, € (t —€¢,2+€) Yn > N..
(iii) 3C > 0 so, dass: Ve > 0: AN, e N: |z, —z| < C - e V¥n > N,
(iv) Die Benutzung von Worten: Fiir jedes ¢ > 0 liegen fast alle (d.h. alle bis auf
endlich viele) Folgenglieder im Intervall (x — €, 4 €) oder “weniger als ¢ von x
entfernt”.
(v) Die Ersetzung von “<” durch “<”  bzw. der offenen Intervalle durch die abge-
schlossenen.

"Monotonie fiir Folgen natiirlicher Zahlen ist selbsterklirend genauso definiert wie fiir reelle
Folgen.
"Siehe hierzu insbesondere auch das “Triviallemma” auf S. 99.
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Beispiele. Eine konstante Folge (z,,) mit x,, = z fiir alle n konvergiert trivialerweise
gegen x. Die Folge (z,) mit x,, = x + % konvergiert gegen z.

Der Umstand, dass zur Entscheidung tiber die Konvergenz einer Folge der Grenz-
wert bekannt sein oder erraten werden muss, scheint etwas unzufrieden stellend. Dies
wird mit Theorem 14.21 behoben werden. Die Findeutigkeit des Grenzwertes garan-
tiert die Sinnhaftigkeit der Notation (14.5):

Lemma 14.5. Konvergiert eine reelle Folge (x,) gegen x, und gegen y, dann gilt
notwendiger Weise x = y.

Beweis. Fir € > 0 seien N, und M, so, dass

|z, — x| < eVn > N,

und |z, —y| < eVn > M, (14.6)

Dann gilt mit einem beliebigen ng > max{N,, M.}:
|z —y| = |x — Xpy + Tny — Y| < |& — 2| + |20y — Y| < 2 (14.7)
Aus diesem Schluss folgt x = y. O]

Definition 14.6. Eine Nullfolge ist eine konvergente Folge (p.t., mit Werten in R)
mit Grenzwert 0.

Lemma 14.7. Fir eine reelle Folge (x,) und x € R sind die folgenden Aussagen
aquivalent.
(i) lim z, =z
n—oo
(i) (x, — x)nen ist eine Nullfolge.
(iii) (|x, — x|)nen ist eine Nullfolge.

Beweis. ausschreiben. O

Beispiele und Rechenregeln

Wir entwickeln die wichtigsten Rechenregeln fiir Konvergenz von Folgen in Konkur-
renz mit den folgenden elementaren Grenzwerten.

1
Beispiel 14.8. (i) Fiir alle s € Q mit s > 0 gilt lim — = 0.

n—oo NS

(ii) Fiir alle a > 0 gilt lim o'/™ = 1.

n—oo
(i) lim nY/" =1
n—oo

(iv) Fir alle 0 < ¢ < 1 ist lim ¢" = 0.
n—0o0
k

(v) Fir alle £ € Nund z > 1 ist lim " 0. “Potenz, gewinnt gegen Polynom.”

n—oo

Der Beweis von (i) beruht auf der Monotonie der Potenzfunktionen, die via Propo-
sition 6.17 (aktuell nur) fiir alle rationale Exponenten definiert sind: Fur jedes € > 0
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gilt mit N, > 61% (ein solches N, existiert nach dem Archimedischen Axiom) fiir alle
n > N,
ia<ji<(é“f:w (14.8)
n® — Ng '
Fiir (ii) benutzen wir zunéchst im Fall @ > 1 die Bernoullische Ungleichung™
a=(1+a’"=1)">1+n(a"" 1) (14.9)
——

>0
um zu folgern, dass fiir alle n:

a—1

0<a/m—1< (14.10)

n

Die Aussage folgt dann aus (i) und dem sogenannten “Sandwich-Theorem”:

Lemma 14.9. Es seien (x,,) eine reelle Folge und (A,) und (B,,) konvergente reelle
Folgen mit

lim A, = lim B, =:2 und A, <uz,<B, firallen (14.11)

n—oo n—oo

Dann gilt lim z,, = x.

n—oo
Beweis. Sind fiir ¢ > 0 N, und M, so, dass |A, — z| < € fir alle n > N, und
|B, — x| < € fur alle n > M., so gilt fir alle n > max{N,, M}

—e<A,—x<xz,—x<B,—r<c¢ (14.12)
und daher |z, — x| < e. Daraus folgt die Behauptung. O

Bemerkung. - Es geniigt offenbar, wenn z,, € [A,, B,] fir fast alle n, d.h. IN s.d.
x, € [An, B, fur alle n > N.

- Wie bereits mehrfach festgehalten, ist fiir die Abschatzungen im Grossteil der
Aussagen und Beweise die Unterscheidung zwischen < und < unerheblich.

- Auf der anderen Seite ergeht die Warnung, dass beim Grenziibergang selbst Un-
gleichungen zu Gleichungen werden konnen. Beispielsweise gilt: Sind (a,) und (b,)
konvergente Folgen mit a,, < b, fiir alle (oder auch “fast alle”) n, so folgt™ lim a,, <
lim b,,, aber im Allgemeinen gilt nicht “<” ! (Konkret: a,, = 0 Vn, b, = 1/n.)

Proposition 14.10. Fir reelle Folgen (x,) und (y,) gelte x, — = und y, — y.
Dann gilt

() lim(z, +yn) =z +y

(8) im(zy, - yn) =7 -y

(v) lim |z,| = |2

(6) falls y # 0, so sind fast alle y,, # 0 und lim ? =

"Siehe Lemma 6.3: Fiir alle x > —1, n € N, gilt (1 +2)" > 1+ nz.
76 Beweis: lima,, < a, + € < b, + € < limb,, + 2¢ fiir n gross genug, fiir alle € > 0.

< |8
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Beweis. siche Lehrbiicher. ]

- Natiirlich gelten hier keine Umkehrungen. Insbesondere folgt aus |x,| — |z| nicht
T, — x, siehe etwa Beispiel 14.12.

Die Aussage des Beispiels (ii) im Falle a < 1 folgt nun aus dem bereits bewiesenen
Fall a > 1 zusammen mit der Regel (0). (Fiir a = 1 ist die Aussage sowieso trivial.)
Zum Beweis von (iii) wenden wir die Bernoullische Ungleichung zunéchst an auf

n'/? = (1 +nt/2 — 1)” > 1+n(n1/2" — 1)

/2 _ 1 1 (14.13)
um zu folgern, dass 0 < nl/?n 1< n = —— —0
n nl/2 N n—oo

Mit Lemma 14.9 und Lemma 14.7 folgt daraus lim n/?® = 1, und wegen Regel (3)
n—oo
lim n!/" = lim (nl/Q" : nl/Z”) =1 (14.14)

n—oo n—oo

- Beispiel (iv) ist genau die Aussage von Prop. 6.11 (die wir auch mit der Bernoulli-
schen Ungleichung bewiesen hatten). Zum Beweis von (v) folgern wir zunéchst (noch
einmal) aus der Bernoullischen Ungleichung, dass fir alle y > 1

y'=(1+y—1)">1+n(y—1)>n"? 0@y -1)
N~

>0

172 . (14.15)

das heisst also: < — 0
1) o

Nun schliessen wir mit y = 2'/%* > 1 und wiederholter Anwendung der Regel (3):

nk nl/2 2k
o = (W) 7:0 0 (14.16)
——
— 0

n—o00

- Wir bemerken, dass im Vergleich zur linearen Algebra die Beweise der Analysis
haufig von geschickten Umformungen und von frithestens im nachhinein offensicht-
lichen Abschatzungen abhéangen.

- Ausserdem sind die Folgen (i)—(v), sowie die Rechenregeln, zwar sehr niitzlich,
illustrieren aber gerade nicht die wesentliche Idee, Folgen zum Herzeigen “neuer”
reeller Zahlen (insbesondere solcher in R\ Q) zu benutzen. Dafiir miissen wir aus der
Vollstandigkeit von R Kriterien entwickeln, die die Konvergenz von gewissen Folgen
garantieren, gerade auch ohne, dass wir den Grenzwert a priori explizit kennen.
(Vielmehr wird dann die reelle Zahl als der Grenzwert der fraglichen Folge definiert.)
- Unser Paradebeispiel hierfiir ist die rekursiv definierte Folge

xi—Q_xn 1

ntl = Ty — — 4+ — 14.1

Tnt1 = 22, 2 + Ty ( 7

(vgl. (6.15)), welche fiir beliebigen Startwert zy > v/2 die Eigenschaft hat, dass
lim z, = V2, (14.18)
n—oo

was wir als Konsequenz aus unserem ersten grenzwertfreien Konvergenzkriterium
bald beweisen. Zunéchst noch eine kleine Ubung zu Teilfolgen.
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Lemma 14.11. Eine Folge (x,)nen konvergiert genau dann, wenn jede ihrer Teil-
folgen (x,, )ken konvergiert. Es gilt dann

klggo T = iz, (14.19)
fiir jede solche Teilfolge.
Beweis. Angenommen, (z,) konvergiert. Sei x := lim,_, x, ihr Grenzwert, und

(xn,) eine Teilfolge. Fiir beliebiges € > 0 sei dann N, so gross, dass |z, — x| < €
fir alle n > N.. Wegen der Monotonie der die Teilfolge parametrisierenden Folge
(ng) gilt ny, > k Vk, und damit folgt |z,, — x| < € fir alle & > N.. Die Teilfolge
konvergiert also auch gegen x.

- Nehmen wir umgekehrt an, dass jede Teilfolge von (z,) konvergiert, so folgt die
Konvergenz von (z,) bereits aus der Tatsache, dass (x,) trivialerweise eine Teil-
folge ihrer selbst ist. Damit folgt auch die Aussage zum Grenzwert aller (anderen)
Teilfolgen. O

Beispiele 14.12. Es geniigt natiirlich nicht, wenn irgendeine Teilfolge konvergiert:
Die Folge (an)nen = (—1,1,—1,...) mit

{—1 n ungerade (14.20)

+1 n gerade

ist divergent. Die Teilfolge der Glieder mit geradem Index, (by)ren = (Gok)ren (d.h.
ng = 2k, by = agy) ist hingegen konvergent (da konstant gleich +1) mit Grenzwert
1. Ebenso ist (agk_1)ken konvergent mit Grenzwert —1.
- Es geniigt nicht einmal, wenn “in einer Familie von Teilfolgen, welche zusammen
alle Folgenglieder abdecken, alle gegen den gleichen Grenzwert konvergieren”. Sei
zum Beispiel a,, = % wenn n von der Form n = p* ist fiir eine Primzahl p, und
a, = 0 sonst (wenn also n keine Primzahlpotenz ist). Dann ist fiir jede Primzahl
p die Teilfolge (a,, )reny mit nx = p* eine Nullfolge, ebenso wie die komplementére
Teilfolge, die iiber die n mit mehr als einem Primzahlfaktor gebildet wird (und die
identisch 0 ist). Andererseits existiert fiir jede (noch so grosse) natiirliche Zahl N
eine Primzahl p > N, fir die dann a, = 1. Die Teilfolge (a,), prim ist also konstant
gleich 1 und (a,) selbst ist divergent.
- Es ist instruktiv sich zu tberlegen, dass wir fiir die Untersuchung des Konver-
genzverhaltens einer Folge stets endlich viele Folgenglieder ignorieren konnen. Als
Beispiel hierfiir betrachten wir fiir x € R die Folge
xn
an =7 (14.21)

Wir behaupten, (a,) ist fiir jedes solche = eine Nullfolge. Sei dazu (fiir festes z) Ny

so gross, dass IN%‘ < % Dann ist fiir alle n > Ny:

iL’n_NO
ol = N N+ 1) (n—1)-n
| 7 el (1422)
- 0

No+1 ‘n—1 n
< lan,|-2"°™™ =0 fiir n — oo
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Folgen und Vollstindigkeit

Konvergenz lésst sich iiber den Absolutbetrag prinzipiell in jedem angeordneten Kor-
per definieren, und die obigen Rechenregeln sowie die meisten Beispiele gelten dann
fort. Auf den folgenden Seiten wird gezeigt, dass die Supremumseigenschaft von R
dreierlei Konvergenzkriterien von Folgen nach sich zieht: Das Prinzip der monoto-
nen Konvergenz, das Intervallschachtelungsprinzip (welches den Satz von Bolzano-
Weierstrass impliziert), und das Cauchy-Kriterium. Tatsachlich ist jedes davon (ge-
gebenenfalls unter der Voraussetzung des archimedischen Axioms) dquivalent zur
Anordnungsvollstindigkeit und erlaubt damit alternative Charakterisierungen der
reellen Zahlen.

Theorem 14.13 (Prinzip der monotonen Konvergenz). Jede monoton wachsende
und nach oben beschrinkte Folge reeller Zahlen ist konvergent.

Ty
T To T34 Tg
@
s =limxz,

Beweis. Sei (z,,) eine monoton wachsende nach oben beschrankte reelle Folge. Die
Bildmenge T" = {z,, | n € N} C R ist dann nichtleer und nach oben beschrankt.
Nach der Supremumseigenschaft (Anordnungsvollstiandigkeit, Definition 6.14) exis-
tiert eine kleinste obere Schranke,

s :=sup({z, | n € N}) (14.23)

Beh.: lim z,, = s
n—0o0

Bew.: Fiir jedes € > 0 ist s — € < s, daher keine obere Schranke fiir 7. Es existiert
also ein N, mit xzy, > s — e. Wegen der Monotonie gilt dann fiir all n > N,

(z,) ist monoton wachsend

—

S>> Ty > XN, >S—€ (14.24)

—t

s ist obere Schranke

d.h. |z, — s| <€, Vn > N.. Dies impliziert die Behauptung. H

Genauso ist jede monoton fallende und nach unten beschrinkte reelle Folge kon-
vergent. Es ist (insbesondere im Kontext der Integralrechnung) zweckméssig, die
Begriffe von Supremum/Infimum und Konvergenz so zu erweitern, dass die Supre-
mumseigenschaft und das Prinzip der monotonen Konvergenz auch ohne die Bedin-
gungen “nicht-leer” und “beschrankt” gelten.

Definition 14.14. (i) Ist 7' C R nicht nach oben (unten) beschrankt, so setzt man
supT = +oo (bzw. infT = —o0).

(ii) Wir setzen: sup @ = —oo, inf@ = +00.7

""Dies stellt zusammen mit (i) sicher, dass fiir alle T C K stets sup7 = inf{B |+ < B Vz € T}
(bzw. infT = sup{B | x > B Vx € T'}), ist aber nicht mehr vertréglich mit inf7 < supT.
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(iii) Eine Folge reeller Zahlen (x,) heisst uneigentlich konvergent gegen +oo (bzw.
—00) (man sagt auch: bestimmt divergent), falls fiir alle B € R ein Np existiert so,
dass z,, > B fur alle n > Np.

(iv) Die Menge R := R U {—o00, 00} heisst erweiterte Zahlengerade.

Beispiele. Fir jedes x > 1 divergiert die Folge

ap = — (14.25)

bestimmt gegen +oo. (Ubungsaufgabe)
- Jede monotone Folge reeller Zahlen ist entweder konvergent oder bestimmt diver-
gent.

Prinzip der monotonen Konvergenz = Supremumseigenschaft. (Wird nicht in der
Vorlesung vorgefiihrt; alternativ leitet man aus der monotonen Konvergenz zunéchst
das Intervallschachtelungsprinzip her und daraus die Supremumseigenschaft. )

Proposition. Sei K ein angeordneter Korper mit der Eigenschaft, dass jede mono-
ton wachsende nach oben beschrinkte Folge konvergiert. Dann hat jede nicht-leere
nach oben beschrinkte Menge eine kleinste obere Schranke.

Beweis. Wir zeigen zunachst, dass K archimedisch ist: Ware N C K nach oben
beschrankt, so wire (n),ey eine monoton wachsende nach oben beschrinkte Folge.
Ist z = lim,,_,oo n € K ihr Grenzwert so konvergiert die Folge (n+ 1),y als Teilfolge
von (n),en aufgrund von Lemma 14.11 ebenfalls gegen x, aufgrund der Rechenregel
() aber gegen x + 1. Dies ist wegen Lemma 14.5 unmoglich. #

Sei nun 7' C K nicht-leer und nach oben beschrankt, und U = {y € K | x <
y Vx € T} C K die Menge der oberen Schranken von T'. U ist nicht-leer und nach
oben ordnungsabgeschlossen, d.h. fur alle y € U, ¢/ € K mit 3/ > y gilt auch 3y € U.
Insbesondere gilt: « ¢ U = x <y Vy € U.
Beh.: Fir alle € > 0 gilt

UcU—-e={z|z+ecU}gU (14.26)

Bew.: Die erste Inklusion folgt aus der Ordnungsabgeschlossenheit, die zweite durch
Widerspruch: Aus U — e C U folgt rekursiv U —ne CU — (n—1)e C --- C U fir
alle n € N, und daraus aus der archimedischen Eigenschaft (und der Tatsache, dass
U #0), dass z € U fiir alle x € K. Andererseits gilt fiir beliebiges € T' (T ist auch
nicht-leer) x — 1 ¢ U. ¢

Beh.: Firallen e Ngilt U =+ DU — =5 > --- D U und

N <U - 1) cU (14.27)

n
neN
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KAPITEL 4. KONVERGENZ

Bew.: Die Inklusionskette folgt aus der Ordnungsabgeschlossenheit. Fir (14.27) zei-
gen wir, dass jedes y € ﬂneN(U — %) obere Schranke von T ist: Andernfalls existiert
ein x € T'mit x > y. Da K archimedisch ist, existiert dann ein ny € N so, dass auch
noch y + nio < x. Wegen y + nio € U muss aber z <y + n—lo gelten. #

Setze nun n; = 1 und wéhle 21 € (U — nil) \ U (diese Menge ist nicht-leer wegen
(14.26)). Da x; ¢ U existiert wegen (14.27) ein ny > ny so, dass z; ¢ U — -

Wihle z, € (U — niz) \ U (ebenfalls nicht-leer wegen (14.26)) und n3 > ny so, dass
x9 ¢ U — n%,v etc. Dies liefert eine monoton wachsende Folge ganzer Zahlen (ng)ren

und eine Folge (zy)reny in K so, dass xy € (U — i) \ (U — ) C (U — é) \U

ng Nk+1
fir alle k. (z)) ist dann monoton wachsend und durch jedes+y € U nach oben
beschrénkt. Sie konvergiert nach Voraussetzung und ihr Grenzwert s = limy,_, ., xx
ist nach Fussnote 76 auch kleiner oder gleich als jedes Element von U. Wegen s > x;,
fir alle k in Verbindung mit (14.27) gilt s € Mgen (U = =) = Npen(U = £) CU. s
ist also obere Schranke von 7" und keine obere Schranke ist kleiner. Dies zeigt die

Supremumseigenschaft. O]

Mit Theorem 14.13 sind wir nun in der Lage, die auf S. 31 gedffnete Klammer
endlich zu schliessen.

Beweis von (14.18). Aus den Betrachtungen um Gl. (6.16) folgt, dass die fir belie-
bigen Startwert zo > /2 via &, = 2+ ﬁ definierte Folge (x,) monoton fallt und

nach unten (durch v/2) beschrinkt ist. Nach Theorem 14.13 existiert 2 = lim,, o0 0,
und nach den obigen Rechenregeln gilt
-2 >0 (denn z, > /2 ¥n)
- Die Folge (y,,) mit y,, := z,,1 konvergiert als Teilfolge von (x,,) ebenfalls, mit dem
gleichen Grenzwert x (s. 14.11).

Andererseits gilt wegen der Rechenregeln (), (9):

= li — lim 22 4 i - Iy
T T T, 2 (14.28)

und deshalb z = V2
O

Dieses insbesondere von Newton verfochtene Verfahren lasst sich offensichtlich
zur Berechnung aller in Proposition 6.17 angekiindigten Wurzeln verallgemeinern.
Zum Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra dringen wir damit aber nicht durch,
da C nicht angeordnet ist. Eine alternative Idee ist die “sukzessive Eingrenzung” von
(gesuchten, reellen) Zahlen auf immer kleiner werdende beschriankte Teilmengen.

Definition 14.15. Eine Intervallschachtelung ist eine Folge von abgeschlossenen
und beschrénkten Intervallen ([a,, b,])nen mit
[an+17 bn+1] - [ana bn] vn

und lim (b, — a,) = lim |b, —a,| =0
n—oo n—oo

(14.29)

(Zur Erinnerung: Abgeschlossene und beschréankte Intervalle heissen auch kompakt.
Ein-Punkt-Mengen sind nach unserer Definition 6.16 erlaubt.)

Skript Hohere Mathematik 1 108 4/20/2026 14:59



§14. FOLGEN REELLER ZAHLEN

Theorem 14.16 (Intervallschachtelungsprinzip). Zu jeder Intervallschachtelung ex-
istiert genau eine reelle Zahl x, die in allen [a,,b,] enthalten ist, d.h.

([ bn) = {2} (14.30)

=1

3

aq a9 as bg bg b1
—t —e} —
Xz

Beweis. Die Folge (a,) ist monoton wachsend und nach oben beschrankt (durch
irgendein b,), daher konvergent wegen Theorem 14.13. Wir setzen z = lima,, so
dass gilt * > a,, Vn. Fir gegebenes € > 0 sei nun N, derart, dass gleichzeitig

b, —a, <e€

and  z—a, <e¢ }Vn > Ne (14.31)

(Ersteres lésst sich erreichen wegen lim(b, — a,) = 0, letzteres wegen lima, = x.)
Dann gilt Vn > N,

w <b (14.31)
' (
—e<a,—x<b,—x<b,—a,<e€ (14.32)
2 4
(14.31) T > an

Es folgt lim b,, = x, und wegen der Monotonie von (b,), dass x < by, also x € [a,, b,],
fur alle n. Fiir jedes (weitere) y € (), [an, b,] folgt aus lim |b,—a,| = 0, dass |[zr—y| < €
fir alle € > 0 und daher y = . ]
Das Prinzip gilt nicht mit offenen Intervallen, z.B. ist ()", (0, 1) = 0.
Intervallschachtelungen lassen sich bereits sinnvoll auf nicht angeordnete Rechen-
bereiche verallgemeinern (siehe Proposition 15.25 in § 15). Wir benutzen sie hier wie
angekiindigt zum tieferen Verstandnis des Konvergenzverhaltens von Folgen.

Theorem 14.17 (Satz von Bolzano-Weierstrass). Jede (nach oben und unten) be-
schrankte reelle Folge (x,,) besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis. Da (x,) beschrankt ist, existiert ein B > 0 so, dass
{z, |n e N} C [-B, B] (14.33)

Zur Identifikation eines mutmasslichen Grenzwertes definieren wir rekursiv eine In-
tervallschachtelung ([ag, bx])ken so, dass fir jedes k gilt:

Bed(k) : [ag, bg] enthélt unendlich viele x,, (14.34)

Dazu der 1. Schritt: Falls in [0, B] unendlich viele z,, liegen, setze [ay, b;] := [0, B].
Andernfalls liegen in [—B, 0] unendlich viele z,, und wir setzen [ay, b;] := [—B, 0].
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KAPITEL 4. KONVERGENZ

k-ter Schritt: Sei M := a’“l—;b’c‘l Da [ag_1, bg—1] wegen Bed(k — 1) unendlich viele
x, enthélt, enthalt mindestens eines von [a_1, M| oder [M, bx_1] unendlich viele.
Wir setzen [ay, by| = [M, by_4] falls dieses Intervall unendlich viele z,, enthélt, sonst
lag, bx] = [ax_1, M]. Damit ist Bed(k) erfillt und wir kénnen fortfahren.

Per Konstruktion gilt [agi1,bri1] C [ag, bg] und by — ap = Qki_l ]H—OZ 0. Es liegt
also eine Intervallschachtelung vor. Sei z € R ihr geméss Theorem 14.16 eindeutige
Durchschnitt.

—B 0 B
Ty T4 1 Xy .. T3
d | J.‘.+ oo ..-4
T I T
ay “n2 T zny by
ag bo
az b3

Zur Konstruktion einer Teilfolge (x,, )reny mit Grenzwert x sei ny ein Index so,
dass z,, € [a1,b;] und dann rekursiv ny ein Index, grosser als ny_; so, dass z,, €
lag, bg]. (Der Witz ist, dass, falls es kein solches ny gédbe, dann ldgen hochstens
endlich viele z,, in [ay, bx], ndmlich hochstens alle mit n < ng_;, im Widerspruch zu
Bed(k).)

Beh.: lim z,, =«
k—o00

Bew.: Fiir ¢ > 0 sei K € N so, dass % < eVk > K. Es gilt z,, € [ax,br] C
lak, bi] Yk > K, ausserdem ist per Definition x € [ak, bx]. Wegen b —ax < € folgt
|z —x,, | <eVk > K. O

In diesem Beweis haben wir bei der Konstruktion der Intervallschachtelung stets
das obere Halbintervall vorgezogen. Wiirden wir im Fall, dass [ax_1, M| und [M, by, _4]
beide unendlich viele Folgenglieder enthalten, auch mal das untere auswahlen, so
hétte die resultierende Teilfolge (im Allgemeinen) einen anderen Grenzwert.

Definition 14.18. Eine Zahl = € R heisst Haufungswert der reellen Folge (z,,), falls
diese eine gegen x konvergente Teilfolge besitzt. Ist (z,,) beschrinkt, so ist die Menge
der Haufungswerte nicht-leer wegen Theorem 14.17 und (offensichtlich) beschrankt.
Man nennt die Zahlen

lim sup(z,) = sup{x | Es existiert eine gegen z konvergente Teilfolge von (z,)}

liminf(z,) = inf{z | Es existiert eine gegen = konvergente Teilfolge von (z,,)}
(14.35)

den limes superior bzw. limes inferior von (x,). Fir unbeschrankte Folgen verall-
gemeinert man entsprechend Definition 14.14.

Proposition 14.19. Sei (z,)nen eine reelle Folge.

(i) Eine Zahl x € R ist genau dann ein Haufungswert von (x,,), wenn fir jedes € > 0
unendlich viele Folgenglieder im Intervall (x — €,x + €) liegen.
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(i) Ist (z,,) (nach oben und unten) beschrinkt, so existiert eine gegen limsup(z,)
und eine gegen liminf(x,) konvergente Teilfolge, d.h.

limsup(z,) = max{x | Es ezistiert eine gegen x konvergente Teilfolge von (x,)}

liminf(x,) = min{x | Es existiert eine gegen x konvergente Teilfolge von (z,)}

(14.36)
(iii) Ist (x,,) (nach oben und unten) beschrinkt, so gilt
limsup(x,,) = min{x | Ve > 0 ist z,, < x + € fir fast alle n.} (14.37)
lim inf(x,,) = max{z | Ve > 0 ist x, > x — € fir fast alle n.}
(iv) Im Allgemeinen (also auch ohne Beschrinktheitsvoraussetzung) gilt:
limsup(x,,) = inf{x | x, > x fir héchstens endlich viele n.} (14.38)

liminf(z,) = sup{x | x, < x fiir héchstens endlich viele n.}

(v) Die Folge (T,,) mit T,, := sup{w,, | m >n} € R = RU{—o0, +00} ist monoton
fallend, und -
limsup(z,) = lim 7, € R (14.39)
n—oo

Analog: Die Folge z, := inf{x,, | m > n} ist monoton wachsend, und

liminf(z,) = lim z,, € RU{—00, 400} (14.40)
n—oo

(vi) Die Folge (x,,) konvergiert genau dann wenn sie beschrankt ist und lim sup(x,,) =
lim inf(x,,).

Beweis. Wir fassen uns kurz.”®

(i) Folgt aus der Definition, haha.

(ii) Siehe Beweis von Theorem 14.17. ™

(iii) Folgt aus (i) und (ii).

(iv) Ditto. Ist etwa (x,) nach oben unbeschrankt, so gilt lim sup(z,) = inf() = +oo.

(v) Die Monotonie ist offensichtlich, der Grenzwert folgt aus (iv).

(vi) Klar. O
Zuletzt erreichen wir das Ziel des elegantesten und am meisten eingesetzten

Konvergenzkriteriums.

Definition 14.20. Eine Folge reeller Zahlen (z,) heisst Cauchy-Folge (CF), falls
fiir jedes € > 0 ein N, € N existiert derart, dass

|z, — x| <€ fallsn > N, und m > N, (14.41)

"8In der Praxis bietet die Identifikation von lim sup/lim inf direkt aus der Definition selten grosse
Schwierigkeiten.

MEtwas direkter: Fiir jedes m € N existiert ein Hiufungswert y,,, mit y,, > limsup(z,) — %
(Def. des Supremums) und es gibt unendlich viele zj, mit |z — ym| < - (dies folgt aus (i)). Man
findet dann sukzessive eine Folge ki, so, dass |zy,, — limsup(z,,)| < 2 (Dreiecksungleichung) und
Emt1 > km Vm, und (xy, ) ist eine gegen z konvergente Teilfolge.
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Theorem 14.21. FEine Folge reeller Zahlen konvergiert dann und nur dann wenn
sie eine Cauchy-Folge ist.

Bemerkungen. - Das Cauchy-Kriterium besagt intuitiv, dass Folgenglieder vonein-
ander beliebig kleinen Abstand haben, wenn nur ihre Indizes gross genug sind. Dies
ist ein enormer Vorteil gegeniiber der urspriinglichen Definition 14.4, nach der man
den Grenzwert kennen oder raten muss, bevor man testen kann, ob Folgenglieder
ihm beliebig nahe kommen.

- Das Prinzip der monotonen Konvergenz 14.13 kommt auch ohne a priori Kenntnis
des Grenzwert aus. Allerdings braucht das Prinzip die Anordnung von R in direkter
Weise. Das Cauchy-Kriterium tut dies nur “indirekt”, namlich iber den Umweg des
“Absolutbetrags”. Dies wird es uns ermoglichen, das Cauchy-Kriterium in einem sehr
viel allgemeineren Kontext anzuwenden, in dem wir keine Anordnung, aber immer
noch ein Analogon eines Absolutbetrags zur Verfiigung haben.

- In der Definition einer Cauchy-Folge wirde die Forderung |z, — xn,| < € Vn > N,
ausreichen (Ubungsaufgabe). Hingegen ist etwa schon die Forderung |z, 1 — x,| < €
Vn > N, zu schwach.

Der Beweis des Cauchy-Kriteriums ist mit unseren Vorbereitungen relativ ein-
fach. Wir verteilen ihn auf drei Lemmas.

Lemma 14.22. Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge.

Beweis. Sei (2 )nen konvergent mit Grenzwert x. Fir € > 0 sei Ne s.d. | —z,| < §
Vn > N.. Dann gilt fiir alle n > N, und m > N,

]xn—xm]§|xn—x|+\x—xm|<§+§:e (14.42)

]

Lemma 14.23. Cauchy-Folgen sind beschrankt.

Beweis. Sei (x,,)nen eine Cauchy-Folge. Fiir € = 1 sei Ny s.d. |z, — x| < 1Vn,m >
Nj. Insbesondere gilt mit m = Ny: |z,| = |y, + 2 — 2N, | < |zn, |+ 1 VR > Ny Mit
B :=max{|x1|, |zal, ..., TN 1], |ZN, | + 1} gilt dann |z,| < B Vn. O

Lemma 14.24. Jede Cauchy-Folge ist konvergent.

Beweis. Nach Lemma 14.23 ist eine Cauchy-Folge (z,,) jedenfalls beschriankt. Nach
14.17 existiert eine konvergente Teilfolge (x,, ) mit Grenzwert x := limy_, o, z,,, . Wir
behaupten, dass x, — .

n—oo

Bew.: Fiir € > 0 sei N, derart, dass |z,, — x,,| < € fiir alle n > N, und m > N.. ((z,,)
ist eine Cauchy-Folge.) Sodann sei K. derart, dass ng, > N. und |z,, — x| <€
(Konvergenz der Teilfolge). Zusammen folgt fiir alle n > N.:

[Tn — 2| <Xy — Ty | + [Ty, — ] < 26 (14.43)

Daraus folgt die Behauptung.
Mit 14.22 und 14.24 ist auch 14.21 bewiesen. O]
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Abschliessende Bemerkungen; Uberabzihlbarkeit von R

- Das Cauchy-Kriterium ist ebenso wie das Intervallschachtelungsprinzip, unter der
Voraussetzung des archimedischen Axiom, dquivalent zur Anordnungsvollsténdig-
keit der reellen Zahlen.®® Zur Konstruktion von R aus Q (siehe Theorem 6.15) sind
Dedekindsche Schnitte jedoch 6konomischer (wenn nicht notwendiger Weise trans-
parenter). Dies liegt daran, dass es zu jeder reellen Zahl x sehr viele verschiedene
(auch rationale) Intervallschachtelungen mit Durchschnitt x gibt, und ebenso sehr
viele (rationale) Cauchy-Folgen mit Grenzwert x. Die reellen Zahlen miissten al-
so als Quotient der Menge der (rationalen) Intervallschachtelungen/Cauchy-Folgen
beziiglich einer geeigneten Aquivalenzrelation definiert werden.

- Wéhrend die Definitionen und Rechenregeln zur Konvergenz auch fiir Folgen ra-
tionaler Zahlen gegolten hétten, hangen die Konvergenzkriterien 14.13 (monotone
Konvergenz), 14.21 (Cauchy-Kriterium) sowie die Ergebnisse 14.16 (Intervallschach-
telungen) sowie 14.17 (Satz von Bolzano-Weierstrass) wesentlich von der Vollstan-
digkeit der reellen Zahlen ab. Der Preis dafiir, und ein Mass fiir die “Irrationalitat”
der reellen Zahlen, ist ihre Uberabzihlbarkeit.

Erinnerung. (Siehe Def. 4.10) Eine Menge X ist abzdahlbar, wenn eine injektive Ab-
bildung von X nach N existiert. Eine solche Menge X ist endlich, wenn das Bild einer
solchen Abbildung beschrankt ist, andernfalls abzéhlbar unendlich. Aquivalent dazu
ist X genau dann abzéhlbar unendlich, wenn eine surjektive Abbildung N — X
existiert, mit anderen Worten ist dies genau eine Folge (a,) C X mit der Eigen-
schaft, dass jedes Element = € X von (mindestens) einem a,, getroffen wird. Durch
Ubergang zu einer Teilfolge erhalt man daraus eine bijektive Abbildung zwischen N
und X.

- Die Menge der rationalen Zahlen ist abzdhlbar. Eine Abz&hlung entsteht zum
Beispiel, indem man (nach der Null) sukzessive fir jedes N € N die endlich vielen
rationalen Zahlen aufreiht, deren (gekiirzte) Zéhler und Nenner beide nicht grosser
als IV sind.

- Man zeige: Eine Abzdhlung von QQ hat jede reelle Zahl als Hiufungswert. Man sagt,
die “rationalen Zahlen liegen dicht in R”.

Theorem 14.25. Die Menge der reellen Zahlen ist nicht abzdihlbar.

Beweis. Wir zeigen, dass fir jede Folge (x,) paarweise verschiedener reeller Zahlen
mindestens eine reelle Zahl h existiert mit h # x,, ¥n € N. (Insbesondere kann also
keine Abzéhlung aller reeller Zahlen existieren.)

Bew.: - Sei a1 = min{xzy, 22}, by = max{z;,x2} und I; = (a1,b) (das offene Inter-
vall!) Wir setzen k; = 1 oder k; = 2 so, dass a; = xy,, und entsprechend [; so, dass
by = x;,. Wegen a; < by ist I; nicht leer und enthélt unendlich viele reelle Zahlen.
Falls nur endlich viele Glieder von (z,,) in I; liegen, so existiert bereits ein h € I,
welches nicht in (z,) vorkommt.

- Wir nehmen daher an, dass unendlich viele Glieder von (z,,) in [; liegen, und be-
zeichnen die ersten beiden mit y; und z;. Sei as = min{y, 21} und by = max{y;, z1 }.

80Das werden wir hier nicht alles ausfithren. Zur Implikation Cauchy-Kriterium = Sumpre-
mumseigenschaft siehe Beispiel 15.11
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Dann gilt a; < ag < by < by und wir schreiben I = (asg, by) ; I,. Es existiert (genau)
ein ko mit as = x, und (genau) ein ly mit by = zy,.

- Wir wiederholen das Verfahren und erhalten entweder ein h welches nicht von (z,,)
getroffen wird oder aber eine streng monoton wachsende Teilfolge (a,,) = (z,,) und
eine streng monoton fallende Teilfolge (b,,) = (x;,,). (Die Monotonie von (k,,) und
(I,,) folgt aus der Wahl von y,,, z,, als die ersten Glieder von (x,) in I, und der
Schachtelung der Intervalle.)

- Wegen 14.13 existiert a = lim,, ,o a,, und b = lim,,, ;oo b,,. Es gilt @ < b und es
existiert ein h € [a, b].

- Wegen der strengen Monotonie von (a,,) und (b,,) liegt A in keiner dieser beiden
Folgen. Wir behaupten, A liegt auch nicht in der urspriinglichen Folge (z,,).

- Denn angenommen h = z,,,, dann treten nur endlich viele a,, = zy,, vor h in der
Folge (z,) auf, d.h. es gibt ein letztes d mit ky < n, aber k,, > n, Vm > d.

- Insbesondere gilt kqy1 > n., d.h. agyq tritt in der Folge (z,) nach x,, = h auf.
Wegen h € (any,by,) ¥m steht dies aber im Widerspruch dazu, dass agy1 und bgyq
die ersten Glieder von (z,,) im Intervall (a4, by) sind. O

- Es gibt einfachere Beweise mittels Entwicklung reeller Zahlen in Briiche mit einer
festen Basis (z.B. Dezimal- oder Binérbriiche).

§ 15 Metrische und normierte Riume

In § 8 (siehe auch die Einfithrung zu Kapitel 2) hatten wir als Grundthese der wissen-
schaftlichen Naturbeschreibung den approrimativen Vergleich realer Gegebenheiten
mit idealisierten mathematischen Strukturen vorgeschlagen, und die operationel-
le Begrindung des affinen euklidischen Raums wenigstens skizziert. In diesem §
werden die Abstandsbegriffe (nach-)geliefert, die es erlauben sollten, die genannten
Approximationen (a.k.a., Messunsicherheiten) zu quantifizieren und (so die Hoff-
nung) standig zu verbessern. Dies fithrt im mathematischen Bild auf die angekiin-
digte Ubertragung des Vollstindigkeitsbegriffs auf Situationen, in denen eine An-
ordnung entweder nicht vorhanden oder sogar ganzlich unmoglich ist. Wenn (sich
herausstellt, dass) die fragliche physikalische Grosse eine (affin-)lineare Struktur be-
sitzt, sollten die Abstandsbegriffe mit den Vektorraumoperationen vertréglich sein.
Hier ist die wesentliche Erkenntnis, dass fiir endlich-dimensionale (reelle) Vektorréu-
me die resultierenden Konvergenz- und Vollstandigkeitsbegriffe eindeutig sind (im
unendlichen-dimensionalen Fall allerdings nicht, s. HoMa 2 u. 3).

Definition 15.1. Ein metrischer Raum (sc. iiber R) ist eine Menge X zusammen
mit einer Abstandsfunktion oder Metrik® genannten Abbildung

dX:dZXXX%R20:{$€R|I’ZO} (151)

81In der Physik ist der Bgriff “Metrik” fiir das vorreserviert, was in der Mathematik spéter als
“metrischer Tensor” bezeichnet wird.
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mit den Eigenschaften

Symmetrie: d(xy,z3) = d(xe, 1) Vri,z9 € X
Positivitat: d(z1,x2) =0 < 11 = x9 (15.2)
Dreiecksungleichung: d(xy1,z2) < d(x1,23) + d(x3,22) V1, 29,23 € X

Definition 15.2. Eine Norm auf einem reellen Vektorraum V ist eine Funktion
mit den Eigenschaften

(absolute) Homogenitat: ||av| = |a| - ||v]| VaeR,v eV
Positivitat: |jv|| >0 Yo #0 (15.4)
Dreiecksungleichung:  [|vy + va|| < ||v1]| + ||v2|| V1,02 € V

Ein solches Paar (V, ||-||) heisst normierter Vektorraum (manchmal auch nur nor-
mierter Raum,).

Bemerkung. Prinzipiell liesse sich als Wertebereich fiir Abstandsfunktionen und Nor-
men jeder beliebige angeordnete Korper ins Auge fassen. Eine zufrieden stellende
Konvergenztheorie fiir Folgen (und zwar insbesondere Argumente, die tiber “e = %”
laufen) erfordert allerdings die Giltigkeit des archimedischen Axioms, welches ge-
maéss Theorem 6.15 (iii) nur in Unterkérpern von R (wie etwa Q) erfiillt ist. Als Ska-
larbereich (a.k.a., “Grundkérper”) fiir normierte Vektorraume kommt jeder Korper
in Frage, auf dem ein Absolutbetrag (mit Werten in R und den gleichen Eigenschaf-
ten wie insbesondere auf C) definiert werden kann und der dann in Gleichung (15.4)
an die Stelle von | - | tritt.

Beispiel 15.3. 1. Der n-dimensionale reelle Raum aus Definition 8.1,

vie R} (15.5)

ausgeriistet mit der “euklidischen Standardnorm” (s. Def. 8.6)

n 1/2

ol = (3 w?) " (15.6)

=1

ist ein normierter Vektorraum. (Zur Erinnerung: Die Dreiecksungleichung folgt aus
der Cauchy-Schwarz-Ungleichung Prop. 8.7 fiir das zugehorige euklidische innere
Produkt Def. 8.4.)

Obwohl geometrisch anschaulich und wohlvertraut ist die euklidische Norm (u.a.
wegen der Wurzel!) nicht fir alle Zwecke am niitzlichsten. Hier sind einige andere.
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Beispiele 15.4. -Fir jedes Tupel A = (\;);=1,.. positiver reeller Zahlen ist

.....

ol = (o n0?) (157)

ebenfalls eine Norm auf R". (Beweis durch Rickfihrung auf (15.6) mittels einer
geeigneten Koordinatentransformation.)
- Die Funktion ||-||oo, definiert durch

0]l == max{|v| |i=1,...,n} (15.8)

ist eine Norm auf R"™. Homogenitat und Positivitat sind klar, die Dreiecksungleichung
folgt aus 6.9 via

[v1 + valloe = max{Jvy +v3|} < max{|vi|} + max{[v[} = |vrlloc + Jvalloc  (15.9)

Ausfiihrlicher: Es gilt max{|vi + vi|} = |[vi* + vi| fiir ein gewisses i, € {1,...,n}.
Fiir dieses i, gilt zunichst |[vl* + vy | < |[vi*| + |vk| wegen der gewohnlichen Drei-
ecksungleichung, und dann weiters |vi*| < |[vi| Vi, d.h. [vi*| < max{|v}|}, ebenso
lvir| < max{|vi|}, zusammen dann (15.9).

- Die Abbildung ||-||;, definiert durch

[vlly =Y |0 (15.10)
=1

ist eine Norm auf R™. Homogenitat und Positivitat sind wieder klar, die Dreiecks-
ungleichung folgt wie oben aus (6.9):

lor +vzlly = Joi + 0] < D (loil + [oal) = D Joil + Y o3l = [[oalls + [loz]s
i=1 i=1 i=1 i=1
(15.11)
Beispiel 15.5. Fiir jede rationale Zahl p € Q, p > 1 ist die Abbildung ||-||,, definiert

durch
N 1
ol = (3 ) (15.12)
=1

eine Norm auf R" (die sog. p-Norm). Homogenitat und Positivitdt sind wieder klar.
Herleitung der Dreiecksungleichung:
1. Schritt: Fir alle s > 0, « € Q mit 0 < a < 1 gilt (vgl. Lemma 6.3)

s*<1+afs—1) (15.13) L+a(s—1)
Bew. Die Funktion f : (0,00) — R.g mit ’
f(s) == s*— (1 + a(s — 1)) ist zweimal dif-
ferenzierbar mit f(1) = 0, f/(1) = 0 und |
f'(s) = ala —1)s*2 < 0 Vs € (0,00).
Aus elementarer Differentialrechnung folgt % s
f(s) <0Vs e (0,00). 1
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2. Schritt: Fiir alle z,y > 0, o wie oben gilt mit § = 1 — « die Ungleichung zwischen
dem (gewichteten) arithmetischen und geometrischen Mittel

2%y? < ax + By (15.14)
Bew.: Fiir y = 0 ist die Sache klar. Andernfalls erhalten wir durch Einsetzen von
s=ua/yin (15.13)
AN x
(—) <1+ a(— - 1) (15.15)

Yy Yy
und daraus durch Multiplikation mit y unmitelbar (15.14).
3. Schritt: Fiir alle v,w € R, p,q > 1 mit %—i—é = 1 gilt die Héldersche Ungleichung

n
‘ E v’
i=1

Bew.: Fiir v = 0 oder w = 0 ist die Sache klar. Andernfalls erhalten wir mit o = 1/p,
B = 1/q durch Einsetzen von z = (|v°|/|v],)", vy = (|w'|/||wl|y)" in (15.14)

< o]l - l[wllq (15.16)

i i 1 i|p 1 t|q
vl ] 1P 1 507
[ollp lwlle — plvllp)? g ([wllq)?
fiir alle 7, und daraus durch Summation iiber ¢
1 S N T N I |
— N vil| < : <-—4+-=1 (15.18)
[ollp - lwllg z; z; ol Nlwlly =2 ¢
Daraus folgt (15.16).
4. Schritt: Wir rechnen:
(v +wlp)? =D 10" + w' P~ o' + 'l
i=1
(gewohnliche Dreiecksungl.) < Z v+ w! P o' + Z [o" 4w [P w'|
— Py (15.19)
LI : 1/q
(wegen Holder (15.16)) < (Z vt + wZ|<P—1>q) ([vllp + llwlly)
i=1
(wegen pg —q =p) = ([lv+wl,)”* (|Joll, + [[wl,)
Daraus folgt wegen p — p/q = 1 die als Minkowski-Ungleichung
[o 4+ wll, < [vllp + llwllg (15.20)

bekannte Dreiecksungleichung fiir die p-Norm.

Eine weitere Klasse von Beispielen, die uns in der H6Ma 2 und 3 noch héaufi-
ger beschéaftigen wird, wird durch die folgende Verallgemeinerung von ||| auf R™
illustriert.
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Beispiel 15.6. Sei X # () irgendeine Menge. Dann ist die Menge
BX,R):={f:X—=R[IM>0:|f(z)| < MVze X} (15.21)

der beschrankten Funktionen auf X unter punktweise Addition und Skalarmultipli-
kation ein (im Allgemeinen co-dimensionaler) reeller Vektorraum, Unterraum von

F(X,R) aus §9, Beispiel 9.2, und die Abbildung
BOCR)S £ Il =swp{f(@)l |2 € X} € Roy (1522
ist eine Norm auf B(X,R), genannt die sup-Norm.5?

Proposition 15.7. Sei (X, 7,0) ein affiner Raum® diber dem R-Vektorraum V.
(i) Ist ||-|| eine Norm auf V', so ist

dll'H X x X — RZO

(15.23)
dy (1, 22) = [|6(z1, 22) |
eine Abstandsfunktion auf X. Sie erfillt die weiteren Figenschaften
Translationsinvarianz: d||~||(7'v($1)77'v(x2)) = d||-H($1, ) (15.24)

Homogenitat: d||.||($1, Tag(m’m)(xl)) = |af - d||.||($1, Tg)

(i) Ist umgekehrt dx eine Abstandsfunktion auf X mit diesen Eigenschaften (15.24),
zo € X, so0 ist ||v]lq := dx(xo, T(x0)) eine (von xy unabhingige) Norm auf V.

(7ii) Diese Aussagen gelten insbesondere fir V- = X mit §(vq, ve) = vo—v1 als affinen
Raum diber sich selbst.

Beweis. Umschreiben der drei Eigenschaften aus Def. 15.2 auf die in Def. 15.1 und
Gl. (15.24), und umgekehrt, unter Zuhilfenahme von Def. 8.2 und Lemma 8.3. [

Beispiel 15.8. - Auf der Einheitssphére
S?={zcR®||z||s =1} Cc R (15.25)

im drei-dimensionalen euklidischen Raum ist der ortho-
dromische Abstand, dg2(x,y) = arccos{x,y) € [0, 7], de-
finiert als die Lange des kiirzeren Grosskreisabschnit-
tes zwischen x und y, erhéltlich als Schnitt von S? mit
der durch # # y und dem Ursprung aufgespannten
Ebene (auch bekannt als geodétischer Abstand). Be-
achte hierzu, dass wegen der C.-S.U. (8.7) Vz,y € S?
(x,y) € [—1,1], mit eindeutigem Zwischenwinkel in
[0, 7]. Wir zeigen hier nicht die Dreiecksungleichung, be-
merken aber, dass in diesem Beispiel die Bildmenge von
dg2 beschrankt ist.

82Im Spezialfall X = {1,2,...,n} ist F = B = R", und die sup-Norm gleich (15.8).
83Erinnerung an 8.2, 8.3: 7 : Vx X — X sind die Translationen, § : X x X — V der Abstandsvek-
tor. Es gilt 7y, 0Ty, = Ty 40s, 0(20, To(T0)) = Vs T5(a1,20) (T1) = T2, 6(21, 02) +6(22, 73) = 6(21, 73).
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- Auf jede Menge X ist

fall =
0 fllse=y (15.26)
1 sonst

dX(x7y> = {

eine Abstandsfunktion und damit (X, dx) ein metrischer Raum.
- Ein praktisches Beispiel ist B = (Menge der Bahnhofe der Deutschen Bahn) mit

ds(A, B) = Dauer der kiirzesten Verbindung von A nach B (15.27)

- Die Einschrankung der durch die Eins-
Norm (15.10) auf R? induzierten Metrik auf
ein diskretes Gitter definiert die sog. “Man-
hattan®-Metrik”, im Beispiel

d((_37 _1>7 (27 3)) =

12— (=3)|+[3—(=1)] =9 (15.28) (—3]—1)

Wir kénnen nun daran gehen, den Vollstandigkeitsbegriff auf metrische Rdume (tiber
R) und damit via Prop. 15.7 insbesondere auf normierte Vektorraume auszudehnen.
Hierzu erinnern wir daran, dass wir (14.1) Folgen (und Teilfolgen) mit Werten in
allgemeinen Mengen X eingefithrt hatten, und fir X = R an die Definition einer
Cauchy-Folge in 14.20. Die wesentliche Beobachtung ist, dass im Cauchy-Kriterium
14.21 die Anordnung von R nur mittels des Absolutbetrags | - | : R — Rsq ein-
geht und in die meisten Konvergenzargumente nur dessen metrische Eigenschaften
(Dreiecksungleichung und Positivitat).

Definition 15.9. (i) Eine Folge (zx)ren in einem metrischen Raum (X, d) heisst
konvergent, falls ein x € X existiert® mit der Eigenschaft, dass Ve > 0 ein K, € N
existiert so, dass

d(z,xp) <e Vk> K, (15.29)
(ii) Eine Folge (xy) heisst Cauchy-Folge, falls Ve > 0 ein K, existiert so, dass
d(zg,x;) <e falls k> K. und | > K, (15.30)

(iii) Ein metrischer Raum heisst Cauchy-vollstindig (oder auch einfach nur vollstan-
dig), falls jede Cauchy-Folge in X konvergiert.

Definition 15.10. Ein normierter Vektorraum (V/ ||-||) heisst vollstindig, wenn der
gemdss 15.7 (iii) assoziierte metrische Raum vollstandig ist, d.h. im Klartext:

V(o) € Vo (Ve > 03K, k1 2 Ko = o — uif] < ¢)

= eV iVe>03K, k> K. = |lug— 0] < e)) (15.31)

Ein vollstandiger normierter Vektorraum heisst auch Banach-Raum.

84Laut Wikipedia auch “Mannheimer” genannt.
85FElemente von X werden normalerweise als Punkte adressiert, Limites von Folgen aber oft
wieder als “Grenzwerte”.
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Bemerkung. Wie bei R zeigt man leicht, dass Grenzwerte eindeutig sind (dies basiert
auf d(z,y) < e Ve > 0 = = =y, vgl. S. 99), und dass jede konvergente Folge eine
Cauchy-Folge ist (Dreiecksungleichung!). Der wesentliche Punkt ist also Cauchy-
Folge = Konvergenz.

- Man beachte auch wieder, dass eine Folge genau dann gegen x € X konvergiert
wenn d(x,xy) eine Nullfolge ist, s. 14.6. (Der Versuch einer entsprechende Cha-
rakterisierung von Cauchy-Folgen in X iiber ihr Bild unter d wére aber offenbar
unsinnig. )

- Fiir eine konvergente Folge (r,) C X in einem metrischen Raum schreiben wir
ebenfalls lim,,_,o, x,, € X fiir ihren Grenzwert.

Beispiel 15.11. Die Menge der rellen Zahlen R, ausgestattet mit der Abstands-
funktion dg(x,y) = |r — y|, ist ein vollstdndiger metrischer Raum im Sinne von
15.9 (siehe Theorem 14.21). Um mit der Anordnungsvollstédndigkeit aus Def. 6.14 zu
vergleichen, und damit eine weitere der auf S. 106 angekiindigten Implikationen zu
zeigen, bemerken wir Folgendes: Ist K ein angeordneter archimedischer Korper, so
kénnen wir den Absolutbetrag |- |k, definiert iber (6.10), nach Thm. 6.15 auffassen
als Abbildung K — R, und man priift sofort, dass durch dg(z,y) = | — y|x eine
Abstandsfunktion im Sinne von Def. 15.1 erklart wird. Es gilt dann:

Beh.: Ist K mit dieser Abstandsfunktion ein vollstandiger metrischer Raum, so ist
K anordnungsvollstandig, d.h. jede nicht-leere nach oben beschrankte Menge besitzt
eine kleinste obere Schranke. M.a.W. ist K = R.

Bew.: (Skizze) Sei T' C K nicht leer und 7' < B fiir ein B € K. Wéhle x € T und

setze [a1,b1] = [x — 1, B] (so dass garantiert (x — 1, B) # ()). Definiere dann rekursiv
fuirk=1,2,...
ay + bk:
mpg = 5
(i1, bpsa] = law, my]  falls [my, b] NT = 0 (15.32)
ST (g, i) falls [mg, b N T # 0

Die Folge ([a, bx])ren ist dann eine Intervallschachtelung in K (!) (Hier ist es wichtig,
dass by, — ag|x = 2'7%|b; — a1|x wegen 6.11 bereits in K eine Nullfolge ist, da K
archimedisch ist.), und man zeigt ohne grosse Miihe, dass (ay), (bx) Cauchy-Folgen
sind, deren gemeinsamer Grenzwert s = lim a; = lim by, eine kleinste obere Schranke
von T ist. (Alle by, sind obere Schranken von 7', und fiir jedes € > 0 ist by, — € < ag
fir k gross genug keine obere Schranke, da [ay, bi] N T # 0 Vk.)

Beispiel 15.12. Die Beispiele (15.26) und (15.27) aus 15.8 sind vollstandige metri-
sche Rdume (Ubungsaufgabe). Ebenso ist (15.25) ein vollstéindiger metrischer Raum,
was wir aber noch nicht ganz beweisen kénnen.

- Der Korper der rationalen Zahlen ist mit dem Absolutbetrag ausgestattet als me-
trischer Raum (iiber R) aufgefasst nicht vollstédndig.

- Die nattirlichen Zahlen N mit der Abstandsfunktion d(n,m) = ‘% = %‘ sind ein
unvollstandiger metrischer Raum: Die Folge z, = n ist eine Cauchy-Folge ohne
Grenzwert in N.
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- Andererseits ist N mit der Abstandsfunktion d(n,m) = |n — m/| ein vollstiandi-
ger metrischer Raum: Ab € = 1 ist jede Cauchy-Folge konstant, also insbesondere
konvergent.

Proposition 15.13. Der Vektorraum R™ mit der Mazimumsnorm ||-||oo aus (15.8)
ist vollstandig.

Beweis. Sei (zp)reny C R™ eine Cauchy-Folge.® Fiir beliebiges € > 0 sei K, so, dass
|zr — xi]|oo < € falls k,1 > K.. Dann folgt aus der fir alle ¢ = 1,...,n und alle
y € R™ giiltigen Abschéitzung

ly'| <max{ly'||i=1,...,n} = |yl (15.33)

dass |zt — zi| < ||z — 2iljee < € VE, I > K.. Fir jedes i ist also die Folge der
Komponenten (4 )ien eine reelle Cauchy-Folge. Wir setzen ' = limy,_,, 7} (geméss

Thm. 14.21) und behaupten, dass limy_,o 2 = x := (z!,...,2")7, jetzt im Sinne
von Def. 15.9. Fiir € > 0 seien dazu fir i = 1,...,n K! so, dass |z}, — 2’| < € falls
k> K! Mit K. := max{K! | i=1,...n} gilt dann ||z — x1||coc= max{|z’ — 2i|} < ¢
fur alle £ > K.. [l

In ganz dhnlicher Weise kann man zeigen, dass auch (R", ||-||2) vollstandig ist,
und unsere eingangs gestellte Aufgabe ist damit weitgehend erfillt. Vor weiteren
Beispielen wollen wir aber noch im Rahmen der allgemeinen Theorie der metrischen
und normierten Rdume der Frage nach der Eindeutigkeit der Konvergenz- und Voll-
stdndigkeitsbegriffe nachgehen. Ohne weiteres lasst sich hier zwar nur wenig sagen,
wie das Beispiel von N oben illustriert. Die Forderung nach Vertraglichkeit mit al-
gebraischen Strukturen aber schrankt die Moglichkeiten wieder stark ein, und fiir
endlich-dimensionale reelle Vektorraume ist das Resultat tatséichlich eindeutig.

Mit Blick auf S. 99, dass wir zur Konvergenz einer Folge das “e > 0 nur bis auf
einen konstanten Faktor schlagen miissen”, erklaren wir:

Definition 15.14. Sei V ein reeller Vektorraum. Zwei Normen |||, und |||z auf
V' heissen dquivalent, falls reelle Konstanten ¢ > 0 und C' > 0 existieren so dass fiir
allev eV

¢ [lolla <|lvllsg < C - [|v]la (15.34)

Lemma 15.15. Aquivalenz von Normen ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge
der Normen auf V.

Beweis. Reflexivitat und Transivitat sind offensichtlich. Symmetrie folgt durch Um-
schreiben der Ungleichungen (15.34) auf & - [|[v]|s < [[v]la < £ - [[v]l5. O

Es gilt dann:

86Wir bezeichnen Elemente des R™ ab jetzt manchmal wieder mit z = (a:i)izl ,,,,, n statt v,
unter anderem um anzudeuten, dass wir eher an einen (affinen, euklidischen) physikalischen Raum
denken als einen abstrakten Vektorraum.
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Lemma 15.16. (i) Eine Folge (z,) C V konvergiert genau dann beziglich ||-||a
(gemeint ist hier: im metrischen Raum (V,d,), wo d, die zu ||-||o gehorige Abstands-
funktion ist, man sagt auch “konvergiert in der Norm ||-||o ), wenn sie beziglich ||-|| 5
konvergiert. Der Grenzwert ist der gleiche.

(7i) Eine Folge (x,) C V ist genau dann eine Cauchy-Folge beziglich ||-||, wenn sie
eine Cauchy-Folge beziglich ||-||z ist.

(1i7) (V, |||la) ist genau dann vollstindig, wenn (V. ||-||s) vollstindig ist.

wie man leicht verifiziert. O

Fiir ein Andermal: Fiir metrische Rdume fiithrt das Ersetzen der Normen in
(15.34) durch die Abstandsfunktionen auf den Begriff der “strengen Aquivalenz”,
der zwar sinnvoll ist, i.A. aber stiarker als der Vergleich iiber Konvergenz von Folgen
bzw. der induzierten Topologien, bei dem die konstanten ¢, C' noch von Punkt zu
Punkt variieren konnen. Gilt in (15.34) nur die zweite Ungleichung, so heisst ||| 4
starker als ||-|| . Konvergenz in |[|-||, impliziert dann Konvergenz in ||-||3, aber nicht
notwendig umgekehrt.

Beispiel 15.17. Auf R” sind die co- und 2-Norm &dquivalent:
- Aus [2P < 370|277 Vi folgt [27] < |22 Vi und daher [|7][o < |22
- Andererseits gilt

D 2P < nemax{]a P} = nlle| (15.35)
=1

also [|z|l2 < v/nl|z||w- Es gilt also (15.34) mit « = 0o, § =2, ¢ =1 und C = y/n.
- Mit Lemma 15.16 folgt insbesondere, dass auch der euklidische Raum mit Ab-
standsfunktion (8.9) vollstandig ist. Dies ist kein Zufall:

Theorem 15.18. Je zwei Normen auf einem endlich-dimensionalen (reellen oder
komplexen) Vektorraum sind dquivalent.

Zur Vorbereitung des Beweises etwas Kontext.
Topologische Grundbegriffe

Die grundlegende Beobachtung ist die folgende: Sei (X, d) ein metrischer Raum, und
T C X eine Teilmenge. Dann erfiillt die Einschrénkung

dT = d|T><T I'xT—=R (1536)

trivialerweise wieder alle Eigenschaften einer Abstandsfunktion, d.h. (T, d|r«r) ist
in natiirlicher Weise ein metrischer Raum. Beim Vergleich zwischen Konvergenz in
T und Konvergenz in X trifft man dann auf die folgende Unterscheidung.

Definition 15.19. (i) Eine Teilmenge A eines metrischen Raumes heisst abgeschlos-
sen®™, falls fiir jede Folge (a1 )ren in A, welche als Folge in X konvergiert, der Grenz-
wert © = limz;, in A liegt.

(ii) Eine Teilmenge U eines metrischen Raumes heisst offen, falls Vo € U ein € > 0
existiert so, dass die “e-Kugel®® um 2” voll in U enthalten ist, d.h.

Je>0:B(zr)={ye X |d(z,y) <e} CU (15.37)

man denke sich dazu: unter Folgenkonvergenz
88Manchmal auch “Ball” genannt.

87
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- Insbesondere sind fiir x € X und R > 0 die offenen Kugeln (vgl. (7.17)):
Br(z) ={y € X | d(z,y) < R} (15.38)

offen in X: Fir y € Br(x) gilt per Definition R — d(z,y) > 0 und es existiert noch
ein € > 0 mit ¢ < R — d(x,y). Aus der Dreiecksungleichung folgt dann Vz € B.(y):
d(z,z) < d(z,y) +d(y,z) < e+ d(z,y) < R, d.h. also B.(y) C Bg(x).

- Typische Beispiele abgeschlossener Mengen sind die “abgeschlossenen Kugeln”

Br(z)={y € X |d(z,y) < R} (15.39)

Bew.: Es sei (y:) C Bgr(z) konvergent gegen y € X. Dann gilt Ve > 0: d(z,y) <
d(z,yx) + d(yk,y) < R+ € fur k gross genug. Es folgt also d(y,z) < R+ € Ve > 0,
und dies geht nur wenn d(y, z) < R.

- Die offenen /abgeschlossenen Kugeln von R mit der tiblichen Abstandsfunktion sind
genau die (beschrankten) offenen/abgeschlossenen Intervalle. Es gibt aber kein gutes
allgemeines Analogon der halboffenen Intervalle.

- Fiir X = R" und d = d; aus (15.6) sind die Bg und
Bpr einfach die euklidischen Vollkugeln mit bzw. ohne R
die Kugelflache. Fir d = d, aus (15.8) sind es Quader 2l R
der Kantenlinge 2R. Die Aquivalenz der Normen 15.17
besagt, dass in jede Kugel noch ein Quader passt und
umgekehrt.

- In einem metrischen Raum vom Typ (15.26) ist Vz € X:

X falls R>1 X falls R>1
Bp(z) = s Br(z) = s = (15.40)
{z} falls R<1 {z} falls R<1

- Man beachte, dass “offen” und “abgeschlossen” sich nicht gegenseitig ausschliessen.
Insbesondere sind X und die leere Menge (mit den tiblichen Verabredungen) beides,
so dass gilt:

Lemma 15.20. U C X ist offen < X \ U ist abgeschlossen.

Beweis. Fir U = oder X \ U = () ist die Aussage wahr. Andernfalls:

“=": Sei (x) C X \ U eine in X konvergente Folge mit Grenzwert x = limz;, € X.
Wire x € U so gibe es ein €, > 0 so dass B, () C U. Wegen der Konvergenz der
Folge gibt es ein K, so dass d(z,xy) < €., d.h. 2} € B, (z) Vk > K,,. Dies steht im
Widerspruch zu 2, € X \ U. Es muss also x € X \ U gelten, und daher ist X \ U
abgeschlossen.

‘<" Sei x € U. Gébe es kein € > 0 mit B.(z) C U, d.h. wére fir jedes ¢ > 0
B(z) N (X \U) # 0, so gébe es insbesondere fiir jedes k € N ein x), € Byi(z) N
(X \ U). Die Folge (zx) C X \ U konvergierte dann gegen = € U, im Widerspruch
zur Abgeschlossenheit von X \ U. Es muss also ein € > 0 geben, fir das B.(z) C U,
und daher ist U offen. ]

Man kann auch die Offenheit einer Teilmenge durch die Konvergenzeigenschaften
von Folgen charakterisieren:
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Lemma 15.21. U C X ist offen < Fir jede Folge () C X, welche gegen ein
x € U konvergiert, liegen fast alle xy in U. (Fast alle heisst: “bis auf endlich viele”)

Beweis. “=": Sei ¢ > 0 so, dass B.(z) C U, und K, so, dass d(z,x;) < e falls
k > K.. Dann ist x; € B.(x) C U Vk > K..

“«<”. Ware U nicht offen, so gibe es fiir ein x € U fir jedes £k € N ein z, €
Biji(x) \ U. Es gilt x;, = x aber kein z, liegt in U. O

Ist der umgebende metrische Raum fixiert, so sagt man statt “offene/abgeschlos-
sene Teilmenge” auch “offene/abgeschlossene Menge”.

Proposition 15.22. (i) Ist I eine beliebige Menge, und (U;)ier eine durch I indi-
zierte Familie offener Mengen, so ist ihre Vereinigung

Ju (15.41)

iel

wieder offen.
(it) Ist E eine endliche Menge, und (U,;);cg eine durch E indizierte Familie offener
Mengen, so ist thr Durchschnitt
Ui (15.42)
S
wieder offen.
Komplementdr dazu ist die endliche Vereinigung und der beliebige Durchschnitt
abgeschlossener Mengen wieder abgeschlossen.

Beweis. (i) Fiir beliebiges € V := |J,.; U; existiert mindestens ein i, € I so
dass = € U;,. Da U, offen ist, existiert ein ¢;_ > 0 so dass B, (x) C U;. Es folgt
B, (z)CV.

(ii) Fir jedes x € D := ;.5 U; gilt: x € U; Vi € E. Da die U; offen sind, existiert
daher fir jedes i € E ein ¢; > 0 so dass B, (x) C U;. Mit e = min{¢; | i € E} > 0
gilt dann B.(x) C U; Vi € E, also B.(x) C D.

Die Aussagen fiir abgeschlossene Mengen tiberlegt man sich entweder direkt oder
durch Anwendung der DeMorganschen Gesetze (X \ (AUB) = (X \ A) N (X \ B),
X\(ANB)=(X\A)N(X\ B) etc.) und 15.20. O

Der beliebige Durchschnitt offener Mengen ist nicht notwendig offen. Erklare wo
der Beweis schief geht, und gib ein Gegenbeispiel!

Lemma 15.23. Fine abgeschlossene Teilmenge eines vollstindigen metrischen Rau-
mes ist vollstindig (als metrischer Raum fir sich).

Beweis. Sei (X, dy) ein vollstandiger metrischer Raum, und A C X eine abgeschlos-
sene Teilmenge. Die Abstandsfunktion auf A ist d4 = dx|axa (s. (15.36)). Ist daher
(xr) C A eine Cauchy-Folge bzgl. d4, so ist sie trivialerweise auch als Folge in X
beztiglich dx eine Cauchy-Folge. Wegen der Vollsténdigkeit von (X, dy) ist (zj)
konvergent in X und wegen der Abgeschlossenheit von A liegt ihr Grenzwert in A.
Jede Cauchy-Folge in (A, d4) konvergiert also in A, d.h. (A4, d,) ist vollstandig. [J
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Definition 15.24. Wir nennen einen metrischen Raum (X, d) beschrénkt, falls die
Teilmenge
{d(z, Y) | X,y € X} (15.43)

von R beschrankt ist, m.a.W. falls eine Zahl M > 0 existiert so dass d(z,y) < M
Vr,y € X. Falls X # (), so heisst das Supremum der Menge (15.43) der Durchmesser
von X, geschrieben diam X.

- Die Begriffe “offene und abgeschlossene Mengen” und “Durchmesser” hangen nicht
von der Vollstédndigkeit des betreffenden metrischen Raums ab.

- Wir wenden den Begriff des Durchmessers auch auf (nicht-leere) Teilmengen von
X mit der eingeschriankten Abstandsfunktion an. (Man beachte dabei, dass der
Durchmesser nicht angenommen werden muss, z.B. fiir offene Kugeln im R".) Damit
erhalten wir eine ntitzliche Verallgemeinerung des "Intervallschachtelungsprinzips”
Thm. 14.16:

Proposition 15.25. Sei (Ag)ken C P(X) eine Folge von Teilmengen eines voll-
standigen metrischen Raumes (X,d) derart, dass gilt:

(i) Yk € N ist Ay nicht-leer, abgeschlossen und beschrankt.

(7i) Agy1 C Ag Yk

(1i7) diam Ay — 0 fiir k — oc.

Dann ezistiert genau ein x € (1,2, A;.

Beweis. Wahle fiir jedes k € N ein z, € Aj. Dies ist moglich da alle Ay nicht leer
sind. Wegen (ii) liegen fiir jedes [ € N fast alle Glieder von (zj) in A; und wegen (iii)
ist (x) daher eine Cauchy-Folge. Wegen der Abgeschlossenheit von A; liegt dann
der Grenzwert x = limzy, in jedem A;, also in (1,2, A;. Ist y ein (a priori) anderer
Punkt in ()2, A;, so folgt d(z,y) < e Ve >0, dh. y==z. ]

Zum Schluss kehren wir zu R™ zuriick und beweisen die folgende Verallgemeine-
rung des Satzes von Bolzano-Weierstrass (Thm. 14.17)

Proposition 15.26. Jede beschrinkte Folge (x) C R™ besitzt eine konvergente
Teilfolge.

Bemerkung. Wir machen diese Behauptung fiir jede Norm auf R". Zum Beweis
zeigen wir die Aussage zunéchst fir die Norm |||/, unter Benutzung der bereits be-
wiesenen Vollstandigkeit von (R",||-||s) (vgl. Prop. 15.13). Anschliessend benutzen
wir dieses Resultat, um zu zeigen, dass alle Normen auf R" dquivalent sind, d.h.
Thm. 15.18. Daraus folgt dann mit Argumenten wie bei Lemma 15.16, dass 15.26
mit jeder Norm gilt.

Beweis von 15.26 fiir ||-||o. In Imitation des Beweises von 14.17 konstruieren wir
zundchst eine Folge (A;);eny wie in 15.25 mit der Eigenschaft, dass jedes A; unendlich
viele zj enthdlt: Da {xy | £ € N} beschriankt ist, existiert ein R > 0 so, dass
|zk]loo < R VE, d.h.,

(zx) C Br(0) = {y € R" [ |lylloc < R} = [-R, R]" (15.44)
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Laut (15.39) sind die Bg(0) (geometrisch gesehen Quader) abgeschlossen. Im ersten

Schritt teilen wir Bg(0) in 2" Teile,

Brp((£2,£2, . £8)7) (15.45)

vom Durchmesser R, und wéhlen fiir A; einen dieser Quader, welcher unendlich
viele Folgenglieder enthélt. Wir verfahren analog im [-ten Schritt, erhalten eine
Schachtelung mit den gewiinschten Eigenschaften, und setzen {x} = Ny°, A;. Eine
Wahl z, € A; so, dass (k;) streng monoton wéchst, liefert eine gegen x konvergente
Teilfolge (xy, ). O

Bemerkung. Fiir einen “diskreten” metrischen Raum (X, dx) mit Abstandsfunktion
(15.26) (s. Beispiel 15.8), ist die Aussage falsch, wenn X keine endliche Menge ist.
In diesem Fall existiert namlich eine injektive Folge, und eine solche hat beziiglich
der diskreten Metrik keinen Haufungswert® (hat doch jeder Punkt in X Abstand
1 von allen Folgenglidern), und zwar obwohl X beschrankt und vollstandig ist. Der
Beweis scheitert daran, dass man fiir R < 1 unendlich viele Kugeln vom Radius R
braucht, um X zu iiberdecken, vgl. (15.40).

Proposition 15.27. Sei ||| eine beliebige Norm auf R™. Dann existieren Konstan-
ten ¢ >0, C >0 so, dass fir alle z € R"

¢ [zfle <zl < C- [l (15.46)
i-te Stelle
Beweis. Sind firi=1,...,n¢; = (0,...,1,...,0)T die Elemente der Standardba-
sis des R", so folgt fir z = " | a’e; mit Hilfe der Dreiecksungleichung und der
Homogenitat von ||-||:

lall < 37 1ol - leall < n - max{lles]}} - el (15.47)
=1

Damit haben wir C' gefunden, und nach den Bemerkungen zu Lemma 15.16 folgt
bereits, dass Konvergenz in ||-||oc Konvergenz in ||-|| impliziert. (Aus (15.47) folgt
némlich, dass die e-Kugel bzgl. ||-|| die ¢/C-Kugel bzgl. ||-||o enthélt. Eine Folge lauft
daher in der e-Kugel bzgl. ||| sobald sie in die ¢/C-Kugel bzgl. |||/ hineingelaufen
ist.)

Den Beweis der Existenz von c fithren wir indirekt. Wir nehmen also an, es gébe
kein ¢ wie verlangt. (Dies bedeutet anschaulich, dass eine gewisse (oder wegen der
Homogenitdat der Normen dazu dquivalent, jede) Kugel bzgl. |||« keine (noch so
kleine) Kugel bzgl. ||-|| enthélt.) Dann gibt es insbesondere fiir jedes k ein 7, € R™
mit [|Zg]| < +||Zk]o- Es folgt Zx # 0 und mit ), := Z4/||Zx]| erhalten wir eine
Folge (x}) mit

1
< — und [|zgllee =1 (15.48)

89Dieser Begriff ist allgemein in Analogie zu 14.18 definiert: Ist (z;) C X eine Folge in einem
metrischen Raum, so heisst y € X Haufungswert der Folge, falls eine Teilfoge (z,); von ()
existiert, die gegen y konvergiert. Es gilt: y € X ist genau dann ein Haufungswert, wenn fiir alle
€ >0 zp, € Bc(y) fiir unendlich viele k.
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(Die Existenz von (zj,) besagt, dass keine der 1/k-Kugeln bzgl. ||-|| in der (abgeschlos-
senen) Einheitskugel bzgl. |||« liegt.) Die Folge (zy) ist bzgl. ||| beschrénkt, und
besitzt daher nach 15.26 eine konvergente Teilfolge (zy,). Deren Grenzwert z erfiillt
noch ||zl = 1 (Ubungsaufgabe?). Andererseits folgt aus obiger Konvergenzimpli-
kation, dass auch ||z — zy,|| — 0 fir | — oo, und dann aus

el <l = x| + ]| =0 fiir I = o0 (15.49)
dass [|z|| = 0, d.h. x = 0, ein Widerspruch zur Positivitdt der Norm ||-]|. O

Da geméss § 11 (s. insbesondere Theorem 11.17) jeder endlich-dimensionale Vektor-
raum durch Auszeichnung einer Basis isomorph zum R” mit der Standardbasis ist,”°
haben wir zusammengenommen sowohl Thm. 15.18 als auch Prop. 15.26 vollstandig
bewiesen. O

Beispiel 15.28. Der Raum B(X,R) der beschrankten Funktionen auf einer belie-
bigen Menge X mit der sup-Norm aus Beispiel 15.6 ist vollstandig.

Bew.: Sei (fx) C B(X,R) eine Cauchy-Folge. Fixiere zunidchst x € X. Fiir jedes
e > 0 existiert ein K, so, dass ||fx — filleo < € Vk,I > K.. Insbesondere ist dann
\fr(z) — fi(z)| < € Yk,I > K.. Daraus folgt, dass fiir jedes z, (fx(z)) C R eine
Cauchy-Folge ist. Wir definieren f : X — R durch f(z) = lim fy(x), und zeigen

(i) f € B(X,R) und

(i) lim] fi — flc = 0

Fiir e > 0 und K, wie eben gilt fiir jedes k > K.: Fiir jedes x ist |fi(x) — fi(x)| <€
VI > K. Mit | — oo folgt |fe(x) — f(z)| < e. Daraus folgt (i) |f(z)| < |fe(z)| + €
V, d.h. fist durch || fg]|co + € beschrankt, sowie (ii) || fx — flloo < 2e. O

Wichtige Bemerkung: Im Abweichung von Theorem 15.18 gibt es auf unendlich-
dimensionalen reellen Vektorrdumen aber inadquivalente Normen und verschiede-
ne Vollstandigkeitsbegriffe. Insbesondere existieren auch unvollstandige (unendlich-
dimensionale) normierte Vektorrdume, und beschréankte Folgen ohne konvergente
Teilfolgen. Siehe HoMa 2 und 3.

Beispiel 15.29. Um zu illustrieren, dass (schon im endlich-dimensionalen Fall)
die Vollstandigkeit des Grundkorpers essentiell ist, betrachten wir auf V = Q? =
{(z,y) | z,y € Q} die Abbildung

qu: Q=R
Il (15.50)
(2,9) = (|, 9) s = |z — V2y|
wo | - | den gewohnlichen Absolutbetrag auf R bezeichnet. Diese Funktion ist of-

fensichtlich (absolut) homogen und erfiillt die Dreiecksungleichung. Positivitét folgt
aus der Tatsache, dass die Gleichung z = /2y iiber Q keine nicht-triviale Losung
hat.

99Die dadurch auf R™ induzierte Norm hingt i.A. natiirlich von der (festen!) Wahl der Basis
ab. Fiir den Vergleich der Normen ist dies aber unerheblich.
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Die Funktion ||-||4 induziert also eine Abstandsfunktion und macht damit Q* zu
einem metrischen Raum (iiber R) im Sinne von Def. 15.1. Dieser Raum ist unvoll-
standig: Fur jede gegen eine irrationale Zahl konvergente rationale Folge (z;) C Q
ist ((:L‘k, O)) C V eine Cauchy-Folge ohne Grenzwert in V.

(Noch) interessanter ist, dass zwar fiir alle (z,y) € Q?

1z )l < 2(12] + ly]) = 2[(z, 91, (15.51)

andererseits aber fiir eine Folge (1) rationaler Zahlen, die (in R) gegen v/2 konver-
giert,

lim [|(z, )|l = 0
k—o0

15.52
aber lim [|(zy, )| = V2+1 (15.52)
—00

Daraus folgt, dass kein ¢ > 0 existiert so dass ¢||(z,y)|:<[[(z,y)||x V(z,y) € Q2
d.h. |||l ist echt schwécher als ||-||;!

Ob man ||-||4 als Norm gelten lasst (und damit als Gegenbeispiel zu einer Ver-
starkung von Theorem 15.18), hingt etwas davon ab, wie man den Begriff der Def.
15.2 auf Vektorrdaume iiber beliebigen angeordneten Korpern verallgemeinert. Im
Sinne der Physik wiirde ich darauf bestehen wollen, dass in solchen Fallen Normen
stets (nicht-negative) Werte im Grundkorper annehmen, unabhéngig davon, ob die-
ser grosser oder kleiner als R ist. Es ist ein recht interessantes Problem®! zu zeigen,
dass unter dieser Bedingung, die das Beispiel (15.50) offenbar nicht erfiillt, auch
iiber Q alle Normen wieder dquivalent werden. Fir die Algebra ist dies nicht unbe-
dingt zweckmaéssig. Hier werden schon auf den Korpern selber (nur) Absolutbetrage
mit Werten in R zugelassen, damit sie sich in sinnvoller Weise als metrische Raume
vervollstandigen lassen, und dies iibertriagt sich dann auf Vektorrdume.

Lineare Abbildungen

Eine Norm auf einem Vektorraum ist eine mit der linearen Struktur moglichst? ver-
tragliche metrische Struktur. Es stellt sich die Frage, inwieweit sie auch mit struk-
turerhaltenden Abbildungen, den Homomorphismen aus § 11, kompatibel ist.

Proposition 15.30. Seien (V,||-||v) und (W, ||-|lw) zwei normierte Vektorrdume
mit dim(V') < oo, und und ® € Homg(V, W) eine lineare Abbildung. Dann existiert
eine Konstante M € R so, dass fir alle v eV

[@()[lw < M - [jo]lv (15.53)

Beweis. Sei (by,...,b,) eine Basis von V und V' — R", v = v'b; — (v');=1,_, die
gemiss Thm. 11.17 assozierte Koordinatenabbildung.”® Dann ist

v=0'b; = [|(0")i]le = max{|v'| | i=1,...,n} (15.54)

91das man einmal in einer (mathematischen) Bachelorarbeit untersuchen kénnte
92psmlich unter Verwandlung der Addition in eine Ungleichung
9Wir glitten hier leicht die Notation, um im Alphabet etwas Platz zu gewinnen.
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eine Norm auf V| wegen Thm. 15.18 existiert also eine Konstante C' so, dass
max{|v'|[i=1,...,n} < C-|jv[ly (15.55)
fiir alle v € V. Es folgt

le()llw = [[v"@ @), < Zlv |- 1@ (0)llw

< max{[v'| [i=1,...,n}- ZH@ )Ml (15.56)

<C- ZH‘P Mw -llvllv

J/

-~

Daraus folgt die Behauptung. ]

Die Norm von ®(v) lésst sich also bis auf einen von v unabhéngigen Faktor durch
die Norm von v abschatzen. Insbesondere ist die Menge

C ist klar. D folgt aus der Linearitdt/Homogenitdt

{le@lw [v € V.ol = }i{”‘ﬂ)| !

(nicht-leer, falls n > 0, und) nach oben beschrankt.

0)llw ‘ €V,v# o} (15.57)

Proposition 15.31. Seien V., W normierte Vektorraume mit 0 < dim(V') < oc.
(i) Die Abbildung®*

Hom(V,W) 3 & — ||®]|yw = sup{H@(v)HW ‘ |lvllv = 1} (15.58)

ist eine Norm auf dem Vektorraum Hom(V, W) der linearen Abbildungen aus Lemma
11.8, bekannt als Operatornorm.

(it) Ist W auch endlich-dimensional und X ein weiterer normierter Vektorraum, so

gilt fir alle ® € Hom(V, W) und ¥ € Hom(W, X)
Vo ®flvx <[[¥]lwx - [[P]lvw (15.59)
Man sagt, die Operatornorm ist submultiplikativ.

Anschaulich misst die Operatornorm den “maximalen Streckungsfaktor” einer
linearen Abbildung. Per Definition gilt namlich

[eW)]lw < [[@llvw - [lvlly  YveV (15.60)

und keine Zahl kleiner als ||®||y. erfilllt die gleiche Eigenschaft. Die Aussage, dass
in (15.60) das Maximum angenommen wird, dass also ein v, € V existiert, mit dem
in (15.60) Gleichheit gilt, l4sst sich leicht mit Hilfe von 15.26 zeigen.

9Der Fall dim(V) = 0 erfordert eine getrennte Diskussion: Die einzige lineare Abbildung ist
dann die triviale ® = 0, und gemaéss den Vereinbarungen in Def. 14.14 liefert (15.58) in diesem Fall
I0]lo,w = —oo. Man kénnte zur Kompatibilitét ||0]] = O definieren. Im Falle V' = W m6chte man
aber u.U. aus anderen Griinden [/idy | = 1 fordern, und fir V.= W =0 ist idy = 0.
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Beweis. (i) Homogenitat ist klar, denn
(Nl | llolly = 1} = N - {le@)lw | lely =1} (15.61)

Positivitat ebenfalls, denn fiir & # 0 existiert mindestens ein © € V so dass
®(0) # 0. Dann ist 0 # 0, v := W hat Norm 1 und [|®(v)||w > 0. Die Menge
in (15.58) enthélt also ein positives Element. Zum Beweis der Dreiecksungleichung
seien @1, &y € Homg(V, W). Dann ist wegen der Dreiecksungleichung in W Vv € V'

mit |[v]|y =1

(@1 + @2)(v)[lw < [[@1(0)lw + (|2 (v)[[w

(15.62)
< [ Pallvw + [|Pallvw
wobei wir im zweiten Schritt (15.60) verwendet haben. Daraus folgt sofort
[P1+ @2llviw < [|P1llvw + [[P2flviw (15.63)
(ii) Durch zweimaliges Anwenden von (15.60) folgt Vv € V
E(@)lx < [¥lwx - [12@)w < [¥lwx - [ @lvw - [lollv (15.64)
Daher gilt
{IZo@@)lx | lvllv =1} < [[¥]wx - [@llvw (15.65)
und daraus folgt (15.59). O

Bemerkungen. - Die Vertréiglichkeit der Operatornorm mit der Multiplikation li-
nearer Abbildungen ist natiirlich. Im Unterschied etwa zum Absolutbetrag auf den
komplexen Zahlen, fiir den |2125| = |21] - |22] gilt,” kann im Allgemeinen in (15.59)
nicht = gelten, denn es gibt z.B. lineare Abbildungen ®, ¥ # 0 mit ¥ o & = 0.
Die Submultiplikativitét ist aber ausreichend, um ausser den Rechenregeln (o)) und
(v) aus 14.10, die in jedem normierten Vektorraum gelten, mindestens (/) sowie
sinngemadss auch (0) sicherzustellen.

- Fiir die Zwecke der Analysis ist es effizient, endlich-dimensionale reelle Vektorréu-
me immer von vorne herein oder stillschweigend mit dem R™ zu identifizieren, und
cine lineare Abbildung A : R” — R™ mit ihrer Darstellungsmatrix A = (A4%) €
Mat,,«,(R) bzgl. den Standardbasen. Die Operatornorm heisst dann auch Matriz-
norm.

- Die Operator-/Matrixnorm (15.58) hangt von der Wahl der Normen auf V' ~ R”
und W ~ R™ ab. Als Normen auf dem endlich-dimensionalen reellen Vektorraum
Homg (V, W) (dim = n - m) sind alle solche Wahlen im Sinne von 15.14 dquivalent
zueinander, fithren also auf den gleichen Konvergenzbegriff. Insbesondere sind sie
auch dquivalent zu der Maximumsnorm auf R™"

| Al|oo = max{| A7, li=1,....n,j=1,...,m} (15.66)

9%Die Maximumsnorm ||-||« auf C = R? hat diese Eigenschaft nicht, denn beispielsweise ist
1342002 — )llloo = 8 %6 = 13+ 200 2 ll .
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die aber selbst nicht submultiplikativ ist. (Ubungsaufgabe: Finde ein Gegenbeispiel!)
Beziiglich der Maximumsnorm im Definitions- und Wertebereich finden wir

n
| Azl = max{\z Al
=1

j:L”wm}

< maX{Z|AjixZ| j=1, .,m}
- (15.67)
< max{ZMji]maX{]a:L] le=1,...,n} ‘j = 1,...,m}
i=1
- max{z Al =1,... m} ]l
i=1
Ist 7. € {1,...,m} so, dass
3 1A% = maX{Z|AjZ-| j= 1,...,m} (15.68)
i=1 i=1
und fir jedest=1,...,n
. 1 falls A >0
p = s A = (15.69)
—1 falls A7 <0
so gilt ||z4]|oc = 1 und
Azl = 3 145 (15.70)
i=1
so dass zusammen mit (15.67) und (15.68) folgt, dass
HMMmZHm{E:Mﬂj:L”wm} (15.71)
i=1

Dieses Ergebnis ist vertrdglich mit der Abschitzung (15.56), nach der ||A|lco00 <
S max{| A7, |j=1,...,m}.

- Fiir ein quantitatives Verstédndnis der verschiedenen Operator-Normen drangt sich
im Zusammenhang mit der Interpretation (15.60) (fiir V' = W) ein Vergleich mit
der Eigenwerttheorie auf (s. Def. (11.30)): Ist A € R ein Eigenwert von A, d.h.
existiert ein xy # 0 mit Az, = Az, so folgt aus der Identitat (15.57) sofort, dass
|Allv.y > |Al, und zwar unabhdngig von der Norm auf V. Es gilt also auch ||Al|v,y >
Amax(A4) 1= max{|A||\ Eigenwert von A}. Dieser maximale Eigenwert selbst ist aber
keine Norm auf Homg(V, V'), da weder positiv noch Dreiecksungleichung. Ditto fiir
die Determinante.

- Fiir lineare Abbildungen mit unendlich-dimensionalem Definitionsbereich gilt Pro-
position 15.30 im Allgemeinen nicht. Beispiel: V' = W = B([0, 1], R) aus Beispiel
15.6, ® = L (Ableitung). Es ist fir alle n ||z — 2"|o = 1, aber | La" || = n.
Lineare Operatoren, fiir die die Bildung (15.58) einen endlichen Wert ergibt, heissen
dann beschrankt. Mehr dazu in HoMa 2 und 3.
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Definition 15.32. (i) Eine Algebra tiber einem Korper K ist ein K-Vektorraum A
mit einer bilinearen inneren Verkniipfung A x A — A d.h. es gilt (41 +ady)- B =
A1~B+aA2-BundA'(Bl+BBQ) :ABl—i‘ﬂABQ

(ii) Eine assoziative Algebra iiber R (oder C) mit einer submultiplikativen Norm,
in welcher der zugrundeliegende Vektorraum vollstandig ist, heisst Banach-Algebra.
Bsp: C, Homg (V, V) fiir 0 < dim(V) < oo, die aus den Ubungen bekannten Quater-
nionen, etc.

§16 Reihen

In den Kapiteln 2 und 3 hatten wir immer wieder betont, dass auf der Grundlage
einer assoziativen Rechenoperation (d.h., in einer Gruppe, einem Ring etc.) zunéchst
nur Summen und Produkte von endlich vielen Elementen Sinn ergeben. In Gegen-
wart einer vertraglichen metrisch-topologischen Struktur (s. §15) kénnen wir mit
Hilfe eines Grenzprozesses auch Kombinationen von (abzdhlbar) unendlich vielen
Elementen, der Form

Zak:ao+a1+a2+~~ (161)
k=0

einen Wert zuweisen.

Definition 16.1. Sei (V, ||-||) ein normierter reller oder komplexer Vektorraum. Ist
(ax)ren, C V eine Folge in V| so heisst die Folge (s,,)nen, mit

Sp -— Qo
S1: =Sy +ta =ay+ ay

So =81 +as =ag+ai + as

(16.2)

n
Sp 1= Sp—1 T Qp = E Qg
k=0

die der Folge (ay) zugeordnete unendliche Reihe, oder kurz Reihe. Die a; heissen
Glieder der Reihe, die s,, die Partialsummen.

- Die Reihe heisst konvergent, falls die Folge der Partialsummen konvergiert (im
Sinne der Defs. 15.9, 15.10). Man schreibt

[e.9]

Zak oder auch Zak (16.3)

k=0

sowohl fiir die Folge der Partialsummen als auch fiir ihren Genzwert, falls dieser
existiert. Dieser Grenzwert heisst dann auch Wert der Reithe oder auch Summe der
Folge (ay).
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Bemerkungen. In gewisser Weise sind Reihen also nichts anderes als Folgen (s,,) in
normierten Vektorrdumen, bei denen man das Augenmerk auf die Zuwdchse

QA — Sk — Sk—1 (164)

anstatt auf die s,, selber richtet, und zwar genau um der Intuition einer unendlichen
Summe (16.1) gerecht zu werden. Dies rechtfertigt zum Teil den Sprachmissbrauch
(dass z.B. die a und nicht die s, als Reihenglieder adressiert werden etc.). Der Vor-
teil dieser Sicht- und Herangehensweise liegt darin, dass der Wert einer konvergenten
Reihe sich haufig gar nicht anders als tiber einen solche Grenzprozess “vorzeigen”
lasst. Sie hangt damit auch wesentlich an der (Cauchy-)Vollstédndigkeit des zugrunde
liegenden Vektorraums.

- In der Definition 16.1 steht Ny := N U {0} fiir die Menge der nicht-negativen
ganzen (a.k.a.,“noch-natiirlichen”) Zahlen mit ihrer gewohnlichen Anordnung. Dies
ist der héufigste Definitionsbereich des Laufindex, k. Wie bei Folgen é&ndern sich die
Konvergenz einer Reihe nicht, wenn man endlich viele Glieder weglésst, hinzufiigt
(z.B., mit negativem Index), oder abéndert. Die Partialsummen einer konvergenten
Reihen, und damit auch ihr Wert, verschieben sich dabei im Allgemeinen um eine
Konstante.

Lemma 16.2. Die Glieder einer konvergenten Reihe bilden eine Nullfolge (im Sinne
der (Verallgemeinerung von) Def. 14.6).

Beweis. Folgt unmittelbar aus ay = s — s,_1 und den (auf normierte Vektorrdume
ausgedehnten) Rechenregeln fur Folgen, speziell 14.10 (a) und Lemma 14.11:

0

lim a; = lim s, — lim s, =
k—o0 n—00 n—o00

arp —
0 k

[e.9] [e.9]

k

]

Die Umkehrung gilt wohlgemerkt nicht: Eine Reihe kann divergieren, auch wenn
die a; eine Nullfolge bilden. Beispiele folgen.

Lemma 16.3. Sind ) ax, Y by zwei konvergente Reihen, und o € R oder C, so ist
auch > (ay, + aby) konvergent und es gilt > (ax + aby) = > ar + ad_ by.

Beweis. Fir die Folgen der Partialsummen gilt wegen der Assoziativitdt und Kom-
mutativitat bei endlichen Summen

n n

Z(ak + ozbk) = Z ap + « Z bk (166)
k=0

k=0 k=0

und daher folgt die Behauptung unmittelbar aus den Rechenregeln fiir Folgen.”® [

96 Auch hier gilt keine Umkehrung: Die Summe zweier divergenter Reihen kann konvergieren.
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Konvergente Reihen bilden also, ebenso wie (vektorwertige) konvergente Fol-
gen, mit den offensichtlichen Rechenoperationen einen (unendlich-dimensionalen)
reellen oder komplexen Vektorraum. Unmittelbar nicht klar ist die Ubertragung
von Kommutativ-, Assoziativ- und Distributivgesetzen von endlichen auf unend-
liche Summen sowie iiberhaupt die Formulierung niitzlicher Konvergenzkriterien.
Wir entwickeln diese Theorie vor allem fiir komplex-wertige Reihen (d.h. V' = C in
Def. 16.1), mit einigen anordnungsspezifischen Bemerkungen fiir V = R. Die Uber-
tragung auf beliebige (aber vollstindige!) Vektorrdume erfolgt dann relativ einfach
durch das Ersetzen des Absolutbetrags mit der Norm. Dies betrifft insbesondere
die (nicht nur) fiir die Physik so wichtigen Potenzreihen. Zunéchst jedoch ein paar
Beispiele.

Beispiel 16.4. Fiir z € C ist die geometrische Reihe
falls z # 1

E - k -
g == (Sn - Z ® )nzo,l,... N ( 1—2z2 )nzo,l,... (16'7)

k=0 k=0

= 1

- fur |z| < 1 konvergent mit Wert Z PA T (Dies folgt aus der expliziten Form
k=0

fir die Partialsummen und 2" — 0 fiir n — oo, vgl. 14.8 (iv).)

- sonst divergent ((z*) ist keine Nullfolge fiir |2| > 1).

Beispiel 16.5. Fiir s € Q ist die Dirichlet-Riemann-Reihe

= 1 _ (Esgibt im Allgemeinen keine geschlos-
Z s . . (16.8)
— ks sene Form fiir die Partialsummen.

- fiir s > 1 konvergent.

- fiir s <1 divergent.

Bew.: Da alle Glieder positiv sind, wéchst die Folge der Partialsummen streng mo-

noton.

- Fiir s > 1, n € N sei [ so, dass 2 > n. Dann gilt

SHSE
ks — ks
k=1 k=1
T L S
= 2s 35 4s 7s 9(1-1)s (21 _ 1)5
—— N P
S2'2% S22'2%S Szlil'z(l—ll)s (169)
1 1 \2 1 -1
1t g+ (5m) ++ (59)
1
< PR (geometrische Reihe; 217 < 1 fiir s > 1)
—

Die Folge der Partialsummen ist also monoton wachsend und nach oben beschrinkt,
also konvergent nach Theorem 14.13.
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1 1
- Fiir s < 1 gilt fiir alle &: = > ?97 Dann gilt fiir alle { € N und n > 2!

1 1
> _
ks — ks
k=1 k=1
_ 1 1 1 1 1 1 1 1
= +§+§+Z+g+ +§+"'+m+"'+§ (16.10)
—_—— —} —— N —~
>2.1 >4-1 >ol-1.1

l .
:1+§—>oo fir ] — oo

Insbesondere ist die harmonische Reihe > k™! divergent.

Wir sehen in diesen Beispielen bereits die zwei wesentlichen Hilfsmittel zum
Nachweis von Konvergenz/Divergenz von Reihen am Werk: (i) Vergleich mit be-
kannten Reihen und (ii) Monotonie fiir Reihen mit positiven Gliedern. Von grund-
satzlicher Bedeutung ist der Zusammenhang zwischen den beiden:

Lemma 16.6. Ist (ax) C C und (c;) C Rxo mit:
1. |ak] S Ck vk
2.3 ¢ ist konvergent.

Dann gilt: > ay, ist konvergent und ‘Z ak’ < ch. Man nennt eine solche Reihe
k=0 k=0
> ¢k eine konvergente Majorante von Y ay.

n
Beweis. Man priift das Cauchy-Kriterium fiir s, := Zak, gestiitzt auf dasjenige
k=0
n

fur u, = ch: Fir € > 0 sei N, so, dass |u, — u,| < € fir alle n,m > N,. Dann
gilt fir solche n, m, oBdA mit n > m:
n n n
| — Sm| = ‘ Z ak‘ < Z lag| < Z Ck = |tup — Up| <€ (16.11)
k=m+1 k=m+1 k=m+1

Daraus folgt mit Theorem 14.21 und den Betrachtungen aus §15 (Vollstandig-
keit von C) die Konvergenz der Reihe. Die Abschétzung fiir ihren Wert folgt aus

n
>
k=0

Definition 16.7. Eine Reihe ) ay heisst absolut konvergent, falls die Reihe der
Absolutbetriage > |ay| konvergiert.

< Z ¢, zusammen mit den Rechenregeln fiir Folgen. 0
k=0

Proposition 16.8. Fine absolut konvergente Reihe ist konvergent.

9Dies folgt aus der (trivialen) Abschitzung #” > 1fallsz >1undr > 1viaxz =k, r =1 —s.
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Beweis. Die Reihe der Absolutbetrage ist eine konvergente Majorante, also folgt die
Aussage direkt aus Lemma 16.6. ]

Die Umkehrung von 16.8 gilt aber nicht, wie das folgende Beispiel zeigt:

Beispiel 16.9. Die alternierende harmonische Reihe,

o (_1)k-1 1 1 1
Z( ]2 :1_§+§_Z+... (16.12)
k=1

konvergiert, aber nicht absolut.

Hierbei folgt die Divergenz der Reihe der Absolutbetrige aus (16.10), die Konvergenz
von (16.12) aus dem sog. Leibniz-Kriterium fiir alternierende Reihen:

Lemma 16.10. Sei (ay) eine monoton fallende (oder auch wachsende) Nullfolge
reeller Zahlen. Dann konvergiert

> (—1)a (16.13)
k=

1

Beweis. Sei s, = Y ,_,(—1)*a; die Folge der Partialsummen. Aus der Monotonie
folgt fiir alle geraden n = 2m: So,, = Som—1 + G2m > Som—1, d.h. [So_1, Som] ist ein
(nicht-leeres) Intervall, ausserdem

Som4+1 = S2m—1 + Q2m — A2m+1 = Som—1 (16.14)

SOWIe  Sopmi2 = Som — (2m41 T A2mi2 < Som

d.h. [s9mi1, Somae] C [S2m_1, S2m]. Ausserdem gilt so,, — Som_1 = G, — 0, d.h. die
([szm_l, SQm]>m:1 ,  bilden eine Intervallschachtelung im Sinne von Def. 14.15, und
ihr Durchschnitt ist gleich dem Grenzwert der Randpunkte geméss Theorem 14.16,

[Som—1, Som| = {lim Som = lim Sop—1 = Z(—l)kak} (16.15)
m=1 k=1

]

Absolute Konvergenz

Witzigerweise klingt im Adjektiv “absolut” noch die Bedeutung an, dass man die
Glieder einer absolut konvergenten Reihe beliebig umordnen oder umgruppieren
kann, ohne die Konvergenz oder den Wert der Reihe zu beeinflussen, wihrend dies
fiir konvergente, aber nicht absolut konvergente Reihen nicht unbedingt der Fall ist.

Definition 16.11. Unter einer Umordnung einer Reihe Y, | ay verstehen wir eine
Reihe > )7, by, die aus Y ax durch Angabe einer bijektiven Abbildung N — N, I — k
via b := a, hervorgeht. (Man plant also das Absummieren aller Glieder von ) ag,

nur eben in einer anderen Reihenfolge, vgl. aber auch mit dem Begriff einer Teilfolge
in Def. 14.3.)

Skript Hohere Mathematik 1 136 4/20/2026 14:59



§16. REIHEN

Als Beispiel ordnen wir die alternierende harmonische Reihe (16.12) so um, dass
auf ein positives stets zwei negative Glieder folgen, d.h.

1 1 1 1 1 1 1 1
l— = ——— = ot

_ 4. 16.1
2 43 6 8 om—1 2@m—1) dm (16.16)

In Worten: Die m-te Gruppe enthélt mit entsprechenden Vorzeichen die Kehrwerte
der m-ten ungeraden Zahl, sowie der (2m — 1)-ten und 2m-ten geraden. In der
umgeordneten Reihe sind dies die Glieder Nummer [ = 3m — 2, 3m — 1 und 3m. Die
umordnende Bijektion ist also

% {=1mod3

k=422 1=2mod3 (16.17)
4% [ =0mod 3
1 1 1 1 1
Dann gilt wegen o1 2@m = 1) = §<2m —7 %>, dass die Summe

der ersten 3n Glieder von (16.16) gleich

1(1 LTI S 1) (16.18)
5\ "27371 m—1 on ’

d.h. der Halfte der Summe der ersten 2n Glieder der alternierenden harmonischen
Reihe ist. Die dazwischenliegenden Partialsummen liegen nicht weiter als ﬁ bzw.

s davon entfernt, so dass (16.16) gegen die Halfte von (16.12) konvergiert.

Unter absoluter Konvergenz (dquivalent dazu: bei Vorhandensein einer konver-
genten Majorante) kann so etwas nicht passieren.

Proposition 16.12 (Umordnungssatz). Sei Y ., aj eine absolut konvergente Rei-
he. Dann konvergiert jede Umordnung von Y ay, ebenfalls absolut und hat den glei-
chen Wert.

Wir benutzen als “Trivialkriterium” hierfir:

Lemma 16.13. FEine Reihe ) ay ist genau dann absolut konvergent, wenn die Menge

F = {Z la| | J C N endliche Teilmenge} (16.19)
keJ
nach oben beschrinkt ist. In diesem Fall gilt Z |ag| = sup F.
k=1

Beweis. Ist die Reihe absolut konvergent, so ist der Wert von ) |ay| klarerweise
eine obere Schranke fiir F: Fiir jede endliche Teilmenge J C N gibt es ein N; so
dass J C {1,..., N,}. Dann ist

Monotonie von Y |ag|

[e's) i Ny
D lakl =D lar] = faxl (16.20)
k=1 k=1

keJ

Skript Hohere Mathematik 1 137 4/20/2026 14:59



KAPITEL 4. KONVERGENZ

Ist umgekehrt F nach oben beschréankt, so wichst (32, ax|) _,, monoton und
ist nach oben beschrénkt, also konvergent nach Theorem 14.13. Um noch zu zeigen,
dass in diesem Fall > |ax| = sup F, bemerken wir, dass fiir jedes € > 0 wegen der
Konvergenz von Y |ax| ein N, existiert so dass S rc, |ax| > S2°° |ax| — €. Fiir die
endliche Menge J. = {1,..., Nc} gilt also >, [ax| > > 277, |ax| —¢, d.h. D7 Jap| —e

ist keine obere Schranke von F. L]

Beweis von 16.12. Die endlichen Teilsummen der umgeordneten Reihe sind genau
die gleichen wie die der urspriinglichen. Daher folgt die absolute Konvergenz der
umgeordneten Reihe direkt aus Lemma 16.13. Wegen Proposition 16.8 existieren
also sowohl

S = Z ap alsauch T := Z ar, (16.21)
k=1 I=1

Es bleibt zu zeigen, dass S = T'. Sei hierzu fiir € > 0 beliebig N, so gross, dass

o

> lakl<e (16.22)

k=Ne+1

(Ein solches N, existiert wegen der absoluten Konvergenz von ) a;.) Dann gilt
wegen Lemma 16.6 insbesondere

Ne o) 00
‘S—Zak‘:’ 3 ak‘g 3 Jal <e (16.23)
k=1 k=N +1 k=N +1

Nun ist das Urbild von {1,..., N} unter der Umordnung [ — k; endlich. Daher
existiert ein M, so dass

by ko O L N (16.24)

Fir alle n > N, und m > M, gilt dann
Su- Y
k=1 =1

denn wegen (16.24) ist die Differenz der Partialsummen eine endliche Teilsumme der
Restreihe > 7 . aj. Da die Partialsummen in (16.25) fiir n — oo bzw. m — oo
gegen S bzw. T konvergieren, folgt mit (16.23), dass |[S — T < > 777 x| < e
Da € > 0 beiebig war, folgt die Behauptung. O]

< D Jal (16.25)

k=Ne+1

Der Grosse Umordnungssatz ist eine Verallgemeinerung von 16.11, der Beweis sehr

dhnlich.

Theorem 16.14 (Grosser Umordnungssatz). Sei Y o, ai eine absolut konvergente
Reihe und (J@);— ... eine (endliche oder unendliche) Familie von (endlichen oder
unendlichen) Teilmengen von N mit JO N JU) = ( fir i # j und U;JD = N. Dann
qilt
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(i) Fir jedes i ist fir jede Durchnummerierung (Abzihlung/Anordnung) (kfl(i)>l:172’n_
der Elemente von J die Summe Y, a, @ (entweder endlich oder) absolut konver-
1

gent, und ihr Wert S® wunabhingig von der Durchnummerierung.

(i) Die (endliche Summe oder) Reihe ), , SO konvergiert absolut und ihr Wert
ist gleich Y 0 ap =: S.

(In der Rechenregel Lemma 16.3 kann ) | ax+> | by, als eine solche Umgruppierung
der Reihe > ¢ mit co_1 = a;, coy = by aufgefasst werden. Diese Umgruppierung ist
erlaubt, wenn > aj und > by getrennt konvergieren, absolute Konvergenz ist nicht
notwendig. Die Umkehrung gilt natiirlich nicht, d.h. > (ax + bx) kann konvergieren,
auch wenn die Reihen getrennt dies nicht tun. Ist beispielsweise Vk: ap = 1 und
b, = —1,s0ist > ;- (ay+bi) = 0, wihrend die Reihen getrennt natiirlich divergieren.
Auch fithrt hier bereits eine kleine Verschiebung der beiden Reihen gegeneinander
zur Konvergenz gegen einen anderen Wert: ag + > oo, (ay + by—1) = 1.)

Beweis von 16.14. (Beachte, dass die J® hochstens abzihlbar unendlich sind und
es hochstens abzahlbar unendlich viele davon gibt, s. Def. 4.10.)

(i) Fiir endliches J@ sind die Aussagen trivial. Andernfalls folgt die absolute Kon-
vergenz wie eben aus dem Lemma 16.13, und die Unabhéngigkeit der S® von der
Durchnummerierung aus Proposition 16.12. Wir fixieren dann fiir jedes i eine solche.
(ii) Fiir € > 0 sei N wieder so, dass  ~ \ ., ax] < ¢, s0dassalso [S—3,  ax| <e¢
fir jede endliche Teilmenge J von N mit {1,..., N.} C J.

- Das Urbild von {1, ..., N.} unter (i,1) — k:l(i) ist wieder beschrankt, d.h. es existie-
ren H, und M, so gross, dass Ufil{k‘l(l) |l < M} D{l,...,N}. Dann ist Vn > N,
h>H., m2> M,

n h 00
‘Z G- Do < Y Jal<e (16.26)
k=1 i=1 I<m k=Ne+1
wobei wir vereinbaren, dass a, ) = 0 falls J @) endlich ist und I > |J@].
l

- Mit m — oo und n — oo folgt daraus wegen der Konvergenz der ), 0 fir

i=1,...,h
h

]s ~3 50

=1

Dies gilt fiir alle h > H,, Ve > 0, so dass S = Y, 5@. (Gegebenenfalls kann
diese Summe natiirlich auch wieder endlich sein.) Die Konvergenz ist absolut, da

S S0l < S e im Grenzitbergang m — oo 30 [SO] < 5 o
impliziert. O]

<e (16.27)

- Ein beliebtes Anwendungsbeispiel von Theorem 16.14 ist die Summation von “Dop-
pelreihen” der Form (ak)kpyenxn: Das Resultat hdngt nicht von der Abzahlung

N — N x N ab, sofern F = {Z(k’l)ej |ak| ‘ J C NxN endlich} nach oben be-
schrankt ist.
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1
- Konkret: a; = ik k,l > 2. Dann ist VK, L:
K L K o 1 K 1 9] 1 - 0o 1 6
S > aus ZZg ST < S o Smse (162
k=2 1=2 =2 =2 k=2 k k=2 k=1

Z(C(l)—l)zzz:%:zz;:zjﬁ:l (16.29)

=2 =2 k=2 k=2 [=2 k=2

- Beachte: Hier wird bei der Berechnung der teleskopierenden Reihe

oo o

1 1 1
Py > (- 151) (16.30)

k=1 k=1

die Umordnung nicht tiber 16.14 begriindet (die Teilreihen konvergieren ja auch
nicht), sondern durch eine explizite Berechnung der Partialsummen:

n n+1
1

Z<__k_+1> Z__Zk n+21;>o1 (16.31)

Konvergenzkriterien

Wir geben nun zwei einfache Kriterien an, die es erlauben bei konkret gegebenen
Reihen mit fester oder geschickt gewéhlter Reihenfolge der zu summierenden Rei-
henglieder zwischen Konvergenz und Divergenz zu entscheiden. — Wie oben gezeigt
ist es zwar notwendig, aber nicht hinreichend (vgl. (16.10) mit Lemma 16.2) fur
die Konvergenz, dass die Reihenglieder eine Nullfolge bilden. (Diese Eigenschaft ist
unabhéngig von der gewéhlten Reihenfolge.) Der Vergleich mit der geometrischen
Reihe Beispiel 16.4 suggeriert jedoch, das es fiir die (absolute) Konvergenz einer Rei-
he > ay ausreicht, wenn die Betrage |ay| der Reihenglieder fiir grosse k£ “mindestens
so schnell” gegen Null gehen wie die Potenzen L* einer Zahl L < 1. Zur Gewinnung
von L aus den Reihengliedern konnen wir entweder |ay1/ax| betrachten (Quotien-
tenkriterium), oder |a|'/* (Wurzelkriterium). Zur Quantifizierung benutzen wir den
Begriff des limes superior aus Def. 14.18 und seine verschiedenen Charakterisierun-
gen aus Prop. 14.19.

Proposition 16.15 (Wurzelkriterium). Es sei (ag)nen ein Folge komplexer Zahlen,
und

L :=lim sup |ax|* € Rso U {0} (16.32)

Dann gilt
(i) Fir L < 1 konvergiert die Reihe > ay absolut.
(ii) Fir L > 1 divergiert die Reihe.

Beweis. Fiir L = oo ist (|az|"*) unbeschrinkt, und die Divergenz der Reihe klar.
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- Fiir L < 1 existiert ein ¢ € (L,1) (fir L > 0 2z.B. ¢ := v/L). Dann sind nach
der Charakterisierung des limsup nur endliche viele von den |ax|'/* > ¢,% d.h. es
existiert ein N so, dass |ax|'/* < ¢ Yk > N. Dann ist

k CIN
E = — 16.
q ¢ (16.33)

k=N

eine konvergente Majorante fir )", \ a;. Mit Lemma 16.6 folgt daraus (i).

- Falls co > L > 1, so gibt es € > 0 mit L — ¢ > 1, und unendlich viele k£ mit
|ak|1/ ¥ > I — e > 1. Die a; sind dann nicht einmal eine Nullfolge, also kann die
Reihe > ay nicht konvergieren. Dies impliziert (ii). O

Beispiel 16.16. Sei 7 € Q und z € C. Dann ist wegen limy_,o, k'/% = 1 (vgl.
Beispiel 14.8 (iii))

lim sup |k"2*|V/* = klim kR 2| = |2 (16.34)
—00
und daher konvergiert
> ke (16.35)
k=1

fir |z] < 1 absolut und divergiert fir |z| > 1, genau wie die geometrische Reihe.
- Um (als Beispiel) fiir » = 1 die Reihe zu berechnen, schreiben wir

g; kzF = zi(k‘ +1)2F = Zi(Z zk> (16.36)

k=0 k=0 [=0

als eine unendliche Summe iiber & = 0,1,... der endlichen Summen (k + 1)zF =
Zf:o 2*. Wegen der absoluten Konvergenz kénnen wir iiber diese Indexmenge auch in
einer beliebigen anderen Parametrisierung summieren, ohne das Ergebnis zu d&ndern
(s. Thm. 16.14). Speziell ist die Abbildung

l
(m, 1) = (m+1,1) = (k1) (16.37) A

eine Bijektion der Menge Ny x Ny 3 (m, [) auf die Menge

{(k,1) | (k,1) € Ng x No,l < k}, d.h. eine Parametrisic-
rung von (16.36) durch unbeschrankte Indizes (s. Skizze; .« o .
Umbkehrabbildung: (m, ) = (k —,1)).

Damit wird
zsz:z Z ZHm:ZZZl(ZZm)
1<k (m,1)€Np xNo =0 m=0 (16 38)
oo 2 P .
_ AN
_Z<ZZ) _<1—Z)2
=0

98 Andernfalls existiert eine Teilfoge, deren Glieder alle grésser als ¢ sind, und damit auch ein
Héufungswert > ¢, im Widerspruch dazu, dass L der grosste Haufungswert ist.
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Allgemeiner ist fiir jedes Polynom p(k) die Reihe Y p(k)z* fiir |2| < 1 konvergent
und eine rationale Funktion von z. (Ubungsaufgabe, bzw. gliedweises Ableiten im
Anschluss an 16.23.)

Ag41
Qg

Proposition 16.17 (Quotientenkriterium). Es ezistiere klim
—00

=:q. Dann gilt

(i) Fiir ¢ <1 konvergiert Y ay, absolut.
(i) Fir q > 1 divergiert die Reihe.

Beweis. (Versteckt in der Voraussetzung ist die Aussage ay, # 0 fiir fast alle k; ¢ = 0
ist hingegen erlaubt.)

(i) Wir zeigen limsup |ax|'/* < ¢ (und verweisen dann auf das Wurzelkriterium).
Fir gegebenes ¢/ > ¢ sei K so, dass

Qr+1
ag

<q firalle k> K (16.39)

Dann gilt fiir solche &

QK41

Jax| < (¢)"F - lax]|

x| =
k—1

(16.40)
und daher |a;|'* < ¢ - (C],_K’&K‘)l/k

Wegen 14.8(ii) folgt daraus limsup |ag|'/* < ¢'. Da dies fiir alle ¢/ > ¢ gilt, folgt
lim sup |ag|'* < q.
(ii) Falls ¢ > 1, so wachsen die |ay| ab einem bestimmten Index streng monoton, die

ay bilden also nicht einmal eine Nullfolge. ]
Beispiele 16.18. - Die Exponentialreihe Z 7 konvergiert (fiir z = 0 sowieso und
k=0
sonst) wegen
LA z
T - 4 16.41
(k+1)! 2¢ k41 koo ( )

nach dem Quotientenkriterium fiir alle z € C absolut.
- Die Konvergenz der hypergeometrischen Reihe

F(a,b,c;2) = Z (C(Lil;:?'kzk (16.42)
k=0

wird in den Ubungen diskutiert.

- Man beachte, dass die Kriterien 16.15 und 16.17 fiir L = 1 bzw. ¢ = 1 nicht
schliissig sind. Es gibt eine Fiille an Beispielen und eine Reihe feinere Kriterien zur
Entscheidung zwischen Konvergenz und Divergenz auch in solchen Féllen.

- Das Wurzelkriterium ist echt starker als das Quotientenkriterium. Selbst im Fall
lim |a;|'/* = L < 1 folgt daraus nicht, dass lim |ay; /ax| existiert oder < 1. Beispiel:
1+ L2+ L+ L+ L+ LT+ LS+ -+ fir L < 1.
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Potenzreihen

Das Interesse der meisten obigen Beispielen, speziell 16.4, (16.36), (16.41), (16.42)
entsteht durch die Abhéngigkeit der Reihenglieder von der komplexen Zahl, z. Es
ist insofern natiirlich, Reihen der Form

P(z) = ianz” (16.43)

mit a,, € C als unendliche Linearkombinationen der elementaren Potenzfunktionen
z +— 2" aufzufassen (und zwar zunéchst auch nur fiir z € C), m.a.W. als Reihen im
Vektorraum der komplexwertigen Funktionen auf C.

Wie wir gleich sehen werden, ist die Dichotomie zwischen Konvergenz und Diver-
genz in Abhéngigkeit von |z| eine ganz allgemeine Eigenschaft von solchen Potenz-
reihen. Auf den Teilmengen von C 3 z, auf denen sie konvergieren (intuitiv: “kleine
|z|”) kénnen Potenzreihen zur Definition einer grossen Klasse von nicht elementaren
(“transzendenten”) Funktionen benutzt werden. Die Bedeutung solcher Reihenent-
wicklungen fiir die theoretische Physik kann schwerlich iiberschatzt werden.

Lemma 16.19. Angenommen, P(z) konvergiert in einem Punkt zy € C mit zo # 0.
Dann konvergiert P(z) in jedem Punkt z € C mit |z| < |z| absolut.

Beweis. Die Reihenglieder a,z{ bilden eine Nullfolge, es existiert also insbesondere

ein S mit |a,2y| < S fir all n. Daraus folgt fiir alle |z| < |zp| mit ¢ := ’%‘ <1
z |n
la,2"| = |anzo|" - ’—’ < Sq" (16.44)
20
Fiir solche z besitzt P(z) also die konvergente Majorante > Sq" = l—fq und konver-
giert daher absolut. [

Definition 16.20. Fiir gegebene Potenzreihe P(z) = Y a,2™ setzen wir®

R = sup{r € R | P(r) konvergiert} € RxoU {oo} (16.45)

Wir nennen R den Konvergenzradius der Potenzreihe und Br(0) = {z||z| < R} die
Konvergenzscheibe, denn es gilt:

Theorem 16.21. Fir |z| < R konvergiert P(z) absolut.
- Fiir |z| > R divergiert P(z).

Beweis. Fur |z| < R existiert ein p > 0 mit |z|] < p < R. Da P(p) fiir jedes
0 < p < R konvergiert, impliziert 16.19 die absolute Konvergenz von P(z).

- Angenommen, es existiert ein z, € C mit |z,| > R so dass P(z,) konvergiert. Dann
existiert auch ein r € R mit R < r < |z,|, fiir das P(r) wegen Lemma 16.19 (sogar
absolut) konvergiert. Dies steht im Widerspruch zur Definition (16.45) von R. [

9Fiir r = 0 konvergiert die Reihe trivialerweise. Daher ist R > 0. Ist die Menge rechts unbe-
schrénkt, so setzen wir mit 14.14 formal R = co.
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KAPITEL 4. KONVERGENZ

Wurzel- und Quotientenkriterium 16.15, 16.17 geben die folgenden essentiellen
Formeln zur Berechnung des Konvergenzradius R einer Potenzreihe  a,,z":

1
=_————— (Formel von Cauchy-Hadamard)
lim sup |a, |*/™
1
R= falls der Grenzwert existiert (16.46)
: An1
hmn%oo -

1 1
In diesen Formeln gilt die Vereinbarung, dass 0= oo und — = 0.
00

Beispiel. Y % hat R = oo, konvergiert also iiberall. - nlz" hat R = 0 und konver-
giert nur fir z = 0.

Vom Standpunkt der Koeffizientenfolge (a,) kann die Variable z als “konver-
genzerzeugender Faktor” interpretiert werden. Dies manifestiert sich insbesondere

im quantitativen Vergleich einer Potenzreihe mit ihren Partialsummen.

Lemma 16.22. Fir jedes N € N und r < R existiert eine Konstante C' > 0 so,
dass fir alle |z| <r

<O -2V (16.47)

00 N
‘ g a2 — E anz"
n=0 n=0

In Worten: Die Differenz zwischen der vollen Potenzreihe und einer endlichen Teil-
summe kann bis auf eine von z unabhingige multiplikative Konstante durch den
ersten weggelassenen Term abgeschétzt werden. Dies ist offenbar besonders niitzlich
wenn |z|V*t! “sehr klein” ist im Vergleich zu C~1 (geschrieben: |z|V 1 < C1).

Beweis von Lemma 16.22. Wihle pmitr < p < R. Da > a,p" konvergiert, existiert
eine Konstante S so, dass |a,p"| < S Vn. Fiir |z| < r konvergiert die Potenzreihe
und daher auch die Restreihe > > | a,2" absolut und es gilt die Abschitzung

0 o0 00 ’Z‘n
‘ Z anzn‘ < Z |an2"| = Z |anp” |
pn

n=N+1 n=N+1 n=N+1

N+1 n S
‘ZL/H Z T_n = ||V N+1
pNtTL = p pNH(L —1/p)

(16.48)
<S-

Daraus folgt die Behauptung. O]

Bonus: Taylor-Reihen

In der Praxis liefert Lemma 16.22 niitzliche Erkenntnisse tiber die Approzimation
von Funktionen durch Potenzreihen. Wir halten unter Vorgriff auf Kapitel 6 zwei
Dinge fest:

Theorem 16.23. Die durch eine Potenzreihe P(z) =Y~ a,2" definierte Funkti-
on P : Br(0) — C ist an jeder Stelle zy € Br(0) innerhalb ihrer Konvergenzscheibe
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(komplex) differenzierbar mit Ableitung P'(z) =Y o a,nz""t. Dabei hat die glied-
weise abgeleitete Reihe den gleichen Konvergenzradius wie P. In Folge dessen (d.h.,
rekursiv) ist P sogar unendlich oft differenzierbar und es gilt fir alle n:

PO (0) = (d%)nP(z)p:o = nla, (16.49)

Definition 16.24. Fiir eine beliebige, unendlich oft differenzierbare, Funktion f(z)
heisst fiir einen Punkt zy ihres Definitionsbereichs die Reihe
f/(ZO) f//(ZO) f///(zo)

f(z0) + T(Z — 20) + T(Z —20)° + 3l

(z—20)% + -+ (16.50)

Taylor-Reihe von f um zy. Eine Funktion, die in einer endlichen Umgebung eines
jeden zy durch ihre Taylor-Reihe dargestellt wird, heisst analytisch. (Erschopfende)
Beispiele: Potenzreihen innerhalb ihrer Konvergenzscheibe.

Merkwissen

[. Unter absoluter (dominierter/majorisierter) Konvergenz sind alle verniinftigen
Manipulationen erlaubt, im Allgemeinen aber muss man vorsichtig sein.

5—\ Vorsicht

. o Divergenz
I1. Jede Potenzreihe kommt mit ei-

nen Konvergenzradius (der auch 0
oder oo sein kann). Innerhalb der
Konvergenzscheibe konvergiert ei-
ne Potenzreihe absolut, und der
Fehler lasst sich durch den ers-
ten weggelassenen Term abschat-
zen. Auf der Konvergenzkreislinie
ist wieder Vorsicht geboten.

Konvergenz

III. Wie auf S. 134 angekiindigt tibertragen sich die Konvergenz-Kriterien mit ent-
sprechenden notationenellen Anderungen auf Reihen in einem vollstindigen nor-
mierten Vektorraum (V ||-||) iiber R oder C. In diesem Zusammenhang heisst etwa
eine Reihe ) vy mit v, € V' absolut konvergent (man sagt auch konvergent in der
Norm), wenn die Reihe der Normen ) ||vg|| konvergiert. Insbesondere gelten Lem-
ma 16.6 und die Umordnungsregeln sinngeméss. Das Leibniz-Kriterium 16.10 gilt
natiirlich nur in R!

IV. Nicht selten anzutreffen sind Potenzreihen ), a, X", in denen die Verdnder-
liche X einer nicht notwendig kommutativen Banach-Algebra (A, ||-||) entstammt
(z.B. Mat, (R), ausgeriistet mit einer Operatornorm, s. Def. 15.32), wihrend die
Koeffizienten im Grundkérper bleiben.!® Definiert man R wie in (16.46), so kon-
vergiert aus den gleichen Griinden wie dort eine solche Potenzreihe innerhalb von
Br(0) C S in der Norm. Da die Norm aber i.A. nicht multiplikativ, sondern nur
submultiplikativ ist, kann man nicht auf Divergenz iiberall ausserhalb von Bg(0)

100 Wir setzen die Existenz eines Einselements 1 € A voraus, sodass X© = 1 erklért ist.
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schliessen. Beispiel: Die Matrix A = (8 g) liegt fiir C' gross genug ausserhalb von

B1(0), unabhéngig von der gewihlten Norm auf Maty(R). Wegen A? = 0 konvergiert

aber die geometrische Reihe > A% = <(1) ?) = (1—A)™! fiir jedes C.

Beispiele 16.25. Die geometrische (oder Neumann-)Reihe
D XT=(1-X)"" falls [|X] <1 (16.51)
n=0

gibt unter anderem eine alternative explizite Formel fiir die Inverse einer Matrix
welche “nahe an der Einheitsmatrix 1 = I,, € Mat,,” liegt.
- In ahnlicher Weise ist die Logarithmus-(oder Mercator-)Reihe

L(X):= i(—m—l% mit R = 1 (16.52)

n=1

die “funktionelle Inverse” der Exponentialreihe

e}

exp(X) =) % mit R = oo (16.53)
Es gilt:
L(1 —exp(X))=—-X, exp(—L(X))=1-X (16.54)

fiir geniigend kleine ||X||. (Beweis wird in HoMa 2 nachgeliefert.)
- Die Sinus-

0 X2n+1
sin(X) := Z(—wm R =00 (16.55)
n=0
und Cosinus-Reihe
0 X2n
cos(X) := Z(—l)"m R =00 (16.56)
n=0

sind einfache Abarten, gilt doch (fir Grundkorper C) die Euler-Formel
exp(iX) = cos(X) + isin(X) (16.57)

Zum Abschluss zeigen wir noch die berithmte Funktionalgleichung der Exponen-
tialfunktion.

Proposition 16.26. Sei A eine Banach-Algebra mit Eins. Dann gilt fir alle X,Y €
Amit XY =YX
exp(X)exp(Y) = exp(X +Y) (16.58)

Hieraus folgen insbesondere die bekannten Additionstheoreme der via (16.57) defi-
nierten trigonometrischen Funktionen (s. Ubungen).
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Lemma 16.27. Sei (X,,) C A eine Folge mit lim,,_,~, X,, = X. Dann gilt die (auch
an sich und unabhdngig von 16.26 interessante) Formel

n—o0

Xn\"

lim (1 + —) — exp(X) (16.59)
n

Beweis von 16.26. (unter der Annahme, dass 16.27 gilt)

X\ Y\n
exp(X)exp(Y) = lim <1 + —) lim (1 + —> = (Rechenregeln fir Folgen)
n

n—o0 n n—o0

X\n X\n
= lim <1 + —) (1 + —> (wegen XY =Y X)
n—00 n n
) X Y XVY\»
n—00 n n n
(16.60)
. XY .
Wegen lim <X +Y + —) = X +Y folgt die Behauptung. ]
n— 00 n

Beweis von 16.27. Sei e > 0. Wegen der absoluten Konvergenz der Exponentialreihe
und der Konvergenz von (X,,) gegen X existiert dann ein N so, dass sowohl

= (X +1)*
Z X+ 10" H];— ) <e€ als auch | X, || < [|X||+1 Vn>N (16.61)
k=N+1 '

Dann gilt fiir alle n > N:

(14 52)" - o)

n

N
n\ XF  X* n\ X*
S;H(k>_k_ﬂu+kz H(k)ﬁ
=0 =

+ Y IR (16.62)
k=N+1

k!
N+t~ N——
~~ X||+1)k
— 0 fiir n - oo Si(nx\]\jl)k S(H ‘Ilc! )
4 <

wobei wir benutzt haben, dass

1
k-1 . < — fiir den mittleren Term
1 1 =
(n) ( @> k! (16.63)

=0 —— — fir den ersten Term

Es gibt also ein N > N so, dass fir alle n > N der erste Term auf der rechten Seite
von (16.62) ebenfalls kleiner als € ist. Alles zusammen ist < 3e. Daraus folgt die
Behauptung. ]

Korollar 16.28. Fir alle X € A ist exp(X)exp(—X) = exp(0) = 1 und daher gilt
insbesondere
exp(X)#0 VX (16.64)
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