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KAPITEL 6
FUNKTIONENTHEORIE

Diese Vorlesung ist die Fortsetzung der Hoheren Mathematik II und richtet sich an
Studierende der Physik im dritten Semester. Das Hauptziel ist die Vermittlung der
mathematischen Grundlagen fir die “moderne” (im Unterschied zur klassischen) the-
oretischen Physik. Hierzu wiederholen wir in Kapitel [7] zunéchst einige Ergebnisse
der Linearen Algebra, auf die wir uns bereits im letzten Semester regelmaéssig, und
manchmal etwas unreflektiert, berufen haben, und bauen sie an denjenigen Stellen
aus, die in der Quantenmechanik eine ausgezeichnete Rolle spielen. Anschliessend
und darauf aufbauend kehren wir in Kapitel [§] zur Analysis zurtick, entwickeln die
Integrationstheorie im R™ und besprechen Differentialformen und Integralsitze als
erster Schritt zur Umkehrung der mehr-dimensionalen Differentialrechnung aus §10]
Im abschliessenden Kapitel [9] beginnen wir noch die Untersuchung von linearen
Operatoren in Hilbertraumen, und geben (hoffentlich) einen Einblick in die Fourier-
Transformation sowie die Theorie partieller Differentialgleichungen. Dabei behalten
die grundsitzlichen Uberlegungen aus dem Sommer zum Verhéltnis zu den theo-
retischen Physik-Vorlesungen nattirlich weiter ihre Giltigkeit.

Wir beginnen das Wintersemester jedoch mit einem Kapitel zur Funktionen-
theorie, die wir im Sommer aufgrund der durch die Umstellung des Lehrformats
bedingten zeitlichen Zwéange tiberspringen mussten. Hier geht es vordergriindig ein-
fach um den Begriff der Ableitung komplexwertiger Funktionen einer komplexen
Verénderlichen und deren Umkehrung, in Analogie zu §9) und §14] Die Antwort ist
jedoch hochst tiberraschend, und ohne echtes Analogon in der rein reellen Analysis.
Es stellt sich ndmlich heraus, dass fiir U C C offen eine Funktion f : U — C lokal
genau dann eine Stammfunktion besitzt (d.h., komplex integrierbar ist), wenn sie
holomorph (némlich, komplex differenzierbar) ist. Stetigkeit reicht nicht mehr aus!
Eine globale Konsequenz aus dieser “Vereinheitlichung” von Differentiation und Inte-
gration ist, dass sich bestimmte komplexe Integrale in viel systematischerer Weise als
etwa die Beipsiele (14.29), durch Studium der Ableitungen des Integranden
auswerten lassen. In diesem Kapitel steht damit unser bisheriges Leitziel, dass wir
nach Losungen von physikalischen Problemen durch Approximation suchen, etwas
zuriick. Vielmehr bietet die Funktionentheorie (in eigentlich unerwarteter Weise)
ein Hilfsmittel fir ezakte Aussagen iiber Strukturen in physikalischen Theorien. Ich
hoffe, Sie werden davon in absehbarer Zeit profitieren!

Fir Kommentare, auch Fehlermeldungen, zum Skript, per Email an walcher@uni-
heidelberg.de, bin ich sehr dankbar. Man beachte aber, dass dieses Skript
keinen Anspruch auf Abgeschlossenheit erhebt: Viele Beweise werden bestenfalls
angedeutet, mancher Begriff nur indirekt definiert.
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KAPITEL 6. FUNKTIONENTHEORIE

- Xyper-Referenzen wie etwa hier zum Kapitel |3 (Stetigkeit), sollten spatestens dann
funktionnieren, wenn Sie das Skript des Sommersemester| ins gleiche Verzeichnis
geladen haben.

- Zur Homepage der Vorlesung: \www.mathi.uni-heidelberg.de/~walcher /teaching/wise2021 / hoemaphys /

§ 15 Komplex differenzierbare Funktionen

Wir diskutieren in diesem § den Begriff der Differenzierbarkeit fiir komplexwertige
Funktionen f : U — C einer komplexen Verdnderlichen z € U C C. Da per Defini-
tion C = R? als zwei-dimensionaler reeller Vektorraum (sogar mit ausgezeichneter
Basis, und die metrische Struktur/Norm stimmt auch), mag es scheinen, dass es sich
hier allenfalls um einen Spezialfall der mehr-dimensionalen Differentiation handeln
kann, wenn auch vielleicht einer mit etwas physikalischer Relevanz, da 2 < 3 vom
Ende des §10] Es konnte kaum ein Schein mehr triigen.

Benutzt man namlich zur Differentiation von Funktionen einer komplexen Veran-
derlichen nicht nur die reell-lineare Struktur des R?, sondern ausserdem die Korper-
struktur von C, so erhélt man erstaunlicher Weise einen Ableitungsbegriff, der sich
einerseits praktisch aller Eigenschaften der reellen Ableitung erfreut (nattirlich nicht
derjenigen, die von der Anordnung abhédngen), andererseits aber die Funktionen de-
rartig einschriankt, dass viele der technischen Komplikationen (wie Stetigkeit der
Ableitung etc.) gleichsam von selbst verschwinden.

Spatestens in der Quantenmechanik lernt man, dass komplexe Funktionswerte in
der Physik eine enorm wichtige Rolle spielen. Komplexe Definitionsbereiche treten
hingegen nach wie vor nicht direkt in den Bildmengen physikalischer Theorien auf,
sie bieten aber ein unverzichtbares praktisches Hilfsmittel. Wir werden Beispiele
solcher “Losung reeller Probleme iiber den Umweg ins Komplexe” im vorstellen.

Definition 15.1. Sei U C C eine offene Menge. Eine Funktion f : U — C heisst
komplex differenzierbar in 2y € U, falls der Differenzenquotient

F2) = f(z0)

Z — 20

(15.1)

sich stetig in 2 fortsetzen lasst. In diesem Fall heisst der Wert der Fortsetzung in
2o die Ableitung von f in zg. Schreibweise: f’(zg) € C.

- Eine Funktion heisst holomorph in 2y, wenn sie in einer offenen Umgebung von 2
komplex differenzierbar ist, und holomorph auf U, wenn sie dort iiberall komplex
differenzierbar ist.

Bemerkungen. - Wie bereits angedeutet ist diese Definition formal identisch zu [9.1],
und erlaubt eine offensichtliche Verallgemeinerung zu normierten komplexen Vektor-
rdumen als Wertebereich.

- Es gelten die gewohnten Produkt- und Kettenregeln. Polynome sind iiberall kom-
plex differenzierbar, und rationale Funktionen ausserhalb der Nullstellen des Nen-
ners. Exponential- und trigonometrische Funktionen behalten ebenfalls ihre gewohn-
ten Ableitungen.

- Insbesondere ist eine komplex differenzierbare Funktion stetig. Es stellt sich her-
aus, dass die Ableitung einer holomorphen Funktion automatisch stetig (und sogar

Hohere Mathematik fiir’s Studium der Physik 124 2/15/2021 15:26


http:/www.mathi.uni-heidelberg.de/~walcher/teaching/sose20/hoemaphys/HMPi.pdf
http://www.mathi.uni-heidelberg.de/~walcher/teaching/wise2021/hoemaphys/?lang=de

§15. KOMPLEX DIFFERENZIERBARE FUNKTIONEN

komplex differenzierbar) ist, weshalb der Begriff der “stetigen komplexen Differen-
zierbarkeit” nicht separat eingefiithrt wird.

- Als ein Beispiel fiir die zusétzlichen Einschrankungen in der komplexen Ebene
betrachten wir die naive Fortsetzungﬂ der differenzierbaren, aber nicht stetig dif-
ferenzierbaren Funktion aus Beispiel auf komplexe Argumente, d.h.

C\{0} 5 2 > () = 22sin = (15.2)

z

Solange z # 0 folgt aus den obigen Regeln, dass die Ableitung von f nach z
formal genauso aussieht wie die ihrer Einschrankung auf reelle Argument, also
fl(z) = 22 sinl — cos<. (Man schreibt dann sinnvollerweise f(z) auch fir kom-
plexe Argument.) Da aber fiir z = iy rein imaginér sin% = z’sinh% — +ioo flr
y — 04 hat f noch nicht mal einen Grenzwert bei zy = 0, kann also dort auch nicht
komplex differenzierbar sein. (Dieses Argument zeigt noch nicht die (wahre) Aus-
sage, dass sich f tiberhaupt nicht als in 0 differenzierbare Funktion von der reellen
Achse weg fortsetzen lasst.)

- Es gibt auch ganz vertraute komplexe Funktionen, die aus viel einfacheren Griinden
nirgends komplex differenzierbar sind. Wichtigstes Beispiel hierfiir ist die komplexe
Konjugation, z — z. Mit z — zg = re'# fiir ¢ € [0,27) hat der Differenzenquotient

zZ— Z

_ ,—2ip

—¢ 15.3

p—— (15.3)
offensichtlich keinen Grenzwert fiir 2 — zp. (Im Unterschied zum vorherigen Beispiel
hat die Einschrankung von z — z auf die reelle Achse, namlich die Identitiat = +— x
eine andere, komplex differenzierbare Fortsetzung ins Komplexe, ndmlich z +— z.)

- Durch Umschreiben von ([15.1)) als

o M) = £(0) = (o) (2 = )]

Z—20 |2,’ — Zo|

=0 (15.4)

und Vergleich mit sieht man aber auch, dass man die komplexe Differen-
zierbarkeit als Spezialfall des zwei-dimensionalen reellen Begriffs auffassen kann:
Multiplikation mit f’(zg) ist eine lineare Abbildung R? — R? und der Grenzwert
z — zp in C ist der gleiche wie (z,y) — (7o, ¥o) in R? (wobei natiirlich z = z + iy,
20 = Xo + Yo).

- Zur Untersuchung des genauen Zusammenhangs zwischen den beiden Begrif-
fen schreibt man f(z) = u(z,y) + w(z,y) mit reellwertigen Funktionen w,v von
(r,y) € U C R?, und nutzt aus, dass falls der Grenzwert von existiert, er
(per Definition) unabhéngig davon ist, aus welcher (“reellen”) Richtung man sich z
nahert. Entlang der reellen Achse, d.h. z = zg 4+ ¢ fir £ € R findet man

— 0 0
f/(Z()) = lim f(xO + t’yO) f(IO,yO) — 8_z(x0, yO) + Z'@—Z(SUO??JO) (155)

t—0 t

5 1Zur Erinnerung an S. Eine Fortsetzung einer Abbildung F': X — Y auf eine Obermenge
X D X ist eine Abbildung F': X — Y mit F|x = F
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Entlang der imagindren Achse ist z = 2y + ¢t fiir t € R und

/ : ) +t - 5 a 8
f(z0) = lg% 1 (o, %o z?t f (o, 90) = —Za—Z(xoayo) + 8_2(%’%) (15.6)

Durch Koeffizientenvergleich ergibt sich:

Lemma 15.2. Fine Funktion f : U — C ist genau dann in zy € U komplex differen-
zierbar, wenn die zugehdrige R?-wertige Funktion in (xq,yo) (total) differenzierbar
ist und die partiellen Ableitungen die Cauchy-Riemann-Gleichungen erfillen:

0 0 0 0
@_z(x(byﬁ) = 8—2(%,%) und 8_3(%’%) = —8—2(1’07?/0) (15-7)

In diesem Fall ist die komplexe Ableitung gleichwertig durch (15.5) oder (15.6))
gegeben.

Beweis. Es bliebe allenfalls noch nachzureichen, dass eine lineare Abbildung mit
einer Matrix-Darstellung der Form

(Z _b) € Matayo(R) (15.8)
a
sich als Multiplikation von C mit a + 7b identifizieren lasst. [

Geometrische Interpretation

Wir nehmen ((15.7) als Gelegenheit zur Schérfung unserer vektoranalytischen An-
schauung. Dazu betrachten wir in der (u,v)-Ebene die Bilder der z- und y-
Koordinatenrichtungen. Es ist

Df(e;) = (&cu,@xv)T, Df(e,) = (Oyu,ayv)T (15.9)

Als Konsequenz der Cauchy-Riemann-Gleichungen gilt beztiglich dem euklidischen
inneren Produkt in Definitions- und Wertebereich

(Df(ex), Df(ey)) = {easey) =0, |[Df(ea)ll = |1DF(ey)]] (15.10)

und daraus folgt (im Fall f'(2) # 0), dass das Differential den Winkel zwischen je
zwei beliebigen Richtungen im Tangentialraum 7, ,, U = R? erhélt, Langen aber
um einen gemeinsamen Faktor vergrossert oder verkleinert. Solche Abbildungen
heissen “konform”. Vom komplexen Standpunkt ist dies aber nichts anderes als die
in gegebene Interpretation der Multiplikation mit einer komplexen Zahl (hier:
f'(20)) als “Drehstreckung” (Die Umkehrung konform =- komplex differenzierbar
gilt bis auf Orientierungswechsel /komplexe Konjugation.)
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§15. KOMPLEX DIFFERENZIERBARE FUNKTIONEN

(z,y) (u,v)

€y

—~

o, y()) €x

- Eine weitere von Ingenieuren und Physikern haufig benutzte Konsequenz aus den
Cauchy-Riemann-Gleichungen ergibt sich unter der (nachtriglich redundanten) An-
nahme, dass v und v mindestens zweimal stetig differenzierbar sind:

15.7) (15.7)
o?u B00,0,0"™ 9,0,0 =D _ g2y

o (15.11)
= dyu+du=0

Der Real- (und auch Imaginér-)Teil einer holomorphen Funktion 16st also die zwei-
dimensionale Laplace-Gleichung.

Analytische Funktionen

Die aber vielleicht wichtigste Quelle holomorpher Funktionen sind die im §5| einge-
fiihrten Potenzreihen mit komplexen Koeffizienten. Es gilt namlich

Proposition 15.3. Eine Potenzrethe P(z) = Y " a,2z" ist an jeder Stelle z, €
Bgr(0) innerhalb ihrer Konvergenzscheibe komplex differenzierbar mait der (glied-
weisen) Ableitung P'(z) = > 07 a,nz"""

Beweis. Wir hatten bereits im §8|gesehen, dass P(z) auf Bg(0) eine stetige Funktion
darstellt. Der Nachweis der Differenzierbarkeit geht ganz ahnlich.

- Zunichst halten wir fest, dass die Reihe der gliedweisen Ableitungen > a,nz""!
wegen lim,_,., n'/" = 1 den gleichen Konvergenzradius hat wie P (siehe (5.45))
und daher ebenso wie P fiir jedes |z| < R absolut konvergiert. Insbesondere ist

Umordnen erlaubt.

- Es sei r so, dass |z9] < r < R. Fiir gegebenes € > 0 sei dann N so gross, dass
[e.e]

S Jaul Tt < g (15.12)

n=N+1
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KAPITEL 6. FUNKTIONENTHEORIE

Dann ist fiir alle |z| < r

‘Z 2" — Z a2y — Z annzyH(z — zo))
n=0
N
< ’ (anz” — n 2l — apnzy Nz — Z(]))’
= (15.13)

o0

+ Z lan| - 2" —zo|+ Z || |2 — 2

N+1 N—+1
n=N oo "N
~ Vv

<§e~|z—z0|

Da Polynome komplex differenzierbar sind, existiert ein 6 > 0 so, dass die endliche
Summe fiir |z — 29| < 0 kleiner als § - [z — zo| ist. Zusammen ist alles kleiner als
€|z — 2, falls z € Bs(zp) N B,(0) d.h. es folgt die Behauptung. O

Definition 15.4. Eine Funktion f U — C heisst (komplex) analytisch, falls es fiir

jeden Punkt zy € U eine Folge (an ) komplexer Zahlen und ein § > 0 gibt so, dass
Bs(zo) C U und fiir alle z € Bs(2)

2) = a2z — z) (15.14)
k=0

- Insbesondere hat die Potenzreihe auf der rechten Seite positiven Konvergenzradius
R®). Es muss aber nicht By (20) C U gelten.
- Durch wiederholte Anwendung von folgt:

Korollar 15.5. Eine analytische Funktion ist in ihrem Definitionsbereich unendlich
oft komplex differenzierbar, und es gilt die “Taylor-Formel”

F®(z) = Kla{™ (15.15)

Bemerkungen/Beispiele 15.6. - Umgekehrt ist eine durch eine Potenzreihe
P(z) =" a,z" dargestellte Funktion analytisch: Fiir zg € Bg(0) erhdlt man durch
“Umentwickeln'Pvon P(zy+(z—2zy)) eine Potenzreihendarstellung der Form (15.14),
welche mindestens fir z € Bjs(z9) C Bgr(0) auch wieder die gegebene Funktion
darstellt.

- Beispiel: Geometrische Reihe zur Illustration der Idee der analytischen Fortsetzung.

- Beispiel: Q(z) = z? als biholomorphe Abbildung {z | Re(z) > 0} - C_ = C\ R

Dies ist nicht strenggenommen eine direkte Konsequenz aus dem Umordnungssatz von S.
Auf jeden Fall konvergiert aber

2 1 = /n
a}(ﬁ o) _ HP(’C)(ZO) - Z (k) anzp” k (15.16)
n=k

Die Aussage iiber Konvergenz der umentwickelten Reihe ldsst sich am einfachsten mit den Meth-
oden aus zeigen.
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Wichtige Ableitungen als Ubungsaufgaben

Potenzreihen mit Argumenten aus endlich-dimensionalen Banach-Algebren sind in-
nerhalb ihrer Konvergenzkugel ebenfalls gliedweise ableitbar. Allerdings gilt fiir die
Ableitung im nicht-kommutativen Fall die etwas allgemeinere Formel (vgl. schon

(9-3))

oo

n—1
DP(zo)(x — xo) = Z an Y xh(x — xg)ap 1 (15.17)
k=0

n=1

(Annahme: a,, € C) Jedenfalls ist immer
Dexp(0) = idy (15.18)
- Fir x € Mat,,«,(R) mit det z # 0 gilt
D det(z)(v) = det z tr(z~'v) (15.19)

- Quaternionische Ableitung

§ 16 Integration in C

Nach der einigermassen glatten Verallgemeinerung von §9| auf eine komplexe Veréan-
derliche stellen wir jetzt die Frage nach der Umkehrung der komplexen Ableitung,
d.h. der Existenz von Stammfuntkionen. Anstatt allerdings wie bisher alles von An-
fang an richtig hinzuschreiben, gehen wir in diesem § entdeckerisch vor und tasten
uns schrittweise an die endgiiltigen Definitionen heran.ﬁ

Zu Beginn miissen wir uns auf eine Klasse von Teilmengen von C als Definitions-
bereiche einigen, auf denen wir nach Stammfunktionen suchen sollen. Ein Blick
zurtck auf zeigt, dass die fur die Definition des bestimmten Integrals zentrale
Eigenschaft von Intervallen ihre Konvexitat ist: Fiir je zwei Punkte a,b € I liegen
auch alle Zwischenstellen (1 —¢)a +tb, t € [0,1] in /. Eine sinnvolle komplexe Ve-
rallgemeinerung sind also offene und konvexeﬁ Teilmengen U C C, und mit dieser
Erkenntnis starten wir sofort unseren ersten Versuch, ein “Integral von a nach b in
U” zu definieren. Der Einfachheit halber beschrénken wir uns auf einen (komplex)
ein-dimensionalen Wertebereich. Wir nehmen also an, f : U — C sei stetig und
setzen fiir n € N:

b—a

Sa(fia,b) =) ( ) fla+ %(b— a)) (16.1)

0

e
Il

So wie sich von nur im Namen der Variablen unterscheidet, ist diese Defi-
nition formal identisch zu([14.2]). What could possibly go wrong?
Beh.: Es existiert lim,, ., S, (f;a,b)

3Wir sagen natiirlich auch nicht absichtlich etwas Falsches!
4Zur Definition der Konvexitit wird C mit R? identifiziert: U C C heisst konvex, falls Va, b € U,

{a+tlb—a)|te€0,1]} CU,s. S.
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KAPITEL 6. FUNKTIONENTHEORIE

Bew.: Wir betrachten auf dem Intervall [0, 1] C R die stetige, komplexwertige Funk-
tion

0,1] 3t f(t) .= fla+tb—a)) = f((1 —t)a+tb) € C (16.2)

Dann ist

Su(fra,b) = (b—a)-S,(f;0,1) (16.3)

wo die rechte Seite nun echt mit (14.2)) zusammentrifft, da 0,1 € R. Die Konvergenz
folgt also aus der Stetigkeit von f und es gilt

b L
/ flw)dw = nh_)rgo Sn(f;a,b) = (b— a)/o f(t)dt (16.4)

]

Beachte: Die Notation auf der linken Seite ist im Komplexen obsolet. In Anbetracht
der endgiiltigen Definition [16.2] sollten wir schreiben

/ f(w)dw (16.5)
I(a,b)

wobei I(a,b) = (t = a+ t(b— a)) fiir die “gerichtete Strecke von a nach b” steht.
Beispiel: Angenommen, F' : U — C ist eine holomorphe Funktion mit F’'(z) = f(z)
Vz € U. Dann folgt aus der Kettenregel, dass

0,1] 2t F(t):= Fla+t(b—a)) €C (16.6)
(reell) differenzierbar ist mit der Ableitung

Ft) = %F(a b th—a) = (b—a)- Flla+t(b—a) = (b—a)- f() €C (16.7)

F ist also auf [0, 1] eine Stammfunktion von (b—a)f (oder, wenn gewollt, fortgesetzt
auf ein offenes Intervall (—¢,1 + €) fir € > 0). Nach dem Hauptsatz der (reellen)
Differential- und Integralrechnung folgt daher

/ f(w)dw = F(1) — F(0) = F(b) — F(a) (16.8)

Explizitere Beispiele sind Konstanten, Polynome, Potenzreihen, etc.

Koénnen wir nun umgekehrt benutzen, um fiir jede solche stetige Funktion
f : U — C eine komplexe Stammfunktion zu konstruieren? NEIN! — In unserem
Beweis des Hauptsatzes haben wir ndmlich alle Eigenschaften in[14.6]benutzt
und man sieht:
(i) (Orientierungswechsel) gilt auch fiir v
(ii) (Linearitat und Integration von Konstanten) v*
(iii) (Standardabschitzung) (mit Norm = Absolutbetrag) v/
ABER (iv) (Additivitdat im Integrationsbereich) gilt im Allgemeinen nicht! Der
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§16. INTEGRATION IN C

Vorfaktor (b — @) in (16.4) verhindert, dass der Beweis von Seite ohne weiteres
durchgeht, ein einfaches Gegenbeispiel ist: f(z) =2,a=0,b=1,c=1+ 1.

1 1
/wdw:/ tdt = =
0 0
1+ 1 1 1
/ wdw:i/ (1+it)dt:i/(1—z't)dt:i+—
1 0 0 2
1+7 1 1
/ u‘)dw:(1+z’)/(1—z’)tdt:2-/tdtzl
0 0 0
1 1+7% 1+4
= /+/ ;A/ !
0 1 0

Da aber sonst alle Eigenschaften gelten, und da aus ((16.8)) umgekehrt folgt, dass die
Additivitdt notwendig ist fiir die Existenz einer Stammfunktion, konnen wir folgern:
Fazit: Eine stetige Funktion f : U — C auf einer offenen und konvexen Menge U C C

besitzt dann und nur dann eine komplexe Stammfunktion, d.h. eine holomorphe
Funktion F': U — C mit F'(2) = f(z) Vz € U falls fir alle a,b,c € U gilt:

/abf(w)dw + /bcf(w)dw + /ca Flw)dw =0 (16.10)

Wie in R ist eine solche Stammfunktion durch das unbestimmte Integral gegeben
und bis auf eine additive Konstante eindeutig.

(16.9)

Lemma 16.1. Sei U wie eben offen und konvex. Dann gilt die Aussage ((16.10)),
falls f auf U holomorph ist!

Beweis. Auf der Suche nach einem Ersatz fiir die gemeinsame Verfeinerung der
Intervall-Zerlegungen aus benutzen wir die Visualisierung von C als zwei-
dimensionale euklidische Ebene und daraus abgeleitete geometrische Sprechweisen.
Fiir drei Punkte o, p, ¢ € C bezeichne A(o, p, q) das (allenfalls entarteteﬂ) Dreieck mit
diesen Punkten als Ecken und A(o,p, q) seinen Rand. Beides sind abgeschlossene
Teilmengen von C im Sinne von {.18f Der Durchmesser ist diam A(o,p,q) =
max{[p —ol,|¢ — p|, |o — ¢|} und der Umfang | A(o,p,q)| = [p—o| + ¢ — p[ + [0 —ql.
- Fiir o,p, q € U ist wegen der Konvexitét von U A(o,p,q) C U. Wir schreiben

/A(oyp’q)f(w)dwz/Opf(w)dw—i-/qu(w)dw—l—/qof(w)dw (16.11)

fir das “Integral tiber der Rand” in der angegebenen Orientierung. (Es gilt
Jatopg fW)dw = [ o fw)dw=— [, f(w)dw geméss Eigenschaft (i).)

5Sind a, b, ¢ kollinear oder fallen zusammen, so gilt (16.10)) auf jeden Fall.
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Die Behauptung ist also, dass fiir je drei
Punkte a,b,c € U, fA(a’b’c)f(w)dw = 0,
falls f holomorph ist. Wir zeigen dafiir,
dass fiir jedes € > 0 |fA(a7b7c)f(w)dw| <
e. Dazu zerteilen wir A(a,b,c) durch
Halbieren der Seiten in vier kongruente
Dreiecke, deren Rander A, A® . AB®) ynd
AW wir in einer Weise orientieren, dass

4
/A(a,b,c) flw)dw = ;/M fw)dw (16.12)

Gemiss Behauptung ist jeder der vier Terme auf der rechten Seite ebenfalls null.
Ohne dies zu wissen, suchen wir ein jeniges Dreieck aus, fiir das der Wert des Inte-
grals (im Absolutbetrag) das Maximum von allen vieren ist, und bezeichnen es mit
A, Mit A := A(a, b, c) gilt dann

‘/A(abc)ﬂw)dw‘ = ’/A f(w)dw‘ <4-. ‘/A f(w)dw‘ (16.13)

Nun zerteilen wir analog A1, suchen das Maximum der vier Integrale und bezeichnen
das zugehorige Dreieck mit Ay. Durch Wiederholen des Verfahrens erhalten wir eine
Folge (A,) von Dreiecken mit Réndern (4,)) iiber die

’/A(abc)f(w)dw( < 4m. ‘/A f(w)dw’ (16.14)

Wegen der Kongruenz gilt diam A,, = 27" diam Ag und | A, | = 27" A, |, bilden
also Nullfolgen. Ausserdem ist A, 1 C A, und nach existiert daher genau ein
Punkt zp € N22 ) Ay,

- Da f nach Annahme in zy komplex differenzierbar ist, existiert ein 6 > 0 so, dass

|£(2) = f(z0) = f'(20)(2 = 20)| < € |2 = 2 (16.15)

falls |z — 29| < 6. Sei nun n so gross, dass diam A,, < 0. Dann ist fir w € A,
|w — 2zp| < diam A,, < §. Wegen der Eigenschaft (ii) des Integrals (16.4)) gilt

/ f(w)dw = / (Fw) = f(z0) = f'(z0)(w — ))dw  (16.16)
A

n

und mit Hilfe von Eigenschaft (iii) und (16.15]) folgt

[ fwdu] < sup{l7(w) = o) = Flo)lo =)l [w e 8,}-18,

<e-diam A, -|A, | (16.17)
.. diam Ao | A |
- 2n 2n
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Mit (|16.14]) folgt

‘/ F(w)dw| < e - diam A(a,b,¢) - | Aa, b, )] (16.18)
A(a,b,c)

und daraus die Behauptung. ]

Wir zeigen im néchsten §, dass falls f umgekehrt eine Stammfunktion besitzt,
d.h. gilt, dann f bereits holomorph ist. Zunéchst aber flexibilisieren wir
etwas Integral und Definitionsbereiche.

Die Motivation fiir die folgende Definition ist die bereits gemachte Beobachtung,
dass falls eine Stammfunktion existiert, es zu ihrer Rekonstruktion nicht darauf
ankommt, “wie genau wir von a nach b kommen”, Hauptsache, wir kommen an (vgl.

dazu die Warnungen auf Seite |113)).

Definition 16.2. Sei U C C offen. Ein stetig differenzierbarer Weg in U von a nach
b, beides Punkte in U, ist eine stetig differenzierbare Abbildung v : [, 5] — U mit
v(a) = a, y() = b. Fir eine stetige Funktion f : U — C definieren wir dann das
Integral von f tiber v mit als

B
/ f(w)dw = / SOIRICE (16.19)

hier ist die Multiplikation

in C versteckt!

- Die Lénge eines Weges ist das reellwertige Integral

B
I(y) := / (0|t (16.20)

- Ist y1 : [, 5] = U ein Weg von a nach b und v, : [5,fﬂ — U ein Weg von b nach
¢ so definieren wir die Verkettung (oder Aneinanderreihung) von 7, und 7, durch

Vl(t) te [O‘?B]

Y2(t) te(B,9] (16.21)

[a, 7] Bti—>{

Dies ist wegen 1 () = b = v2(f3) einer stetiger Weg von a nach ¢, aber in /3 nicht
unbedingt differenzierbar, was aber zur Not auch repariert werden kann. Eine Ver-
kettung von endlich vielen stetig differenzierbaren Wegen nennt man auch stiickweise
stetig differenzierbar. Integral und Lange sind als Summen iiber die Stiicke definiert.
- Der Orientierungswechsel eines Wegs v ist o, 8] 5 t — (5 + a —t). Unter Ori-
entierungswechsel vertauschen Anfangs- und Endpunkt ihre Rolle und das Integral
schnappt sich ein Vorzeichen. Die Lénge bleibt sich gleich.

- Eine Reparametrisierung eines Wegs « : [a, 5] — U ist der Weg ¥ = v o 7 fir

eine stetig differenzierbare Abbildung 7 : [&, 5] — [a, ] mit 7(&) = a, 7(5) =

6Das Alphabet hat hier kapitulieren miissen, die Bedeutung von 7 sollte aber jeweils klar sein.
Noch etwas allgemeiner muss der Definitionsbereich von 7, nicht direkt an den von ~; anschliessen,
formal schreibe man etwa 75 : [8 + 0,7 + §] = U, und ersetze v2(t) durch v2(¢t + J) in (16.21).
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[B. Das Integral dndert sich nicht, die Lénge bleibt jedoch nur unter monotonen
Reparametrisierungen erhalten.

- Statt Wege sagt man auch Kurven oder Konturen, insbesondere dann, wenn
man betonen will, dass Integrale nur von dem Bild ~([a, 3]) (welches auch
“Spur des Wegs” genannt wird) und der Orientierung, und nicht einer expliziten
Parametrisierung abhingen. Ein Weg heisst geschlossen, wenn a = b.

Bemerkungen. - Man priife nach, dass das Integral (16.19) die Regeln (i) und (ii)
erfiilllt und (iii) in der Form

[ fwldu| < sup{lsw) [w e 2(fa 8} -10) (16.22)

(Hier geht die Vertrédglichkeit der Multiplikation mit der euklidischen Norm = Ab-
solutbetrag ein.)

- Beziiglich (iv) folgt wie in (|16.8): Besitzt f auf U eine komplexe Stammfunktion
F, so ist f,7 f(w)dw = F(b) — F(a). Dies ist geméss insbesondere dann der
Fall, wenn f holomorph ist und U konvex. Im Allgemeinen aber hdngt das Integral
tatsdchlich vom Weg ab.

- Etwas allgemeiner kann man aus folgern: Ist U ein

Sterngebiet, d.h. existiert ein “Sternmittelpunkt” z, € U so, 2
dass Vz € U die Strecke [(z,, z) C U, dann besitzt jede holo- \
morphe Funktion auf U eine komplexe Stammfunktion. z

- Man tiberlege sich so ausfiihrlich wie moglich, dass die Definition [16.2] eine
zufriedenstellende Verallgemeinerung des reellen Integrals darstellt. Insbeson-
dere treffen beide Definitionen zusammen, wenn a < b € R und f eine holomorphe
Fortsetzung von einem offenen Intervall I D [a,b] auf eine offene Umgebung U O T
hinaus in die komplexe Ebene besitzt. Man beachte in diesem Zusammenhang auch
die formale Ahnlichkeit zwischen und der “Substitutionsregel” (14.21]).

§ 17 Cauchy-Formeln

Beispiel 17.1. In der Praxis werden nebst den geraden Strecken t — a + (b — a)
vor allem Kreise und Kreisbogen als Wege benotigt. Bereits in (2.16)) hatten wir die
offene Scheibe vom Radius R um z € C definiert als Bg(z) = {z € C||z—20| < R},

die abgeschlossene Scheibe durch Bg(z9) = {z € C||z — 2| < R}. Der Kreis
CR(Z()) = {Z € C‘ ’Z — 20’ = R} = BR(Z()) \ BR(ZO) (171)

ist der Rand dieser Scheiben. Wir schreiben jetzt fiir den geschlossenen Weg mit
Spur Cg(zo) in der positiven Orientierung (d.h. gegen den Uhrzeigersinn) C ()
und in der negativen Orientierung C'~(zg). Gebrauchliche Parametrisierungen sind

[0,27] >t > 2o + Re*™ (17.2)

und _
[0,1] >t 2o + Re™*™ (17.3)
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Man greift auch héufig auf Bilder zuriick, ohne Parametrisierungen explizit
anzugeben. Die an die Definition [16.2] angepasste Verallgemeinerung des Haupt-

satzkriteriums ((16.10) lautet:

Proposition 17.2. Sei U C C offen mit der Figenschaft, dass fiir je zwei Punkte
a,b € U ein Weg von a nach b in U existiert. Dann besitzt eine stetige Funktion
f U — C genau dann eine komplexe Stammfunktion, wenn fir jeden geschlossenen
stiickweise stetig differenzierbaren Weg

/f(w)dw =0 (17.4)

In diesem Fall kann fir jedes z, € U eine Stammfunktion von f rekonstruiert werden
durch F(z) = fv(Z* 2 f(w)dw fiir einen beliebigen Weg (2, z) von z, nach z in U
und es gilt fir jeden (stickweise stetig differenzierbaren) Weg v von a nach b in U:

/ Fw)dw = F(b) — F(a) (17.5)

Beweis. Siehe Lehrbiicher. O]

Im Unterschied zu [I6.1]ist es aber nicht richtig, dass fiir beliebige nicht konvexe
oder nicht-sternférmige offene Mengen ((17.4)) fir jede stetige Funktion gilt:

Beispiel 17.3. Das Integral der Funktion C\ {0} 5 z — L iiber den Kreis vom
Radius R > 0 um den Nullpunkt ist

1 2 1 d ] 2 1 ) 2
/ —dw :/ .t—(Re”)dt :/ .tRe”idt :/ idt
CE(O) w 0 Re’ dt 0 Rel 0 (176)

= 271

und insbesondere nicht Null. Man bemerke, dass ((17.6) von R unabhéngig ist, und
zur Sicherheit rechne man noch einmal fiir beliebiges z, € C:

1 1
/ dw = 2mi  und auch noch / dw = —2mi  (17.7)
Cfi(z0) W — %0 Cr(z0) W — 20

Fazit: z — % hat auf C\ {0} keine Stammfunktion. Hingegen hatten Sie in Auf-

z

gabe 10.3 gesehen, dass auf der geschlitzten Ebene C\ (—o0, 0] der Hauptzweig des
Logarithmus, definiert durch

Log(z) =Inr + ip (17.8)

fir z = re® mit r > 0, ¢ € (—m,m), holomorph ist mit Ableitung Log'(z) = 1

o
Auf dieser kleineren Menge also ezistiert eine Stammfunktion. In der Tat ist ja die
geschlitzte Ebene sternformig mit Sternmittelpunkt 1 € z und es gilt

1
Log(2) = /l( e (17.9)

w
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Statt auf der direkten Strecke [(1,z) kann auch

z = rel?
entlang des rechts skizzierten Weges integriert wer-
den. Das gerade Stiick ist [1,7] 3 ¢ — t, das gebo-
gene [0,¢] 3t + re” und
\¥
"1 L e
—ds+ [ —ire"dt =Inr +ip (17.10) 0 1 r
1 S o ret

Es gehoren zur Diskussion jetzt noch Antworten auf die folgenden zwei Fragen:
(1) Ist es notwendig, dass f holomorph ist, damit sie auf konvexen Mengen eine
Stammfunktion besitzt?
(2) Gibt es notwendige und hinreichende Charakterisierungen von Mengen U dafiir,
dass jede holomorphe Funktion auf U eine Stammfunktion besitzt?

Die Intention der Frage (1) ist lokal, d.h. man denkt an “kleine” Umgebungen

eines gegebenen Punktes zy € U, insbesondere Kreisscheiben Bg(zg). Die Antwort
ist Ja, siehe [17.5]

Die Antwort auf die globale Frage (2) ist, dass genau dann jede auf einer offenen zusammen-
héngenden Menge U holomorphe Funktion eine Stammfunktion besitzt, wenn U “einfach
zusammenhéngend” ist. Anschaulich gesprochen bedeutet dies, dass U keine “Lécher im
Inneren” hat oder, etwas préziser gesagt, dass sich jeder geschlossene Weg in U stetig
auf einen Punkt zusammenziehen ldsst. Eine vollstindige Untersuchung wiirde uns hier
zu weit fithren. Ein Teil der Probleme riithrt auch von der Mathematiker Wunsch her,
moglichst allgemeine (auch nicht differenzierbare...) Wege zur Integration zuzulassen, und
fiir solche ist es nicht so einfach zu zeigen, dass Inneres und Ausseres wohldefiniert sind.

In der Praxis werden stiickweise stetig differenzierbare Wege geniigen, und wir
beschrinken uns ausserdem auf solche, die nie stoppen und sich nicht selbst schneiden
(sog. “einfache Kurven”). Dann ldsst sich intuitiv bequem fassen die
Aussage: Sei v : [a, 8] — C einfach geschlossen (d.h. v(a) = ¥(8), aber v|( g) ist injektiv)
und stiickweise stetig differenzierbar mit 4 # 0 auf allen Stiicken. Sei U C C eine offene
Menge, die ¥([a, 8]) und ihr gesamtes Innere enthidlt. Dann gilt fiir jede holomorphe
Funktion f: U — C

/f(w)dw =0 (17.11)
.

Der néchste entscheidende Schritt ergibt sich aus der Verbindung von ([17.11]) mit

dem Integral ([17.6):

Theorem 17.4. Sei U C C offen und f : U — C holomorph. Angenommen, fiir
20 € U und R > 0 liegt Br(z0) C U. Dann gilt fir alle z € Br(zo):

w—z

_ 1 f(w)
f(z) = 9 /Cg(zo) ———dw (17.12)
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Beweis: Beh.: Fur r > 0 mit B,.(z) C Bg(2o) gilt N

/ 1) :/ S gy (17.13) W ‘
Chi(z0) W = 2 CHaz W= 2 e o
Bew.: Wir zerlegen wie skizziert
AR
Crlz0) (17.14)
Jff)
/C;F(z) /(; n w s s

und addieren und subtrahieren die geraden Stiicke in die Nebenhimmelsrichtungen,

sodass
/Cﬁ(zw_/of(z) _/VOJF/WJF/VW*/VS (17.15)
/ / /w / Kw (17.16)

Nun liegt jeder der vier Wege mit seinem Inneren in einer (anderen) offenen konvexen
Menge C U, auf der der Integrand

wo z.B.

wes 20 (17.17)

w—z
jeweils holomorph ist. Damit folgt aus (|17.11f), dass fWS = 0 etc., und daraus dann

(T7.13).
2. Schritt: Aus ((17.7) folgt, dass fiir jedes r > 0 wie oben

1= g [ =g [ T (17.15)

2mi w—z 2mi Jopy w— 2

J/

~~
=1

sodass zusammen mit ((17.13]) fir jedes solches r

1 flw) . 1 fw) = f(2)
2mi /c;(z@ w— z — /)= 27i /C;(Z) w—z dw (17.19)

Zum Beweis der Behauptung reicht es daher aus, wenn wie fiir jedes € > 0 ein r > 0
angeben, fiir das wir zeigen konnen, dass der Betrag der rechten Seite kleiner als €
ist.

Bew.: Da f in z holomorph ist, ist der Differenzenquotient w M per Defini-
tion [15.1] stetig in z fortsetzbar, und daher nach [7.6) auf der folgenkompakten Menge
Br(zp) beschrénkt, sagen wir durch M > 0. Sei nun fir € > 0 r > 0 so klein, dass
Mr < e. Dann folgt aus der Standardabschétzung des Integrals

1 f(w) = f(z) 1
=27r
U]
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Folgerungen

Man priift nach, dass der Integrand von ((17.12)), z.B. in der Standardparametrisierung
w(t) = 2o + Re™, w(t) = Rie™,

1 [* f(20+ Re™) .
= — S~ . Rie'" dt 17.21
/() 27 Jo 2o+ Ret —z e ( )

die Voraussetzungen der Proposition iiber parameterabhéngige Integrale erfillt.
Insbesondere ist fiir festes ¢ der Integrand in jedem z € Bgr(zp) komplex differen-
zierbar und die Abbildung auf die Ableitung nach z

it it
(t,z) — d% (i(f;—efe_)z : Rz‘e“) = (z]; (joj; ?f ,3)2 - Rie” (17.22)
ist stetig. Es folgt zunéchst
1 w

f'z) =5~ /CE(ZO) ﬁdw, (17.23)
und daraus durch vollstdndige Induktion, dass f unendlich oft komplex differenzier-

bar ist mit . o Fw)
f(z) = 97 oo mdw, (17.24)

Insbesondere folgt daraus wie angektindigt: Besitzt eine stetige Funktion f : U — C
eine komplexe Stammfunktion, so ist f bereits holomorph. (Denn: Eine Stamm-
funktion F' von f ist holomorph und daher wie eben gezeigt unendlich oft komplex
differenzierbar. Insbesondere ist f = F’ holomorph.)

Holomorphie ist also notwendig und hinreichend fiir die lokale Existenz einer
Stammfunktion, und damit ist die Frage (1) auf Seite beantwortet. Aus der
folgenden Verbindung zu wird klar, warum Kreise als Integrationswege eine
besondere Rolle spielen.

Proposition 17.5. Sei U C C offen und f : U — C holomorph. Sei zy € U
und R > 0 mit Br(zy) C U. Dann besitzt f eine fir alle z € Bgr(zo) konvergente
Potenzrethenentwicklung

F(2) = ar(z— 2)" (17.25)
k=0

mit den Koeffizienten

(k)
(z0) f (ZO) 1 / f(w) d
_ (z0) _ _ EPACYE 17.26
a U k! 271 C;(ZO) (U) — Zo)kJrl v ( )

Bemerkungen. - Hier ist R stets kleiner (und nie gleich) als der Konvergenzradius
der Potenzre: Da U offen ist, existiert stets noch eine etwas grossere
Kreisscheibe Br/(zp) C U mit R > R, in derem Inneren die Potenzreihe ((17.25))
immer noch konvergiert.
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Beweis. Wie oben nutzen wir die Trennung zwischen f und z in der Integraldarstel-

lung (17.12)) aus. Fir festes z € Bgr(z) ist

zZ— 20

TR, < (17.27)

w — 2

konstant fiir alle w € Cr(2). Dort gilt daher (geometrische Reihe)

1 n _ k 1 e o k 1 n+1
’ - Z (2~ %) = ‘ Z M‘ < = P (17.28)
w—z = (w-— zg)kt1 w—z, 5~ (w—2)"l =R 1—p

Mit (17.12)) und der Standardabschétzung des Integrals folgt

n

F)= Y anz = 20)"

k=0

1
=|— SN dw - (2 — z)F
271 /(ﬁ(zo) w — Z 271 /C+ w — 2g) k+1 w- (2= %)
1 (z — 2o
— - d
211 /CE(ZO) f <U) —z Z — ZO k+1> v

< L max{|f(w)| | w € Calen)} - - 2 - (20R)
— - maxq |f(w)| |w )V = (o
= or BT "R 1)
pn+1
< max{|f(w)| [ w € Cr(z0)} - { -
(17.29)
Fiir n — oo konvergiert also die Reihe wie behauptet gegen f(z). [

Bemerkungen. Mittels (17.11]) und (17.7)) ldsst sich als Verallgemeinerung von [17.4]
zeigen, dass fiir einen einfach geschlossenen Weg 7, der mitsamt seinem Inneren ganz
in U liegt, und einen Punkt z € U im Inneren von

/%dw = 4277 - f(2) (17.30)

je nach Orientierung von +. Fiir z im Ausseren von + ist das Integral 0. Und fiir einen
ganz neugierigen geschlossenen Weg, der sich in U zu einem Punkt zusammenziehen
lasst und z nicht trifft, gilt

/%dw =2mi- f(2) - W(v,z) (17.31)

wobei fur jedes z € C \ v([av, 8])

1 1
w =
(v, 2) = 2mi ), w — 2

dw € Z (17.32)

die “Windungszahl” von v um z berechnet.
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§ 18 Residuensatz

Im vorigen § hatten wir aus der Cauchy-Formel gefolgert, dass holomorphe
Funktionen unendlich oft differenzierbar sind, und sich die Ableitungen nach den
Formeln durch Mittelung tiiber geeignete Kreise berechnen lassen. Nun
wollen wir die Logik umkehren, um Integrale durch Ableiten zu berechnen. Dabei
beruht nach wie vor alles auf

(i) der Invarianz des Integrals eine holomorphen Funktion unter stetigen Deforma-
tionen des Integrationsweges, solange entweder die Endpunkte festgehalten werden
oder der Weg geschlossen ist und ausserdem die Deformation innerhalb der Menge
stattfindet, in der die Funktion holomorph ist, und

(ii) der nun elementaren Feststellung, dass fiir n € Z und R > 0

0 —1
/ widw =30 "7 (18.1)
C(0) 211 n=-—1

Z+

Denn fiir n # —1 hat die Funktion 2z +— 2" auf C\ {0} die Stammfunktion —+

und fiir n = —1 gilt (17.6).

- Ist beispielsweise eine Funktion f durch eme auf Br(0) konvergente Potenzreihe
> anz" gegeben, so lasst sich die Formel (§ als direkte Konsequenz von ((18.1))
auffassen:

o

n—k—1 n
anW dw —/ Gpiprrw" dw
/c+<o wrr /cﬂm % £ 0) n;_l
Z an+k+1/ wndw—f-/ %dw‘l—/ Zan+k+1w dw (18.2)
1(0) cho) W cho

n=—k—1 R

J/

-0 —0s. (I710)

:27rz'-ak

da der Rest der Potenzreihe eine holomorphe Funktion darstellt.

- Und noch ein Physiker-Argument fiir : Das Integral ist wegen der im Beweis
von benutzten Version von (i) unabhéngig von R, andererseits transformiert
sich der Integrand unter der Substitution w — Rw mit einem Faktor R"*!. Das
Integral kann also nur fiir n = —1 von null verschieden sein.

Definition 18.1. Fiir 2y € C und zwei komplexe Folgen (a,)n=01..., (@—n)n=12...
heisst das Paar von Reihen

Z an(z —20)", Z a_n(z—20)" (18.3)

Laurent-Reihe mit Entwicklungspunkt z,. Sie heisst konvergent, wenn beide Reihen
in (18.3) getrennt konvergieren. In diesem Fall ist der Wert der Laurent-Reihe die
Summe der Grenzwerte. Man schreibt fiir die Laurent-Reihe bzw. ihre Werte auch

o an(z— 20)™

Hohere Mathematik fiir’s Studium der Physik 140 2/15/2021 15:26



§18. RESIDUENSATZ

- Gemass , konvergiert die Reihe mit positiven Potenzen von z — 2, fiir
|z — 20| < R := (limsup |an|1/")_1 (18.4)
und analog die mit negativen Potenzen fiir
|2 — 20| 7" < 57" = (limsup |0L_n|1/”)71 (18.5)

und nach Anwendung von Proposition folgt daraus, dass die Laurent-Reihe
L(z) =3 _ an(z — 2)" auf dem Kreisring

Ars(z0) ={z€C|S < |z — 2| < R} (18.6)

konvergiert, dort eine holomorphe Funktion darstellt, und gliedweise abgeleitet wer-
den darf. (Interessant ist dies nattrlich eigentlich nur dann, wenn S < R.) Ein
wesentlicher Unterschied zu Potenzreihen ist, dass Laurent-Reihen mit a_; # 0 auf
ihrem Konvergenz-Kreisring keine Stammfunktion besitzen.

= 1 z
Beispiel: Fii >1: = =
eispiel: Fir |z| gz =TT
N 1
- Fi >0: — = -
ir |z| % oy exp(z)

Umgekehrt gilt aber auch:

Proposition 18.2. Sei U C C offen und f : U — C holomorph. Sei zy € C
und oo > R > S > 0 mit Ars(z0) C U. (Im Allgemeinen muss zy nicht in U
sein!) Dann besitzt f eine fir alle z € Ags(z0) konvergente Entwicklung in eine

Laurentreihe:
o0

f(z)= Y anlz—2)" Vz€ Aps(z) (18.7)

n=—oo

Beweis. Wir nehmen der Einfachheit halber zy = 0.

Sei r > 0 so, dass B,(z) C Ars(0). Dann
gilt nach

UL B (O
f(2) /C ; d (18.8)

- 2mi HW—2

Durch Nachahmen von (17.13) anhand der
Skizze wird dies gleich

£(2) L/C+ de—i/c+ S (18.9)

= oni

MO R 2mi W2
Im ersten Integranden gilt |z| < |w|, d.h. = = > =5 im zweiten |z| > |w|
und wl_z = =>4 %;1 = - ;,oo wa—L Mit dem gleichen Konvergenzargument
wie im Beweis von [I7.5] folgt die Behauptung, wobei
f(w)
1 J et o wrdw n >0 1
ap = 5+ O+ (0 o) = —/ f(wz VneZ  (18.10)
271 fcm © Ldw n <0 21 Jog o) Wt

fiir jedes S < p < R, da die Integrale von solchen p unabhangig sind. [
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Mit Zuversicht erweitern wir nun erstmals unseren Begriff von Funktionen auf
solche, die streng genommen gar nicht tiberall definiert sind.

Definition 18.3. Sei U C C offen. Eine holomorphe Funktion mit isolierten Sin-
gularitiaten auf U ist eine endliche oder abzéhlbare Teilmenge {2, 22, ...} von (ver-
schiedenen) Punkten z; € U, welche keinen Haufungspunkt in U hat, zusammen mit
einer holomorphen Funktion f: U\ {z1,22,...} — C.

- Aus der Tatsache, dass die Ausnahmemenge {z1, 2, ...} keinen Haufungspunkt in
U hat, folgt, dass fiir jedes z; ein R; > 0 existiert so, dass Bg,(z;) C U und f auf
der “punktierten Scheibe” Bpg,(2;) \ {#:} definiert und holomorph ist. Aus folgt
dann, dass f auf Bg,(2;) \ {2z} = Ag, 0(2;) durch eine Laurentreihe dargestellt wird,
d.h.

[e.e]

fz)= > a(z—z)" Vz€Bg(z)\{z} (18.11)

n=—oo

Man nennt dabei
-1

Hi(z) = Z aD(z — z)" (18.12)

n=—oo

den Hauptteil der Laurentreihe (3", den Nebenteil), und
a') =: Res,, (f) (18.13)

das Residuum von f in z;. Gemass ({18.10) gilt ndmlich

Res., (f) = —— /o+< Sy (18.14)

~ omi

fir alle 0 < p < R; (was man aber fiir die Berechnung selten benutzt).

- Verschwindet der Hauptteil, d.h. gilt V) =0vn < 0, so nennt man die zugehorige
Singularitat hebbar. Das ist genau dann der Fall, wenn sich f in z; holomorph
fortsetzen lasst. (Es liegt also gar keine Singularitét vor.)

- Ist der Hauptteil endlich, d.h. gilt fir ein k; > 0 ag) =0 fiur n < —k; und agi #0,
so nennt man die zugehorige Singularitat einen Pol der Ordnung k;.

- Ist der Hauptteil unendlich, so heisst die Singularitat wesentlich (oder auch “von
unendlicher Ordnung”).

- Im Folgenden interessieren uns nur Pole endlicher Ordnung. Eine holomorphe
Funktion mit isolierten Singularitédten auf U, welche allesamt Pole (sc. endlicher
Ordnung) sind, heisst meromorphe Funktion auf U.

- Bei meromorphen Funktionen macht es Sinn, den Wertebereich von C auf CU{oc}
zu erweitern und den Polen formal den Wert co zuordnend f : U — C U {o0} zu
schreiben.

Diese Vorbereitungen versetzen uns nun in die Lage, eine fiir alle praktischen
Zwecke hinreichende Version des Residuensatzes zu formulieren. Zuvor noch eine
Formel zur Berechnung von Residuen meromorpher Funktionen, welche direkt aus

der Laurententwicklung und der Taylorformel ([17.26]) herzuleiten ist.
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Lemma 18.4. Ist zg € U ein Pol der Ordnung k einer meromorphen Funktion f
auf U, so gilt

Resa( ) = i = (72) (= 20062) (1.1

Personlich finde ich das direkte Einsetzen von Potenzreihen ineinander 6konomis-
cher, da es die fiir die Benutzung der Formel sowieso benotigte Ordnung der
Polstelle gleich mitliefert.

Beispiel: Fiir kleines z ist

1 B 1 B 1 1 1
z(exp(z) — 1) z(2+§—|—-~-) z2+§+--- 22 1454
1 z 1 1
=5(1-5+0(%)=5--+001 18.16
S(1=2+0(Y) = 5 - -+ 0 (18.16)
1 1
= Resg———m——m———— = ——

z(exp(z) — 1) 2

Theorem 18.5. Sei f eine meromorphe Funktion auf einer offenen Menge U C
C. Dann gilt fiir jeden positiv orientierten einfach geschlossenen stiickweise stetig
differenzierbaren Weg v, der mitsamt seinem Inneren ganz in U liegt und nicht die
Pole von f trifft,

/ fw)dw = 2mi - " Res.,(f) (18.17)

Pole z; im
Inneren von ~y

Bemerkungen. Der in der Aussage vorkommende Begriff des “Inneren” eines ein-
fach geschlossenen Wegs kann mit Hilfe der Windungszahl sauber definiert
werden. In den Anwendungen ist es aber wichtiger, sich tiber die Orientierung
Rechenschaft abzulegen. Es sei auch darauf hingewiesen, dass wir im Beweis die
Aussagen ([17.11]), (17.30)) benutzen, die wir nicht fiir alle fraglichen Wege streng
bewiesen haben.

Beweis. - Zunachst wollen wir begriinden, dass die Summe auf der rechten Seite
von endlich ist: Da 7 zusammen mit seinem Inneren beschrénkt und
abgeschlossen sind (das folgt aus der genauen Definition des “Inneren”; siehe etwa
(17.30])), so miissten, falls unendlich viele Polstellen von f im Inneren lagen, diese
einen Haufungspunkt in U haben (s. [4.25), im Widerspruch zur Definition einer
meromorphen Funktion.

- Es seien fiir 7 € N (oder allenfalls 0) zy,..., 2. € U die Polstellen von f im Inneren
von v, und firi=1,...,r

Hi(z)= > a(z—z)" (18.18)

n=—k;

a,(f) € C, der Hauptteil von f am i-ten Pol. H;(z) ist eine meromorphe Funktion auf
C mit einem Pol bei z;, insbesondere holomorph auf C \ {z;}.
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- In einer Umgebung eines jeden z; verschwindet dann der Hauptteil von
f(z)=f(z) = Y Hil2) (18.19)
i=1

so dass sich f zu einer holomorphen Funktion auf einer Umgebung von 7 mitsamt
seinem Inneren fortsetzen lasst. Aus (17.11)) folgt fﬁ/ f(w)dw = 0 und daher

/7 Fw)dw = Zl /7 Hi(w)duw (18.20)

- Nun ist fiir jedes ¢

/7 D(z—z)" =0 (18.21)

n=—Fk;

denn der Integrand besitzt auf ganz C die Stammfunktion

n+1

n=—k;

(2 — 2z;)" (18.22)

Es folgt

/f Ydw = Z/ a_12 dw =0 2 ZResz (18.23)
[

Bemerkungen. Die Verallgemeinerung von flir einen nicht notwendig einfach
geschlossenen Weg v, der sich in U zu einem Punkt zusammenziehen lésst und die
isolierten Singularitaten der (sonst) holomorphen Funktion f auf U vermeidet, lautet

/f Jdw = 277 - ZResZ W(~, 2) (18.24)

wobei in der Summe die Windungszahl (17.32]) weiter nur fiir endlich viele Singu-
laritdten z; von null verschieden ist.

Auswertung reeller Integrale

Die folgenden Beispiele enthalten als gemeinsame Zutaten:

(1) die Identifikation eines gegebenen reellen Integrals als Kurvenintegral einer mero-
morphen Funktion. Dabei muss der reelle Integrand nicht unbedingt “erhalten”
bleiben, sondern kann als Real-/Imaginérteil, oder auch eine sonstige Linearkombi-
nation von komplexen Integranden auftauchen.

(2) das Schliessen der Wege in der komplexen Ebene unter Berticksichtigung von (3).
Bei uneigentlichen Integralen werden haufig Grenzwerte iiber Familien von Wegen
gebildet.

(3) das Abschétzen von bei (2) eingefithrten zusétzlichen Beitrigen, gegebenenfalls
mit einer Anpassung der gewéhlten Schliessung.

(4) die Auswertung des geschlossenen Kurvenintegrals mit dem Residuensatz.

Die genauen Rezepte der giangigen Klassen unterscheiden sich allerdings in den De-
tails, was man am besten durch eigenes Ausprobieren schétzen lernt.
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Beispiel 18.6. Seien a,b € R mit a > |b|. Dann erkennen wir in

2w
1
I(a,b) = —d 18.25

(a,5) /0 a—+bcosp 7 ( )
die Parametrisierung eines Integrals tiber den positiv orientierten Einheitskreis

2
1 1 . d . 1 1 1
o ats(ete®)i dy iJofatz(wt+w) w

2

eines auf C meromorphen Integranden mit Polen bei

zZ_
b b )
§z2 +az45=0 (18.27)
Fiir b = 0 ist dies genau der Ursprung mit Residuum 1, d.h.
2
[(a,0) = — (18.28)
a
Fir b > 0 16sen wir 222 + az + 2 = 2(z — 2, )(z — 2_) mit 2, = =e=ve=t Vb“Lbz Wegen

Zy —z_ = 2—”12’[’2 # 0 und 2z, z_ = 1 liegt genau ein Pol (ndmlich z,) in B1(0), und
das Residuum dort ist

. Z— 24 1 1
v blz—zp)(z—22) bz —2) a? — b? ( )
Es folgt
2m

(was bei b — 0 noch in ((18.28]) tibergeht).
Beispiel 18.7. Das uneigentliche Integral (vgl. (14.34))

R dr = li v d (18.31)

12" TR 1™ '

dessen Konvergenz man durch Vergleich mit [ 1/2?
leicht verifiziert, und das sich auch elementar berechnen
lasst, betrachten wir als den Grenzwert eines komplexen

Kurvenintegrals von —R nach R der auf C meromorphen = 7
Funktion z — H% mit Polen bei +i. i l
Alsdann schliessen wir den Weg durch einen Halbkreis in der oberen Halbebene, auf
dem (fur R > 1)

1 1
< 18.32
‘1—1—102‘_}%2—1 (18.32)
so dass durch Standardabschéatzung
/ L ogwl <=1 xRS0 fir R— (18.33)
w T ir 00 .
%Cg(g) 14+ w? - R2-1
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Es folgt

< 1 1 1
/_Ool+x2dx:27ri~Resil+Z2:27rz'~—,:7r (18.34)
Beispiel 18.8. Das Integral
1
S = / V1 —z2dz (18.35)
-1

ist Prototyp einer Klasse, die in der kanonischen Mechanik als Wirkungs- oder Pe-
riodenintegrale eine grosse Rolle spielen. Zur seiner Berechnung schieben wir (ganz

unintuitiv) als erstes das Integral hinaus in die komplexe Ebene, d.h. wir schreiben
unter Berufung auf

= lim \/1 — (z — 1€)%dx (18.36)

e—0

wobei /- die auf S. diskutierte Fortsetzung der Wurzelfunktion in die komplexe
Ebene ist: v/1—22 > 0 fiir 1 — 22 > 0, d.h. z € (—1,1), und nicht definiert fiir

€ [1,00) U(—o0, 1] C C. Nach dem Hinausschieben andert sich dann nichts, wenn
wir den Integranden durch iv/z2 — 1 ersetzen, wo jetzt v/22—1 > 0 fiur z > 1,
V22 —1 <0 fir z < 1, und nicht definiert fir z € [—1,1]. Nach dem Rotieren des

Schnitts ist also -
—1€

S = lim ivw? — ldw (18.37)

e=0 —1—ie

oder bildlich

Nun unterscheidet sich der Integrand auf der gegeniiberliegenden Seite des Schnittes
im Limes € — 0 gerade durch ein Vorzeichen, sodass

1 1—ie 1+4-ie
S = —lim (/ ivw? — ldw — / ivw? — 1dw) (18.38)

2 =0 —1—ie 1+7e

Auf den kleinen Halbkreisen 1CT, () bleibt im

Limes € — 0 der Integrand beschrénkt, sodass Cr (0)

lim iVw? — 1ldw =0 (18.39)

0J5che

Es folgt durch Schliessen des Weges

S =- hm \/ w? — ldw (18.40)

2 e—0
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Nun liegt aber ein Integral einer holomorphen Funktion tiber einen geschlossenen
Weg in C\ [—1,1] vor, sodass dieses unabhéngig von e ist, und auch gleich dem
Integral iiber den Kreis C'}(0) fiir R > 1. Es konvergiert dort die Entwicklung

1 1
2 _l=w—-— — —— ... 18.41
v YT % 8w? * ( )
die wir gliedweise integrieren konnen, um als Endergebnis
: 1 1 . 1 o
5:1/ (w————3+--->dw:1/ —dw=—= =T (18.42)

zu erhalten. (Auch dieses Integral geht natiirlich mit elementaren Mitteln. . .)

Beispiel 18.9. Das Gausssche Integral

/ eV dr = /7 (18.43)
spielt eine grundlegende Rolle unter anderem in der Fouriertransformation, der
Wellenmechanik, der Wahrscheinlichkeitstheorie und dem Pfadintegralzugang zur
Quantenfeldtheorie. Es gibt eine Vielzahl von Tricks zur Berechnung von ,
von denen der Residuensatz einer der weniger bekannten (und auch wenigst offen-
sichtlichen) ist. Andererseits ist die Methode ziemlich rein ein-dimensional’} sodass
wir sie hier vorfithren konnen.
Wir setzen unser Vorwissen iiber das Ergebnis ein in die Zahl

a:=mert = \/g(l +4) mit der Eigenschaft a* = mi (18.45)
e
Dann erfiillt die auf C meromorphe Funktion f(z) = == die Gleichung
e— az
6—22 e—z2—2az—a2 6—22 e—z2—2az—7ri

f(Z) o f(Z —|-(Z) - 1+ e—2az o 1+ e—2az—2a2 - 1+ e—2az o 1+ e—2az—2mi (

e*z2(1 + e%9%) B 2

—z

18.46)

1 + 6—2(12

Wir betrachten nun fir R > 0 das Integral von f iiber den Rand /7(R) des
Parallelogramms mit den Ecken —R, R, R + a,—R + a.

—R+a R+a

7

-R R

"Die schnellste Methode wertet das Quadrat des Integrals durch zwei-dimensionale Integration
in Polarkoordinaten aus:

0 R 2 s o 00 2 R 00 2
(/ e ” dx) :/ e T 7Y dxdy :/ / e " rdpdr = 27T/ e rdr=m (18.44)
—oo R2 o Jo 0
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Einerseits enthalten dann wegen (|18.46)) die langen Seiten das gewtinschte Integral:

/Zf(w)dw + /R:Ha fw)dw = /}; f(z)dx — /Zf(x +a)dx = /Z e dr

(18.47)
Auf der rechten kurzen Seite ist mit w = R + ta, t € [0, 1]
|e—2aw| — oRe(=2a(R+ta)) _ e—R\/ﬂ L5
und ]e’w2| _ ¢~ Re(R+ta)* _ —R’-tRV2m < R (18.48)
und daher gilt fiir R gross genug
e~ e’
’1+ < s Ul R (18.49)
eaw — e T

Nach einer analogen (bitte nachzupriifenden) Abschiatzung auf der linken kurzen
Seite von /7/(R) folgt mittels Standardabschatzung des Integrals

Jim. ( / )+ / B f(w)dw) 0 (18.50)

R —R+a
Andererseits liegen die Pole von f(z) bei —2az, = (2n+1)mi = (2n+1)a® fir n € Z,
d.h. z, = 2”2—+1a. Im Inneren des Parallelogramms befindet sich genau zy = 3, und
das Residuum ist

R G ™ i 18.51
eSzof - d 1+ e—2az> o —2a6_“2 - _Qﬁ ( . )

dz | z=2g (

Es folgt aus obigen Beziehungen und dem Residuensatz

o 2 —1
e “dr = lim fw)dw = 27i - Res,, f = 27 -
/_oo R—00 ) /7 (R) (w) ’ 2y (18.52)
=7
wie behauptet. v
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Vektorraume spielen zur “Linearisierung der Physik” eine wichtige Rolle sowohl in
der klassischen als auch in der modernen Theorie.

(i) In der klassischen Physik (und auch noch in der Relativitétstheorie) dient die
Lineare Algebra im Sinne der Differential- und Integralrechnung vor allem zur “Ap-
proximation” quantitativer Zusammenhéange. Siehe hierzu insbesondere die Inter-
pretation der mehr-dimensionalen Ableitung als lineare Abbildung auf den Tangen-
tialriumen der Richtungen im §10| und die iterative Losung gewohnlicher Differ-
entialgleichungen in §15] Die relevanten Vektorrdume sind hauptséchlich reell und
endlich-dimensional.

(ii) Im Unterschied dazu ist die lineare Struktur des quantenmechanischen Zus-
tandsraums fundamental und exakt. Um dennoch Platz fiir interessante nichtlineare
Phédnomene zu bieten, miissen allerdings die Vektorraume komplex und meistens
unendlich-dimensional sein.

(iii) Beiden gemeinsam ist die zentrale Rolle von Symmetrien und einer positiven
(metrischen) Struktur.

§ 19 Multi-lineare Algebra

Sei K ein Korper (s. Def. [1.1)).

Definition 19.1. Ein Vektorraum iiber K ist eine Menge V' mit einem ausgezeich-
neten Element 0 € V und zwei bindren Verkniipfungen,

die Addition: V xV 3 (vy,v) = v +ve €V

und die Skalarmultiplikation: KxV 3 (A\v)—= A-v:= eV (19-1)
welche die folgenden Rechenregeln erfiillen:
Kommutativitat: VYovi,ve € V v + vy = vy + 01,
Assoziativitit: Vi, ve,v3 € K: (v1 +vg) + v3 = v1 + (vg + v3)
Voe VA, eK: A (A1-v)=(Ag-Ap) -0
Neutrale Elemente: Vve K:v+0=wv, 1-v=w (19:2)
Distributivgesetze: VYoui,va € VVAEK A (v1 +v2) =X v+ A- 09
Yo eV AL M EK: (A +X) - v=A-v+ X0
derart, dass die Gleichung
v+x=0 (19.3)
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fiir alle v € V' eine (automatisch eindeutige) Losung x € V' besitzt.

Ubungsaufeabe: 0-v=0¢€ V Yo € V.

Bemerkungen/Beispiele 19.2. - In der Kursvorlesung betrachtet man Vektor-
rdume Uber allgemeinen Korpern. Fiir die Physik sind normalerweise nur Q, R und
C wichtig.

- Fir jedes n € Ny = {0, 1,2,...} ist das n-fache kartesische Produkt, d.h. die Menge
der geordneten n-Tupel

K'=KxKx--xK={(z'...,2a")" |z’ €K} (19.4)

n mal

mit komponentenweiser Addition und Skalarmultiplikation ein Vektorraum. Dabei
ist K := {0}, der “triviale” Vektorraum. Der R™ ist das kanonische Model des
klassischen Konfigurationsraums.

- Fiir eine beliebige Menge M ist die Menge der Abbildungen

FIMK)={f: M > K} (19.5)

mit punktweise Addition und Skalarmultiplikation ein K-Vektorraum. (Wobei per
Definition F (0, K) = {0}.) Der quantenmechanische Zustandsraum ist (moralisch
gesprochen) F(R,C), wobei R die Menge moglicher Realtexte ist.

Definition 19.3. Ein Untervektorraum eines Vektorraums ist eine nicht-leere Teil-
menge W C V., welche unter Addition und Skalarmultiplikation abgeschlossen ist.
W ist dann selbst ein K-Vektorraum.

- Besitzt etwa M in ((19.5]) weitere Struktur, so sind haufig diejenigen Abbildungen,
die mit dieser Struktur vertraglich sind, Untervektorraume von F (M, K). Wichtige
Beispiele aus der Hoheren Mathematik 2 sind Vektorraume stetiger und differenzier-
barer Funktionen.

- Eine andere Variante von ([19.5)), welche gleich noch eine wichtige Rolle spielen
wird, ist der Unterraum der Abbildungen mit endlichem Trager

Fin(M K) = {f M — K ‘ f(m) = 0 ausser fir endlich viele m}
= {f: M = K||supp(f)| = #{m € M| f(m) # 0} < oo}

Struktur von Vektorraumen

(19.6)

Bei der Untersuchung der Struktur von Vektorraumen kommen die folgenden
Konzepte auf.

Definition 19.4. - Fir eine beliebige Teilmenge A C V eines Vektorraums ist die
lineare Hiille von A die Menge

span(A) = {Z Avi | 7€ No, N € K, v; € A} (19.7)

i=1

aller endlichen (!) Linearkombinationen. (Fir r = 0 ordnet man der leeren Summe
den Wert 0 zu.) Offensichtlich ist span(A) ein Untervektorraum von V.
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- Eine Teilmenge A C V heisst Erzeugendensystem von V| wenn span(A) = V.

- Eine Teilmenge A C V eines Vektorraums heisst linear unabhdngig, wenn fiir jede
endliche Teilmenge {vy,...,v,} C A (r € N) gilt, dass aus \; € K firi =1,...,r
und

D> A =0 (19.8)
=1

folgt, dass
A =0Vi (19.9)

(Die leere Menge gilt auch als linear unabhéngig, der Nullvektor aber nicht.)
- Eine Basis B von V ist ein linear unabhéngiges FErzeugendensystem. Eine Teil-
menge B C V ist genau dann eine Basis, wenn sich jedes v € V' als

v = Zvibi mit v* € K und b; € B (19.10)

i=1

darstellen lasst und diese Darstellung bis auf Permutation und Addieren von 0 ein-
deutig ist.

Ein wichtiges Ergebnis zur Struktur von Vektorrdumen ist:

Theorem 19.5. (i) Jeder Vektorraum hat eine Basis.

(i) Hat V' ein endliches Erzeugendensystem (man sagt auch: V ist endlich erzeugt),
so hat V' eine endliche Basis und jede Basis von V hat die gleiche Kardinalitdit,
genannt die Dimension von V, geschrieben dim(V').

Beweisidee. Eine Basis ist ein “minimales Erzeugendensystem” und auch ein “maxi-
males linear unabhangiges System”. Dies erlaubt die “Konstruktion” einer Basis aus
“elementaren” mengentheoretischen Uberlegungen. Fiir Details sieche Lehrbiicher
zur Linearen Algebra. ]

- Ist V nicht endlich erzeugt, so heisst V' unendlich dimensional. Verabredungs-
gemadss ist dim{0} = 0. Fur dim(V) = n schreiben wir auch (by,...,b,) statt
{b1,...,b,}, wenn wir uns die Basis geordnet denken, und fiillen die Komponenten
in mit Nullen auf.

- Man beachte, dass in ((19.7) und in der Definition einer Basis nur endliche Linear-
kombinationen zugelassen sind. Eine Moglichkeit, unendlichen Linearkombinationen
Sinn zu geben, ist die Einfiihrung einer Norm auf V', vgl. Def. unter der man
dann beispielsweise wie in §5| Reihen von Vektoren in V' auf Konvergenz untersuchen
kann. Man erinnere sich aber daran, dass genau im unendlich-dimensionalen Fall
nicht alle Normen &dquivalent sind, und daher insbesondere auch davon abhangige
Verallgemeinerungen des Basisbegriffs nicht eindeutig. Hierzu spater mehr.

Bemerkungen/Beispiele 19.6. - Anfinglich scheinen die meisten Vektorrdume
“mit einer Basis geboren” zu werden. Beispielsweise ist

B=(e;=1(0,...,1,...,00").
)
i-te Stelle

(19.11)

Hohere Mathematik fiir’s Studium der Physik 151 2/15/2021 15:26



KAPITEL 7. SYMMETRIEN

in “kanonischer” Weise eine Basis von K".
- Allgemeiner ist fiir eine beliebige nicht-leere Menge M der freie Vektorraum iiber
M die Menge der endlichen “formalen” Linearkombinationen

Free(M) = {Alml + Xomg + -+ Amy | A € Kom; € M, m; # my; falls i # j}
(19.12)
mit Vektorraumoperationen, welche, im scheinbaren Unterschied zu allem Vorherge-
gangenen, erst “nachtréglich” erklart werden, ein Vektorraum mit Basis M.

Ubungsaufgabe: Die Abbildung

Free(M) — F™(M,K)
. ( {)\i falls m = m, fiir ein z) (19.13)
i=1

0 sonst

ist ein Vektorraumisomorphismus.

In der Linearen Algebra lernt man jedoch zu schétzen, iiber Vektorraume “basisfrei”
zu reden, bzw. zwischen verschiedenen Basen zu wechseln. Auch fir das Verstdandnis
der Quantenmechanik ist es unerlasslich zu akzeptieren, dass Basen von Vektorréau-
men zusétzliche physikalische Information darstellenf| und keine a priori bevorzugt
ist. Tatsachlich ist es fiir unendlich-dimensionale Vektorraume i.A. gar nicht mdglich,
eine Basis explizit anzugeben. (Die Konstruktion in hangt vom Auswahlaxiom
bzw. Zornschen Lemma ab.)

Ein lehrreiches Beispiel ergibt sich aus der

Definition 19.7. Sei V ein K-Vektorraum und W C V ein Untervektorraum. Dann
wird auf V durch
V~ Uy 0 — 0 EW (19.14)

eine Aquivalenzrelation erklirt, und auf dem mengentheoretischen Quotienten
V/~e={p]:={0~0v}|veV} (19.15)
erfilllen die Verkntipfungen
[v1] + [v2] == [v1 + vo], Av] = [M] (19.16)

die Vektorraumaxiome. Der resultierende Vektorraum V' /W heisst Quotientenraum
von V nach W.

Ist dann etwa V' endlich-dimensional mit Basis B = (by,...,b,), so folgt zwar
leicht, dass span([bi],...,[b,]) = V/W, d.h. V/W ist endlich erzeugt. Falls aber
dimW > 1, so ist {[b1],...,[ba]} C V/W nicht mehr linear unabhéngig und bildet

daher keine Basis mehr. Es gibt im Allgemeinen keine weitere Information zur
Auswahl einer Basis von V/W.

82.B. die Wahl zwischen der Orts- und Impulsdarstellung

Hohere Mathematik fiir’s Studium der Physik 152 2/15/2021 15:26



§19. MULTI-LINEARE ALGEBRA

Basisdarstellung linearer Abbildungen

Fiir viele praktische und auch theoretische Zwecke, insbesondere die, die mit endlich-
dimensionalen Vektorrdumen zu tun haben, ist die Wahl und das Rechnen in einer
Basis sehr niitzlich.

- Zur Erinnerung: Eine Abbildung A:V — W heisst linear, falls fiir alle A € K und
v1, 00 €V, gilt, dass A(Avy + v3) = AA(v1) + A(vs). Sind dann V und W endlich-
dimensional mit Basen B = (by,...,b,) und C' = (¢y,...,¢y), dann existieren mit
t=1,...,nund j = 1,..., m eindeutige Ag € K so, dass

Alb) => Al Vi=1,....n (19.17)
j=1

und diese “Darstellung von A beziiglich der ausgezeichneten Basen” legt die lineare
Abbildung bereits vollstandig fest. Umgekehrt existiert zu jeder solchen Matrix eine
(eindeutige) lineare Abbildung V' — W.

- Die Komponenten w’ von w := A(v) beziiglich der Basis (c;) erhilt man aus
den Komponenten v* von v € V beziiglich der Basis (b;) durch “Multiplikation der
Matrix A auf den Spaltenvektor der Komponenten von v”:

A(Wi) = v A(by) = ¢;Alvt = cu’

. " o 19.18
= w = ZA?UZ ( )
i—1

- Fasst man dhnlich wie auf S. [86] die geordnete Basis B auf als Isomorphismug’|

o

Kr =V, B((v',...,v")T) = > bv’, und entsprechend C' : K7 — W, so gilt
A = C'AB, oder diagrammatisch

VAL w
BT cT (19.19)

K’U Kw

- Basen von V und W stiften damit einen Isomorphismus

Homg (V, W) = Mat,,xn (K) (19.20)
als K-Vektorraume der Dimension m - n.
- Ist B = (by,...,b,) eine andere Basis von V| so existiert eine invertierbare Matrix
R = (R.)i=1,.n so, dass
k=1,....n
b= bR (19.21)
i=1

9Der allerdings beziiglich der kanonoischen Basis von K” und B als Basis von V durch die
Einheitsmatrix dargestellt wird.
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Die Komponenten beziiglich der neuen Basis héngen iiber

n

o =) (R (19.22)

i=1
mit denen der alten zusammen: Aus

| (1 i
YRR =0 = { =) (19.23)
k

0 sonst

folgt

Xn: bt* = Zn: biv' = v (19.24)
k=1 =1

Diagrammatisch ist

B B (19.25)

d.h. die “Basiswechselmatrix” R = B~ !B ist die Darstellung der Identitit auf V/
beziiglich den Basen B und B.

- Ist auch noch (¢y,...,¢é,) eine andere Basis von W, mit ¢, = Z;”:l chlj, und ist
A € Mat,,«,(K) die Darstellung einer linearen Abbildung Ae Homg (V, W), so hat
diese gleiche Abbildung beziiglich der neuen Basen die darstellende Matrix

A=S"1. AR (19.26)
Diagrammatisch

Kz —As K

(

[s L
Rl VAW s (19.27)
= 1
K —4 K7
Operationen mit Vektorraumen

Ein Vektorraum V mit gegebener Basis B ist also nichts anderes als der Raum der
K-wertigen Funktionen auf B mit endlichem Trager:

vV = Fin(B K) (19.28)

Dieser “operationelle” Standpunkt zahlt sich auf lange Zeit auch gerade in der Physik
ausB solange man sicherstellt, dass die Betrachtungen entweder gar nicht, oder aber
in “natirlicher Weise”, von der Wahl der Basis abhangen. Wir illustrieren dies bei
der Zusammensetzung neuer Vektorrdume aus gegebenen.

10T allereinfachsten Fall ist ein quantenmechanischer Zustand die Zuordnung einer komplexen
Zahl zu moglichem Realtext, z.B. bedeutet |kitten) = % |alive) + % |dead): “totes Kéatzchen” hat
Amplitude %, “lebendiges Kétzchen” Amplitude —=. Die Gesamtheit der Zustinde bildet einen

75
Vektorraum.
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Definition 19.8. Ist V ein K-Vektorraum, so heisst der K-Vektorraum der linearen
Abbildung von V' nach K (als Vektorraum) der Dualraum von V.

VY := Homg(V,K) (19.29)

Bemerkungen. - Ist V endlich-dimensional, so ist V'V ebenfalls wieder endlich-
dimensional mit dim(V") = dim(V'). Ist B = (by,...,b,) eine Basis von V, so
ist BY = (B',...,3") mit den linearen Abbildungen

f.V 5K B (b;) = o7 (19.30)

eine Basis von V'V, welche die zu B duale Basis genannt wird. Elemente von V'V
heissen auch Kovektoren.
- Im unendlich-dimensionalen Fall gilt die obige Aussage im Allgemeinen nicht.
So hat z.B. der Vektorraum F"(N,R) der endlichen Folgen die abzihlbare Basis
(€i)i=1,2,.. mit

e; =(0,...,0,1,0,...,0,...) (19.31)

1
i-te Stelle

Allerdings sind die zu den e; dualen Kovektoren (e/);-1 2, mit

é(e;) = o (19.32)

wie vorher zwar linear unabhéangig, aber kein Erzeugendensystem fiir den Dualraum:

Die lineare Abbildung, welche auf der Basis durch e; +— 1 Vi erklért ist, ist keine

endliche Linearkombination der €.

Ubungsaufgabe: F1"(M,K)Y = F(M,K)

- Aber auch einen endlich-dimensionalen Vektorraum muss man sorgfiltig von
B

seinem Dualraum unterscheiden. Mittels einer Basis B hat man zwar K* =& V
vV

B

und K* = VV., so dass die scheinbar harmlose Identifikation K" = K" einen Iso-
morphismus V' = 1{\/ induziert. Dieser Isomorphismus hangt aber von der Wahl der
Basis ab: Ist z.B. by = > b;Ri eine zweite Basis von V', und (3') die zu (by) duale

Basis, so gilt (vgl. (19.22))
B=> (R):p (19.33)

j=1
Zusammen mit folgt daraus: Der von B, BY induzierte Isomorphismus
V =2 VV, der bezuglich der Basen B, BY durch die Einheitsmatrix dargestellt wird,
hat beziiglich der Basen B, BY die darstellende Matrix RTR. Im Allgemeinen un-
terscheidet er sich damit von dem Isomorphismus, welcher beziiglich der Basen B,
BY natiirlich erscheint (weil er beziiglich dieser Basen durch die Einheitsmatrix
dargestellt wird).

- Man sagt zu auch salopp: “Kovektoren transformieren sich unter Basiswech-
sel kontragredient zu den Vektoren™

Definition 19.9. Es seien V und W zwei K-Vektorraume. Dann erfiillen auf dem
kartesischen Produkt V' x W, das ist die Menge aller Paare (v,w) mit v € V und
w € W, die Verkniipfungen

(v, w1) + (va, wa) = (v + Vo, w1 + w3), A (v,w) = Ao, - w)  (19.34)
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(wobei die Verkniipfungen in den Klammern die von V bzw. W sind) die Vektor-
raumaxiome. Der resultierende Vektorraum

VoW = (VxW+,-(0,0) (19.35)
heisst die direkte Summe von V und W.

Bemerkungen. - Fir (v,w) schreibt man auch v @ w, und mit der Identifikation
V={(v,0)|veV}cCVa&W auch einfach nur v 4+ w.

- Ist B eine Basis von V, und C eine Basis von W so ist (mit der eben gegebenen
Identifikation) B U C' eine Basis von V' @ W. Anders gesagt gilt

FM(BUWC,K) = F™(B,K) & F™(C,K) (19.36)
und im endlich-dimensionalen Fall insbesondere
dim(V & W) = dim (V) + dim(W) (19.37)

- Ist X ein K-Vektorraum mit Unterrdumen V' und W, so heisst V +W := span(V' U
W) die “innere” Summe von V und W. Dies ist der kleinste Unterraum von X, der
V und W enthalt, deckt allerdings auch den Fall ab, dass V und W nicht-trivialen
Durchschnitt haben. Gilt ausserdem V N'W = {0}, so heisst die innere Summe
“direkt”, und man schreibt auch Vé&W. Zur Unterscheidung heisst die Konstruktion
in dann “Aussere” direkte Summe. Allerdings ist der Unterschied letztlich klein,
da in der Situation von V und W in “nattrlicher” Weise Unterrdume von VW
sind.

Die geometrische Vorstellung von K" & K™ als dem kartesischen Produkt
entspricht der klassischen Intuition dafiir, wie man das Zusammensetzen unter-
schiedener physikalischer Groflen und Systeme mathematisch abbilden sollte. Tat-
séchlich stellt man die Bewegung eines Teilchens durch Raum und Zeit als Bahn in
R3 x R dar, und die Konfiguration von N Teilchen beschreibt man durch Vektoren
im R3* = R3 @ --- ® R®. Denkt man hingegen iiber die Zustande physikalischer
Systeme als “Funktionen auf dem Raum ihrer moglichen Eigenschaften”, so ist fiir
die Zusammensetzung von Systemen eine andere Operation natiirlicher, und wie die
Quantenmechanik zeigt, die richtige: das Tensorprodukt.

Definition 19.10. Seien Vi, ..., V, und X Vektorrdume iiber K. Eine Abbildung

T:Vix--xVy—=X (19.38)
heisst k-linear (fiir & = 2 auch bilinear), falls fur alle : = 1,..., k und alle
(Ul,...,UZ'_l,UZ‘+1,...) E‘/l X oo X‘/i—l X‘/i+1 X oo XVk
die Abbildung
‘/Z‘9U'—>T(Ul,...,Ui_l,i),l)i_}_l,...,vk)GX (1939)
linear (in v) ist. Wir schreiben L(V4, ..., Vj; X) fiir den Vektorraum dieser k-linearen

Abbildungen.
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Definition 19.11. Seien V und W Vektorrdume iiber K. Fiir gegebene Basen B
von V und C' von W gilt

V=F"BK) W=F"CK) (19.40)
und wir definieren das Tensorprodukt von V und W als den Vektorraum

VoW =F"BxCK) (19.41)

Bemerkungen. - Vor allem Anderen vergleiche man ((19.41)) mit ((19.36]).

- Dann aber beachte man, dass [19.11] eigentlich das Tensorprodukt von Vektorrau-
men mit Basis definiert, und zwar wieder als Vektorraum mit Basis. Um die Unab-
hangigkeit von der Wahl der Basis sicherzustellen, d.h. die Definition von V' @ W
als “Vektorraum ohne ausgezeichnete Basis”, erganzt man die Konstruktion

1. um eine bilineare Abbildung

VxW=VeoW (v,w) Vv W (19.42)
welche in den gegebenen Identifikationen ((19.40)), (19.41)) definiert ist durch
(f ®@g)(b,c) := f(b)-g(c) (19.43)

Ubungsaufgabe: Man priife, dass diese Abbildung bilinear ist.
Mit Hilfe dieser bilinearen Abbildung (dem Tensorprodukt von Vektoren) lésst sich
die Basis von V' ® W schreiben als

{b@c|be B,ceC} (19.44)

und es gilt (alles endliche Summen!)
<Z>\b) ® (Zuk-bk> = hy b @ (19.45)
i k ik

2. um eine Vorschrift, wie ein Basiswechsel in V' und W einen Basiswechsel im Ten-
sorprodukt induziert: Sind B und C andere Basen von V bzw. W, so identifizieren
wir das zugehdrige, a priori verschiedene, Tensorprodukt V@W mittels b&¢é — b &
mit V ® W, so dass die beziiglich den beiden Basen definierten Abbildungen ® und
® iibereinstimmen.

Beh.: {b®¢|(b,&) € B x C} ist eine Basis von V @ W.

Begr.: (Der Einfachheit halber, im endlich-dimensionalen Fall) Sind

m

b= bR, a=)Y S (19.46)
i=1

k=1

mit invertierbaren Matrizen R und S, so gilt gemaéss ((19.45|)

b e =Y b®cRiS (19.47)
i,k
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..........

S RSHIR™MIS™) =D RURTID SHS™, = diok =600 (19.48)
) J l

- Das Tensorprodukt zweier Vektorraume als der Vektorraum ((19.41)) zusammen mit
der bilinearen Abbildung (19.42) ist damit so kanonisch definiert, wie es mit Hilfe

von Basen geht. Bei weiterbestehenden oder wiederkehrenden Zweifeln merke man

sich (|19.44]), im endlich-dimensionalen Fall noch ((19.47]) und vor allem
dim(V @ W) = dim(V) - dim(W) (19.49)

im Unterschied zu ((19.37)).

- Es sei aber gesagt, dass man das Tensorprodukt auch basisunabhéngig definieren
kann als

Finy <« W,K)/L (19.50)

fiir einen geeigneten Unterraum L und einer dann ganz kanonischen bilinearen Ab-
bildung V xW — V®@W, siehe Lehrbiicher zur Linearen Algebra unter “universeller
Eigenschaft des Tensorprodukts”.

- Aus dieser universellen Eigenschaft des Tensorprodukts folgt auch, dass fiir
gegebene A; € Homg (Vy, W;) und Ay € Homy Vs, Wa) das Produkt

A1XA22‘/1X‘/2—>W1XW2—>W1®W2 (1951)
eine eindeutige lineare Abbildung

induziert, welche (A; ® As)(v1 ® v2) = Aj(v1) ® As(ve) erfiillt. (Konkret ist das
Tensorprodukt zweier linearen Abbildungen einfach die lineare Fortsetzung der Ab-
bildung

(Al (24 A2>(b1 & bQ) = Al(bl) (024 AQ(bQ) (1953)
von einer Produkt—Basiﬂ {b1 ® by | by € By,by € By} auf ganz V; ® V5.) ([19.52)) ist
analog zur wohl schon bekannten direkten Summe von linearen Abbildungen,

Al A Vi Ve = Wi W,

(A1 ® Ag)(v1 D va) = = Ar(v1) @ As(v9) (19.54)

- Die Bilinearitat des Tensorprodukts auf Vektoren (dass ndmlich (Avy + v9) @ w =
A @ w+ve @w € V ® W) tibertragt sich auf die Bilinearitit des Tensorprodukts
von Abbildungen: Fir Ay, By € Homg (V;, W;) und Ay € Homg (Va, W), A € K gilt

(/\Al + Bl) & A2 = )\Al & A2 + B ® A2 < HOHlK(‘/l (24 ‘/2, W, ® Wg) (1955)

"Dass nicht jede Basis von V; @ V5 von dieser Form ist, lernen wir hoffentlich in den Ubungen.
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- Ausserdem erfreuen sich direkte Summe und Tensorprodukt von Vektorraumen
selbst der Vertraglichkeitseigenschaften, die ihren Namen und Notation rechtferti-
gen: Fiir je drei K-Vektorrdume Vi, V5, V3 gilt etwa

VieV)@Vs= (Vi@ Vs) e (V20 Vs)
Vieh) V=V e (V0 V)

wobei man = statt = schreibt, da diese Identifikationen nur “kanonisch” aber nicht
“unmittelbar” sind. Die Unterscheidung scheint spitzfindig, ist aber relativ klar bei
der Kommutativitat: Natiirlich ist V ® W nicht gleich W @ V' in dem Sinne, dass
ja das erste Tensorprodukt von Vektoren der Form v ® w fir v € V und w € W
aufgespannt wird, wiahrend das zweite von solchen der Form w ® v. Die Abbildung

(19.56)

cvw  VaWsveu—wuveWWeV (19.57)

definiert aber einen linearen Ismorphismus, welcher kanonisch ist zumindestens in
dem Sinne, dass er nicht von weiteren Wahlen abhangt. Falls allerdings von vorne-
herein V' = W, so gibt es einen “noch kanonischeren” Isomorphismus, namlich die
Identitat. Dadurch wird cyy zu einer nicht-trivialen Selbstabbildung von V @ V|
V1 ® Uy — v ®vp. Dies spielt unten und in der Physik insbesondere bei der Zusam-
mensetzung “ununterscheidbarer Systeme” eine wichtige Rolle.

- In dhnlichem Sinne gelten

KeVvy, KoeVzK', KaoVxV (19.58)

Wir untersuchen zuletzt noch das Zusammenspiel zwischen Tensorprodukt
und Dualraum, das aber wegen der Bemerkungen unter [19.8] nur im endlich-
dimensionalen Fall gut funktioniert.

Proposition 19.12. Seien V und W endlich-dimensionale K- Vektorraume. Dann
ist die (kanonische) Abbildung

ev: VY@ W — Homg(V,W), (19.59)
definiert als lineare Fortsetzung von
A@w = (v A(v) - w) (19.60)
ein Isomorphismus von Vektorrdumen.

Beweis. Man priift leicht, dass ev wohldefiniert ist. (Dazu geniigt es zu zeigen,

dass (19.60) linear in A € VY und w € W ist.) Um zu zeigen, dass (19.59)) ein

[somorphismus ist, geniigt es dann, Surjektivitidt nachzuweisen, da linke und rechte
Seite K-Vektorraume der Dimension n - m = dim(V) - dim(W) sind (vgl. (19.20),
(19.49)). Sei dazu (by,...,b,) eine Basis von V, (B',...,3") die dazu duale Basis
von V* und (ci,...,c,) eine Basis von W. Fir A € Homg(V,W) sei (A4F) die
darstellende Matrix beziiglich B und C. Dann gilt

ev(zn: iﬁj ® ckA§> (b;) = é AP = Ab) Vi=1,...,n (19.61)

7j=1 k=1

und daraus folgt A € ev(VY @ W). O
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Bemerkungen. - Dieser Satz gilt im Allgemeinen nicht fiir unendlich-dimensionale
Vektorrdume. (ev ist immer injektiv, aber nicht notwendigerweise surjektiv. Die
Abbildung ist surjektiv, wenn wenigstens entweder V' oder W endlich-dimensional
ist.)

- Fiir endlich-dimensionale Vektorrdume gilt auch

(V)Y =V (19.62)

sowie

Vew) =vVew" (19.63)

wobei die linke Seite definitionsgemaéss auch gleich dem Raum der bilinearen Abbil-

dungen V x W — K ist (vgl. {19.10).

- Dies verallgemeinert sich auf mehrere (endlich-dimensionale) Faktoren zu
LVi,...,VisK) =Homg (V1 ® - @ V4, K) =V @ --- @ V) (19.64)

sodass letztlich das Tensorprodukt die Theorie der multi-linearen Abbildungen auf
lineare Algebra zuriickgefithrt hat.

Definition 19.13. Gemass unseren Betrachtungen in [2] ist der Korper der kom-
plexen Zahlen C = R? ein zwei-dimensionaler reeller Vektorraum, der in einer bes-
timmten Basis mit einer vertraglichen Multiplikation ausgeriistet wird. Ist nun V
ein Vektorraum tiber R, so erfillt auf dem Tensorprodukt

Vei=v®C (19.65)
die Multiplikation mit komplexen Skalaren, welche als R-lineare Fortsetzung von
AMov@p)=v M) veV, \peC (19.66)

definiert ist (m.A.W. ist dies idy ®)\), zusammen mit der auf bereits
existierenden Addition die Axiome eines komplexen Vektorraums. Man nennt
diesen Vektorraum die Komplexifizierung von V. Mit einer Basis B von V', d.h.
V = Fin(B R), lasst sich die Komplexifizierung auch als VC := Fin(B C) ein-
fithren, allerdings ist wie beim Tensorprodukt der Knackpunkt, dass nicht jede Basis
von V' als komplexem Vektorraum auf diese Weise “von einer Basis von V kommt”.

Definition 19.14. Seien V und W Vektorraume tiber K, und A € Homg(V, W).
Dann heisst die lineare Abbildung

AV WY = VY
A (u)(v) = p(A(v))

die zu A duale Abbildung. In endlichen Dimensionen wird beziiglich dualer Basen
AY durch die zu A transponierte Matrix dargestellt.

(19.67)
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§ 20 Gruppen und ihre Darstellungen

Neben Vektorraumen ist die zweite fiir die theoretische Physik zentrale algebraische
Struktur die von Gruppen. Wahrend Vektorraume die Kenntnis von physikalischen
Sachverhalten abbilden, fassen Gruppen bestimmte Wechsel der Beschreibung, wie
etwa den Ubergang zwischen verschiedenen Inertialsystemen in der Mechanik oder
Eichtransformationen in der Elektrodynamik. Naturgemaéss sind dabei diejenigen
Eigenschaften, die nicht von der gewahlten Beschreibung abhangen, von eigentlichem
Interesse. Wir wiederholen die Definitionen.

Definition 20.1. (i) Eine Gruppe ist eine Menge G mit einem ausgezeichneten
Element e € G und einer bindren Verkniipfung

T GxG =G, (91,92) = g1 - G2 (20.1)
mit den Rechenregeln

V1,092,935 € G : (91-92) - 93 = g1 - (92 - 93)

(20.2)

VgeG:e-g=yg

derart, dass fiir all g € G die Gleichung
h-g=e (20.3)

eine Losung h € G besitzt. (Die Losung ist automatisch eindeutig und erfiillt als
g~ ! notiert auch g-g7' =e. Esgilt auch g-e=gVgund € - g=gVg=¢€ =¢.)
(i) Gilt g1 - g2 = g2 - 1 Yg1,92 € G, so heisst G abelsch oder kommutativ. Eine
abelsche Gruppe wird manchmal auch additiv notiert.

(iii) Fir Gruppen G und H heisst eine Abbildung ¢ : G — H ein Gruppenhomo-
morphismus falls

?(g1 - g2) = d(g1) - 0(92) V1,92 € G (20.4)

Ein bijektiver Gruppenhomomorphismus heisst auch Isomorphismus von Gruppen.
(iv) Eine Untergruppe einer Gruppe G ist eine nicht-leere Teilmenge H C G welche
unter Multiplikation in der Gruppe und Inversenbildung abgeschlossen ist. Das ist
genau dann der Fall, falls fiir alle g1, g, € H auch g, - g, * € H.

Beispiel 20.2. - Fiir eine Menge M ist die Menge der bijektiven Abbildungen
Bij(M) = {f : M — M| f bijektiv} mit der Identitat (bzw. fir M = 0, der
leeren Abbildung) als neutralem Element und der Verkettung von Abbildungen als
Multiplikation eine Gruppe.

- Fiir eine endliche Menge N = {1,2,...,n} mit n Elementen heisst Bij(/V) = S,
die Permutationsgruppe oder symmetrische Gruppe vom Grad n. Fiir das Rechnen
in S,, bei festem n kann man Elemente von S,,,

Sp,20:N>awr o(a) (20.5)

als zwei-zeilige Matrix schreiben:
1 2 ... n
o= (olty oy - olw) (20.)
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In S5 gilt etwa
1 2 3 45 12 3 45 12 3 45

(21345)0(45132):<45231) (207)
(Wenn man in Ubung ist, so kann man auch die erste Zeile in der Notation fort-
lassen.)
- Fiir einen K-Vektorraum V' ist die Menge der invertierbaren linearen Abbildungen
V' — V in natirlicher Weise eine Gruppe, genannt die allgemein lineare Gruppe,
GL(V). Fir einen endlich-dimensionalen Vektorraum mit dim(V) = n ist (nach
Wahl einer Basis) GL(V') = GL(n,K) isomorph zur Gruppe der invertierbaren n x n-
Matrizen mit Eintragen in K.
- Die Menge Z der ganzen Zahlen mit Addition als Verkniipfung und 0 als neutralem
Element ist eine abelsche Gruppe.
- Fiir jeden Korper K ist die Menge der invertierbaren Elemente, d.h. also K* :=

K\ {0} mit der Multiplikation als Verkntipfung und der 1 als neutralem Element
eine ebenfalls abelsche Gruppe.

Bemerkungen/Beispiele 20.3. - S, ist eine Art universelles Beispiel einer
endlichen Gruppe (eine Gruppe heisst endlich, wenn sie endlich viele Elemente en-
thélt). Die Anzahl Permutationen der Zahlen von 1 bis n ist |S,| = n!, und jede
endliche Gruppe ist isomorph zu einer Untergruppe von S, fur n = |G|: Fir g € G
ist die Linksmultiplikation mit g,

L,:G2h—g-hed, (20.8)

eine Permutation der G' zugrundeliegenden Menge, mit Inversem L,-1. g — Ly
ist ein injektiver Gruppenhomomorphismus, und damit ist G eine Untergruppe von
Bij(G). (Diese Aussage impliziert aber sicher nicht, dass man das Studium der
endlichen Gruppen auf S,, reduzieren kann.)
- Im Unterschied hierzu ist GL(n,R) ein Beispiel einer kontinuierlichen Gruppe:
Da eine linearer Endomorphismus eines endlich-dimensionalen Vektorraums genau
dann invertierbar ist, wenn die Determinante ihrer darstellenden Matrix nicht ver-
schwindet, ist

GL(n,R) = {A € Mat(n,R) | det A # 0} (20.9)

und, da det beziiglich einer beliebigen Norm auf GL(n,R) = R™ stetig ist, eine
offene Teilmenge von GL(n,R). Beztiglich dieser metrischen Struktur (s. sind
dann die Operationen in der Gruppe (Multiplikation und Inversenbildung) stetige
Abbildungen. GL(n,R) ist (fiir n > 0) nicht endlich, als offene Teilmenge von R"
aber noch endlich-dimensional, und universell in dem eingeschrankten Sinn, dass
alle “verntinftigen” kontinuierlichen Gruppen lokal isomorph zu Untergruppen von
GL(n,R) sind. (Die genaue Aussage und der Beweis sind wesentlich schwieriger, und
auch hier hilft dies nur bedingt zum Verstédndnis aller kontinuierlichen Gruppen.)

- Fur die Physik sind kontinuierliche Gruppen letztendlich deutlich wichtiger.
Endliche Gruppen sind zur Bildung einer Intuition und zur Einfithrung der Darstel-
lungstheorie aber deutlich einfacher.
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Beispiel 20.4. Wie bereits skizziert sind die meisten speziellen Gruppen interessant
als Symmetriegruppen algebraischer Strukturen (z.B. eines inneren Produkts auf
einem reellen Vektorraum) oder geometrischer Objekte.

- Fir n € Z ist die Menge der Restklassen modulo n mit Addition als Verkniipfung
und [0] = {k-n|k € Z} als neutralem Element eine endliche abelsche Gruppe,
genannt die zyklische Gruppe Z/nZ, da sie als Untergruppe C,, C S, die Zahlen
{1,...,n} “im Kreis dreht”. Wir notieren sie dann multiplikativ

Cn:{’f’k|k’EZ}/(Tn+kNTk) mit Tk - T1 = Tk - (2010)

- Als nicht-triviales Paradebeispiel betrachten wir die Diedergruppe D,,, definiert als
die Symmetriegruppe eines regelméssigen n-Ecks in der euklidschen Ebene.

Um D,, zu beschreiben, betrachten wir die Wirkung von

g € D, auf die gegen den Uhrzeigersinn von 1 bis n 3
durchnummerierten Ecken. Ist g(1) der Bildunkt der 2

Ecke 1, sosei k:= g(1)—1 € {0,...,n—1}. Damit g das 4
Polygon invariant lasst, muss dann g(2) ein Nachbar von

g(1) sein, d.h. es gilt entweder g(2) = g(1) +1 =k + 2

oder g(2) = ¢g(1) — 1 = k (mit einer offensichtlichen 5
periodischen Identifikation der Indizes fir £ = n — 1

bzw. k = 0). Im ersten Fall folgt leicht, dass ¢ = ry 6
eine Drehung um den Mittelpunkt mit Winkel 27k/n

ist. Im zweiten Fall ist ¢ = s; eine Spiegelung an der
Winkelhalbierenden.

Die Fortsetzungen dieser Elemente von D,, zu linearen (tatséchlich orthogonalen)
Abbildungen R? — R? haben beziiglich der Standardbasis die darstellenden Ma-
trizen

2k - 27k 2rk - 27k
= COS oy Sin oy 5 — COS " Sin " (20 11)
k 21k ok ) k . 21k bk :

Sin COS Sin =—— — COS
n n n n

Die von den 7, erzeugte Untergruppe von D, ist isomorph zu C,, im Ubrigen gelten
die Relation

Sp=TL"S0, SoThSo=T—_}) = (rk)_l . SprSp=Trg=¢€ (20.12)

Fiir n > 3 ist D,, nicht-abelsch. (Mehr in den Ubungen.)

- Wie diese Beispiele zeigen, hat die Kategorie der Gruppen eine reichere Struktur
als die der Vektorraume. Insbesondere liegt eine endliche Gruppe nicht bereits durch
die Angabe der Anzahl ihrer Elemente fest, wiahrend fiir einen endlich-dimensionalen
Vektorraum tiber K die Angabe der Dimension geniigt, um ihn (bis auf Isomorphis-
mus) vollstdndig zu bestimmen. Ausserdem ererbt im Unterschied zu der
Quotient einer Gruppe nach einer Untergruppe im Allgemeinen keine natiirliche
Gruppenstruktur: Zwar ist fiir eine Untergruppe H C G

g~g gt fyeHe3heH g =g h (20.13)

2Fiir die Spiegelungen priife man, dass (cos =%, sin 78 ) und (- sin

n
sk zu den Eigenwerten +1 und —1 sind.

k

n?

cos %) Eigenvektoren von
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eine Aquivalenzrelation auf G. Der offensichtliche Versuch, auf der Menge der Aquiv-
alenzklassen
G/H :={gH :={g-h|he€ H}|g € G} (20.14)

eine Multiplikation zu definieren,

?

(nH) - (92H) := (91 - g2)H (20.15)
ist aber nur dann erfolgreich, wenn diese Multiplikation wohldefiniert, d.h. von den
gewdhlten Reprasentanten unabhéingig ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn fiir
alle g{H = g1H, d.h. g; = g1 - h fiir ein h € H, gilt, dass (¢} - go)H = (g1 - g2) H. Mit
anderen Worten, es muss ein h' € H existieren, mit dem g¢jgs = g192h’, oder

(9192)"'(9192) = 95 ' 97 ' gihge = g3 - h- g2 = 1 (20.16)

Definition 20.5. Eine Untergruppe mit dieser Eigenschaft, das heisst

g'*H-gCH VYged (20.17)
heisst normale Untergruppe, haufiger auch Normalteiler.

Proposition 20.6. Ist H C G eine normale Untergruppe, so ist auf dem (mengen-
theoretischen) Quotienten G/H = {g- H | g € G} die Verkniipfung

[g1] - [92] = [91 - 92] (20.18)
wohldefiniert und erfillt die Aziome aus Def. (i).

- Beispielsweise ist in D,, die zyklische Untergruppe C,, der Drehungen eine normale
Untergruppe (vgl. insbes. die zweite Relation in (20.12))). Andererseits ist die von
s erzeugte Untergruppe {e, so} = Z/27Z kein Normalteiler:

rtsory = ity tsg = 1y tsg # so (20.19)
(fir n > 2).

Zur Vorbereitung der nachsten Definition bemerken wir, dass man die erste
Klasse von Beispielen in [20.2] in die zweite einbetten kann, indem man die Menge
M im Sinne von (bzw. (19.12)) zu einer Basis eines Vektorraums erklért.
Konkret ist dies fir S, = Bij({1,2,...,n}) der injektive Gruppenhomomorphismus

¢: S, — GL(n,R)

$(0)(e:) = e (20.20)

-----

von der linearen Fortsetzung ((20.11]).
Jede endliche Gruppe wird also durch Verkettung von (20.8) und (20.20) zu

einer Untergruppe von GL(n,R). Will man sich von der Wahl der Basis aber wieder
unabhéangig machen, so macht es Sinn, die folgende allgemeine Verbindung zwischen
Gruppentheorie und linearer Algebra zu erklédren.
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Definition 20.7. Eine (lineare) Darstellung einer Gruppe G ist ein Vektorraum V'
zusammen mit einem Gruppenhomomorphismus

p:G— GL(V) (20.21)

- In dieser Definition wird nicht angenommen, dass G endlich ist oder p injektiv. Im
Allgemeinen muss auch V nicht endlich-dimensional sein, und der zugrundeliegende
Korper kann beliebig sein. Wir beschranken uns im Folgenden aber auf endlich-
dimensionale Darstellungen iiber K = C (oder allenfalls R).

- Man interessiert sich dann bei festgehaltener Gruppe G fiir die verschiedenen
Weisen, auf die “G als Symmetriegruppe eines physikalischen Systems” realisiert
werden kann. Dabei tauchen eine Reihe von assoziierten Begriffen auf.

- Eine G-lineare Abbildung (oder G-Homomorphismus) zwischen zwei Darstellungen
(Vi,p1) und (Va, ps) ist eine K-lineare Abbildung ¢ : V; — V5 von Vektorrdumen
derart, dass fiir alle g € G

¢ o pi(g) = pa(g) o ¢ € Homg (V1, Va) (20.22)

Solche G-linearen Abbildungen bilden einen Untervektorraum aller K-linearen Ab-
bildungen, den wir mit Homg(V;, V5) bezeichnen.
- (Vi,p1) und (Va, po) heissen isomorph (oder dquivalent) falls eine invertierbare
G-lineare Abbildung V; = V5 existiert.
- Eine Unterdarstellung einer Darstellung (V, p) ist ein Untervektorraum W C V mit
der Eigenschaft, dass p(g)(W) C W Vg € G. Ein solches W heisst auch invarianter
Unterraum. Durch Einschranken von p(g) auf W ist dann (W, p|y/) ebenfalls eine
Darstellung von G.
- Man beachte, dass die Aussage “W ist ein invarianter Unterraum” nicht bedeutet,
dass notwendig p(g)(w) = w Yw € W. Man schreibt die Menge der invarianten
Vektoren auch als

Vé={veV | p(g)(v) =v Vg € G} (20.23)

- Die direkte Summe von zwei Darstellungen ist der Vektorraum V; @ V5 mit dem
Homomorphismus

g = (p1® p2)(g) == p1(g) ® pa2(g) (20.24)

- Das Tensorprodukt von Darstellungen ist der Vektorraum V; ® V5 mit dem Homo-
morphismus

g (p1® p2)(g) == p1(g9) @ pa2(g) (20.25)

- Zwei Trivialitaten:

« Fir jeden Vektorraum V' und beliebiges G wird durch p(g) := idy Vg € G eine
Darstellung erklért.

« Fiir jede Darstellung (V, p) von G sind der triviale Vektorraum {0} und das gesamte
V' invariante Unterraume.

Definition 20.8. Eine Darstellung (V, p) von G mit V' # {0} heisst irreduzibel falls
sie keine nicht-triviale Unterdarstellung enthalt, d.h. es gibt genau zwei invariante
Unterraume, ndmlich {0} und ganz V. Andernfalls heisst die Darstellung reduzibel.
- Eine Darstellung heisst zerlegbar falls sie aquivalent zu einer nicht-trivialen direkten
Summe zweier Darstellungen ist, andernfalls unzerlegbar.

- Eine Irrep ist eine Isomorphismenklasse irreduzibler Darstellungen.
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Beispiel: ¢ aus ([20.20)) ist eine n-dimensionale Darstellung von S,,, die sogenannte
Permutationsdarstellung. Sie ist reduzibel (fir n > 1), denn der von e := e;+- - -+e¢,
aufgespannte Unterraum ist invariant unter .S,,.

Theorem 20.9. Seien (V1, p1) und (Va, pa) Darstellungen einer Gruppe G iber K,
und ¢ € Homg(V1, Vo) ein G-Homomorphismus.

(i) Ker(¢) := {v € Vi|p(v) = 0} C Vi ist eine Unterdarstellung von (Vi,p1) und
Im(¢) := {p(v)|v € Vi} C Vy ist eine Unterdarstellung von (Va, p2). Ausserdem
induziert py eine Darstellung auf Coker(¢) = Va/Im(¢).

(ii) Falls (V1, p1) und (Va, pa) irreduzibel sind, so ist ¢ invertierbar oder 0.

(iii) Angenommen, K = C und ¢’ € Homg(Vi,Vs) ist eine weitere solche G-
lineare Abbildung. Falls dann (Vi, p1) und (Va, pa) irreduzibel sind, und Vi endlich-
dimensional, sowie ¢ # 0, so existiert ein o € C so, dass ¢’ = ao.

Beweis. (i) ist trivial. Z.B. impliziert ¢(v) = 0 sofort ¢(p1(g)v) = pa(g)(P(v)) =
p2(9)(0) = 0, d.h. v € Ker(¢) = p1(g)v € Ker(¢)Vg € G. Dies ist genau die Def-
inition eines invarianten Unterraums. Die beiden iibrigen Aussagen werden analog
gezeigt.

(ii) Falls ¢ # 0, so ist Ker(¢) # V4. Da Ker(¢) G-invariant ist und V; irreduzibel,
muss Ker(¢) = 0 sein. Also ist ¢ injektiv. In dhnlicher Weise ist im Falle ¢ # 0
Im(¢) # 0, und da V5 irreduzibel ist, folgt Im(¢) = V5. Damit ist ¢ surjektiv, mithin
invertierbar.

(iii) Wegen (ii) und ¢ # 0 ist ¢ invertierbar, es existiert also ¢~'o¢’ € Home(V4, V7).
Man priift leicht, dass ¢—! € Homg(Vs, V1), und daher auch ¢~to¢’ € Homg(V7, V1).
Nun hat iiber dem algebraisch abgeschlossenen Korper C ¢! o ¢/ wie jeder Endo-
morphismus eines nicht-trivialen endlich-dimensionalen Vektorraums einen Eigen-
wert o € C. Dies folgt aus der Tatsache, dass das charakteristische Polynom
P(a) = det(¢p7! o ¢ — aidy,) gemiiss mindestens eine komplexe Nullstelle be-
sitzt, und ist gleichbedeutend damit, dass ¢~ o ¢’ — vidy, nicht invertierbar ist. Da
¢~ o @ — aidy, aber auch G-linear ist, muss sie wegen (ii) identisch verschwinden.
Daraus folgt sofort ¢/ = a. O

Bemerkungen. Fir endlich-dimensionale irreduzible Darstellungen schreibt man
Aussage (iii) auch als

C  falls (V4, p1) isomorph zu (V3, p2)

{0} somnst (20.26)

Homg (Vi, Va) = (V7 ® V5)“ = {

Hier haben wir in der ersten Gleichung zunéchst [19.12| benutzt, um Hom¢(Vi, Vo) =
Vi* ® V3 zu schreiben. Dann haben wir mittels pi(g) :== (o1 (g‘l))* (vel. (19.14)) V*
zu einer Darstellung aufgeriistet. Man priift dann, dass unter dieser Identifikation

Homg(Vi, Va) (vgl. (20.22)) mit dem Raum der invarianten Vektoren (vgl. (20.23))

im Tensorprodukt tibereinstimmt.

Theorem 20.10. Sei G abelsch und (V,p) eine endlich-dimensionale irreduzible
Darstellung von G tiber C. Dann ist V ein-dimensional, d.h. p € Hom(G,C*).
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Beweis. Wir behaupten, dass fir jedes gy € G, p(go) = a(go)idy fur a(gy) € C*.
Tatséchlich gilt ja fir jedes g € G

P(90)p(g) = p(gog) = (G abelsch) = p(gg0) = p(g)p(g0) (20.27)

d.h. p(go) € Homg(V, V). Mit dem Lemma von Schur folgt p(go) = a(go) idy, und
a(go) # 0, da p(go) invertierbar ist. Dann aber ist jeder Unterraum von V' invariant.
Da (V, p) irreduzibel ist, muss V' ein-dimensional sein. O

Ubungsaufgabe: Jede irreduzible Darstellung einer endlichen Gruppe ist endlich-
dimensional.

Beispiel 20.11. Da C,, von r; erzeugt wird (vgl. (20.10))), ist eine endlich-
dimensionale irreduzible Darstellung iiber C, welche nach [20.10] ein-dimensional ist,
durch p(r1) € C* bestimmt. (p(r;))” = p(e) = 1 impliziert dann, dass p(r;) eine
n-te Einheitswurzel ist, d.h. p(ri) = exp(2£X) fiir ein [ € {0,...,n — 1} (vgl. .
Die Darstellungen (C, p;) mit

omil - k
o ) (20.28)

o) = (pu(r1))" = exp

sind paarweise inaquivalent und geben damit die vollstandige Liste der Irreps von
Ch.

Beispiel 20.12. Wir verweisen auf die Prasentation der Gruppe in (20.12]).

1. Ist (V, p) eine irreduzible Darstellung von D,, iiber C, dann erhalten wir durch
Einschrankung von p (als Homomorphismus D,, — GL(V)) auf C,, eine Darstellung
der zyklischen Gruppe.

2. Da V gemiss der Ubung endlich-dimensional ist, enthélt (V, p|¢, ) eine irreduzible
Unterdarstellung (Ubungsaufgabe). Wegen existiert also ein [ € {0,...,n—1}

und ein ein-dimensionaler Unterraum V; C V mit

2wil - k

p(ri)ly = exp< )idvl . (20.29)
p(s0)(V;) ist wieder ein ein-dimensionaler Unterraum, der wegen ([20.12), speziell
wegen 1,59 = Sor_k, invariant ist mit

—2mil - kN .
P(T1) | psoy vy = P(80)p(r—k) v, = eXp<T> 1dp(s0) (i) (20.30)

3. Wegen s2 = 1 und s; = 1y, - 89 ist dann V; + p(s0)(V}) invariant unter ganz D,,,
also wegen der Irreduzibilitat von V' gleich V. Damit ist V' enweder ein- oder zwei-
dimensional.

4. Gilt V; = p(s0)(V}) = V, d.h. ist V ein-dimensional, so folgt aus s = 1 dass
p(s0) = %1, und aus sgrisop = r_, = r;* dass r; = £1. Fiir n gerade sind alle vier
Kombinationen moglich und es gibt vier paarweise indquivalente ein-dimensionale
Darstellungen. Fiir n ungerade muss 7, = 1 sein, und es gibt nur zwei ein-
dimensionale Irreps.
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5. Gilt Vinp(so) (Vi) = {0}, d.h. V =V, & p(so)(V}) ist zwei-dimensional, so haben
wir beziiglich einer angepassten Basis die darstellenden Matrizen

o0 = (PG S ) s = (] ) eoa

exp (=X

Man prift dann leicht, dass diese Matrizen fiir jedes [ tatsdchlich eine zwei-
dimensionale Darstellung definieren, welche fiir [ # 0, 5 irreduzibel ist, fir [ = 0
oder 7 aber in zwei ein-dimensionale Darstellungen zerlegbar ist. Ausserdem sieht
man ein, dass die zu [ und n — [ gehorigen Darstellungen dquivalent sind.ﬁ

Fazit: D,, besitzt fiir n ungerade genau zwei ein-dimensionale Irreps und ”T’l Zwei-
dimensionale Irreps, und fiir n gerade genau vier ein-dimensionale Irreps und § — 1

zwei-dimensionale Irreps.

Alternierende Multilinearformen und das Dachprodukt

Als Anwendung der in den letzten beiden §§ entwickelten Konzepte bringen wir noch
eine nttzliche Verallgemeinerung des bereits vertrauten Determinantenkalkiils, die
in der Integrationstheorie (siehe sowie bei fermionischen Mehrteilchensystemen
eine wichtige Rolle spielt.

Wir erinnern dazu zunéchst an die Def. des Vektorraums L(Vi, ..., Vi; W)
der multi-linearen Abbildungen V; x --- x V, — W, beschranken uns aber jetzt auf
den Fall, dass V; = Vo = --- = V,, = V ein fester endlich-dimensionaler Vektor-
raum mit n := dim(V) und W = K (wie immer, = C oder R). Es gilt dann die

Identifikation (vgl. (19.64]))
LV, ...ViK)=(V&---aV)"

VvV Ve
k Mal k Mal

VY@ @V = (V)& (20.32)

J

was sich mit ((19.58)) fiir & = 0 noch in natiirlicher Weise zu V®° := K fortsetzt.
- Dieser Vektorraum tragt eine natiirliche Darstellung der symmetrischen Gruppe
Sk, definiert als lineare Fortsetzung von

SE Do+ CJ()\l RA R ® )\k) = )\0(1) & )\0(2) e ® /\J(k) (2033)
fir A\,..., \x € VY. Als multilineare Abbildungen geschrieben ist dies

(co(T)) (1, .., 08) =T (Vo(1), - - - » Voi)) (20.34)

Beispielsweise wird fiir £ = 2 das nicht-triviale Element von Sy = Z/27Z durch die

Abbildung cyv yv aus ((19.57) dargestellt.
- Die Darstellung (|20.33)) ist im Allgemeinen nicht irreduzibel. Sie enthélt als Un-

terdarstellung den Raum der invarianten oder symmetrischen Tensoren, welchen wir

mit Hilfe von (20.32)) schreiben kénnen als

Sym* VY= {T € L(V,...,V;K) | T(v1, ..., ) = T(Vo(1), - -, Vo)) Vo € Sk}
(20.35)

13Beziiglich der obigen Basen stellt ¢ := ({ §) den Ismorphismus zwischen V; und V,,_; dar.
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und der im néchsten § eine Rolle spielt, sowie ausserdem den Raum der “al-
ternierende” oder (total) anti-symmetrischen Multilinearformen

NVY ={T € L(V,...,V;K)| T = sgn(0)c,(T) Vo € Si} (20.36)

wobei sgn : Sy — {£1} den Signum- oder Paritdtshomomorphismus in die multi-
plikative Gruppe {#1} bezeichnet. (((V")®* c) enthélt im Allgemeinen noch eine
Reihe weiterer Unterdarstellungen, auf die wir aber hier nicht eingehen wollen. Vgl.
fir V =K, k = n auch mit der in definierten Darstellung von S,,.)
- Elemente w € A*VY heissen meistens auch einfach k-Formen auf V.
- Wir definieren dann fir A\y,...,\s € VY das Dachprodukt \y A --- A N\, € NVY
durch

)\1 VANRIERIVA )\k = Z Sgn(a)ca(/\l Q- Q& /\k) (2037)

oESE

(Mit anderen Worten ist fir vy, ..., v, € V:

(M A AX) (v, vp) = Z sgn (o) A1 (Vo1)) - A2(Vo(2)) -+ -+ Ak (Vo(r))
7ESk (20.38)
= det (/\l<'l}])) i=1,...k
J=1renrk
gemass der Leibnizschen Formel fiir die Entwicklung der Determinanten einer Ma-
trix.)
- Es gilt dann: Ist (eq, ..., e,) eine Basis von V mit dualer Basis (¢!,...,€") von V'V,

so ist . .
{e A AT <y <o <y <} (20.39)

eine Basis von A*VV. Daraus folgt

dim APV = (Z) (20.40)

Insbesondere ist A"V* ein-dimensional und AV = {0} fiir k > n.
- Wegen ([20.39)) konnen wir dann fiir beliebige k,1 > 1 das Dachprodukt

A NVEXNVY = N (20.41)
(w,a) WA« .

definieren durch die Formel
A AXNIA A Am) =M A AN A Ao Ay (20.42)

fir faktorisierbare k- und [-Formen. (Fir k oder | = 0 setzt man noch w A a =
aAw:=a-w.) Etwas expliziter gilt (Ubungsaufgabe):
1
WA (v, ..., V) = T Z sgn(0)wW(Va(1)s - - - Vo(k)) = (Vo (kg1)s - - - 5 Vor(kti))

O’ESk+l

(20.43)

Hohere Mathematik fiir’s Studium der Physik 169 2/15/2021 15:26



KAPITEL 7. SYMMETRIEN

- Fiir w; € A¥VY gelten dann die Rechenregeln:

(wl /\WQ) /\(,L)g = W1 A ((,dg /\W3)

20.44
w1 N\ wy = (—1)k1k2w2 AN ( )
Dies bedeutet: Der Raum .
AVY = PNV, (20.45)
k=0

ausgeriistet mit dem Dachprodukt ist eine Z/2-graduiert-kommutative Algebra,
genannt die dussere Algebra (oder auch Grassmann Algebra) iiber VV.

dim AVY =3 (Z) —on (20.46)

k=0

Geometrische Interpretation: Fiir einen n-dimensionalen reellen Vektorraum V' ist
wegen A"V ein-dimensional. Man nennt ein nicht-verschwindendes Element
w e N'VVY w # 0 eine (orientierte) Volumenform. Sie ordnet ndmlich einem linear
unabhéngigen Satz von Vektoren (b, ...,b,) (m.a.W., einer Basis von V') eine Zahl
w(by,...,b,) € R zu, welche die “anschaulichen” Erwartungen an das gevorzeichnete
Volumen des von (by,...,b,) aufgespannten Parellelotops erfiillt.

Ist W ein weiterer n-dimensionaler Vektorraum mit einer Volumenform a €

N'WY, und A : W — V eine lineare Abbildung, so wird durch

AV (w)(er, ..o ) = w(Acy, ..., Acy) (20.47)

eine alternierende n-Form A (w) definiert. (Ubungsaufgabe). Wegen dim A"WV = 1
gilt AY(w) = d -« fur ein d € R. Dabei misst die Proportionalitiatskonstante d die
Streckung von Parallelotopvolumina. (In Standardsituationen, z.B. (W, a) = (V,w)
gilt d = det A.)

Als Verallgemeinerung davon definiert fiir & < n eine alternierende k-Form
einen orientierten Flacheninhalt fir k-dimensionale Parallelotope in einem n-
dimensionalen umgebenden Raum. Im Unterschied zu der Situation fiir £ = n sind
k-Formen nicht mehr bis auf Skalierung eindeutig, und koénnen auf verschiedene
Arten entarten.

Betrachten wir beispielsweise fiir V' = R? mit Standardbasis die 2-Form

w=e A2 +23 N € (20.48)

Dann ordnet w dem Standardquadrat in der 1-2-Ebene den Fléacheninhalt 1 zu, dem
Standardquadrat in der 2-3-Ebene den Flachenhinalt 2, und dem Standardquadrat in
der 1-3-Ebene den Inhalt 0. Das von (e; +e2+e3, 2e3) aufgespannte Parallelogramm
erhélt den Flachenhinhalt

w(ep + e + e3,2e3) = (' A €®)(e1 + ea + e3,2e3) + 2(e* A €%)(er + ea + e3, 2e3)
=@ - ®e)(e; + ey + e3,2e3)
+2(2 @ — @ e)(eg + ey + e3,2e3)
=0+2%(ey) - €(2e3) = 4
(20.49)
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§ 21 Euklidische und unitire Raume

In den Beispielen [20.1T]und [20.12]leuchtete durch, dass die Eigenwerte der darstellen-
den linearen Abbildungen p(g) fiir ¢ € G zur Unterscheidung und Charakterisierung
von endlich-dimensionalen komplexen Darstellungen einer Gruppe G dienen kénnen.
Dies ist eine Verallgemeinerung der Aussage, dass Eigenwerte einzelner linearer Ab-
bildungen A € Homg(V, V'), ebenso wie etwa Determinante und Spur, “basisunab-
hédngige” Information tiber A enthalten. Es stellt sich heraus, dass diese Informa-
tion in einem gewissen Sinn “vollstandig” ist, wenn unser Vektorraum mit einem
mit A bzw. ganz p vertraglichen inneren Produkt ausgeriistet ist. Solche inneren
Produkte und die daraus abgeleiteten Normen (s. §4) und sind ganz allgemein
das Werkzeug, um Objekte aus Vektorraumen mit physikalischen Messgrossen in
Verbindung zu setzen. Wir wiederholen zunéchst die wichtigsten Aussagen aus der
linearen Algebra (siehe S. 85| ff.), unter Einbeziehung ihrer komplexen Analoga.

Definition 21.1. Ein euklidisches inneres Produkt auf einem reellen Vektorraum V'
ist eine positiv definite symmetrische Bilinearform (-,-) : V' x V — R. Ein euklidis-
cher Raum ist ein reeller Vektorraum mit einem euklidischen inneren Produkt.

Eine Sesquilinearform auf einem komplexen Vektorraum V ist eine Abbildung
() VXV —=C (21.1)
welche im zweiten Argument linear, und im ersten konjugiert-linear (auch “anti-”
oder “halb-linear” genannt) ist, d.h. Yoy, vg, wy,we € V, A\, u € C gilt:
(AU 4 Vg, pwy + wa) = Ap{vr, wy) 4+ Mo, w) 4 plve, wi) + (vg, wy) (21.2)

(A = komplexe Konjugation aus (2.6)). Eine Sesquilinearform heisst (konjugiert)
symmetrisch, falls fiir alle v,w € V

(w,v) = {v,0) (21.3)

Ein hermitesches inneres Produkt auf einem komplexen Vektorraum ist eine positiv
definite symmetrische Sesquilinearform. Ein unitdrer (oder Hermitescher) Raum ist
ein komplexer Vektorraum V' mit einem hermiteschen inneren Produkt.

Bemerkungen. Aus der positiv Definitheit eines euklidischen oder hermiteschen in-
neren Produkts, das heisst
(v,v) >0 firv+#0 (21.4)

folgt insbesondere, dass (-,-) nicht entartet ist, d.h. (v,w) = 0Vw € V = v = 0.
Daraus wiederum folgt, dass die Abbildung

VeV o we (vw) (21.5)

injektiv ist. Fir K = R ist diese Abbildung linear, fiir K = C konjugiert linear: Da
Skalare beim Herausziehen aus dem ersten Argument von (-, -) komplex konjugiert

werden, gilt B
(v1 4+ \vg)” = v} 4+ v} (21.6)

Dennoch folgt wie auch fiir K = R im Falle dim(V') < oo bereits aus der Injektivitét,
dass (21.5)) ein Isomorphismus ist, der allerdings fir K = C nur konjugiert linear ist.

Hohere Mathematik fiir’s Studium der Physik 171 2/15/2021 15:26



KAPITEL 7. SYMMETRIEN
Beispiel. Auf V =R" ist

(2.y) = 'y (21.7)

ein euklidisches, auf V= C"

(z,w) := Z Zw' (21.8)

ein hermitesches inneres Produkt.

Proposition 21.2. Jedes euklidische bzw. hermitesche innere Produkt auf einem
endlich-dimensionalen Vektorraum ist dquivalent zu den obigen Standardformen,
d.h. es ezistiert jeweils eine Orthonormalbasis (ONB) B : K* = V| beziglich der

(-,+) die Form (21.7) bzw. (21.8)) hat.

Beweis. Gram-Schmidt Verfahren, s. auch Beweis von 21.4] O

Selbstadjungiertheit

Definition 21.3. Sei (V,(-,-)) ein euklidischer oder unitdrer Vektorraum. Eine
lineare Abbildung A € Homg(V, V') heisst symmetrisch oder selbst-adjungiert falls

(v, Aw) = (Av, w) Yo, w eV (21.9)

Bemerkungen. Fir eine beliebige lineare Abbildung A € Homg(V, V) und v € V ist
die Abbildung V' 3 w + (v, Aw) eine Linearform auf V. Wegen der Nichtentarteth-
eit des inneren Produkts folgt daraus im endlich-dimensionalen Fall mit Hilfe des
[somorphismus , dass ein eindeutiger Vektor A%y € V existiert, mit dem

(v, Aw) = (A*, w) YweV (21.10)

Die Zuordnung v — A*dy ist K-linear (auch fir K = C!) und eindeutig durch
die Eigenschaft bestimmt. Sie heisst die zu A adjungierte Abbildung. Die
Bedingung ist dann die Gleichung A = A*!. Fiir K = R schreibt man (in
Anlehnung an Matrizen) auch A% = AT fiir K = C auch A*! = AT, (Transposition
+ komplexe Konjugation):

(v, Aw) = Z o' Alw? (wo bei A% der Zeilenindex i und der Spaltenindex j ist)
S
= Z Atvind (wo bei ATZ der Zeilenindex j und der Spaltenindex i ist)
J

= (Alv,w)
(21.11)
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Theorem 21.4. Es sei nun V' ein endlich-dimensionaler euklidischer oder unitarer
Raum, und A € Homg (V, V) selbst-adjungiert. Dann existiert eine ONB (by, ..., b,)
von V' aus Figenvektoren von A, und die Eigenwerte sind alle reelle. Mit Zahlen
A € R C K gilt also

| firi—
firi = (21.12)
0 sonst

A(b)) =X -b; Yi  und (b, b;) = {
Beweisideen. Fir dimV = 0 ist die Aussage leer. In der Absicht, fiir dimV > 1
einen induktiven Beweis nach der Dimension von V' zu fithren, zeigt man zunéchst
die Existenz eines Eigenwertes A € R C K von A: Fir K = C folgt wie im Beweis
von [20.9] aus dem Fundamentalsatz der Algebra zunachst die Existenz eines
komplexen Eigenwertes A € C. Mit einem Eigenvektor v # 0 zum Eigenwert A folgt
aber aus
Mov,v) = (Av,v) = (v, Av) = \v,v) (21.13)

und (v,v) # 0, dass tatsichlich A = A\, d.h. A € R ¢ C. Fiir K = R betrachtet
man A auf der Komplexifizierung V¢ von V' (s.[19.13)) und zieht die eben gewonnene
Aussage wieder auf V' zuriick.

- Ist dann v € V' \ {0} ein Eigenvektor von A zu A € R, so ist ¥ := \/<“7> ein
Eigenvektor mit (0,0) = 1. Fir dimV = 1 ist man hier fertig. ~~

- Fir dim V' > 1 ist das orthogonale Komplement
ot = {w e V| (b, w) =0} (21.14)
ein Vektorraum der Dimension dim (@L) =dimV — 1. Wegen
w € vt = (D,w) =0 = (0, Aw) = (Ad,w) = M\D,w) = 0= Aw € o+ (21.15)

ist o+ invariant unter A,. Die Anwendung der Induktionsannahme auf die Ein-
schrankung von A auf o liefert dann eine ONB aus Eigenvektoren von A fiir 9+,
welche durch 9 zu einer ONB von V' vervollsténdigt wird. [

Unitaritat

Definition 21.5. Sei (V,(:,-)) ein euklidischer oder unitdarer Raum. FKEine lin-
eare Abbildung U € Homg(V,V) heisst orthogonal /unitir, falls U*! = U~1 d.h.
(Uv,Uw) = (v,w) Yo,w € V.

Theorem 21.6. Ist K = C und U € Home(V, V) unitir, so existiert eine ONB
(b1,...,b,) von V' aus Eigenvektoren von U, und die Figenwerte sind alle kompleze
Zahlen mit Absolutbetrag 1.

Beweis. Gleiche Ideen wie bei[21.4] wobei die Aussage zu den Eigenwerten folgt aus
der Rechnung

0 # (v,v) = (Uv,Uv) = (v, \v) = A\ (v, v) = |\*{v,v) (21.16)

O
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Definition 21.7. Eine komplexe Darstellung (V, p) von G heisst unitdr, falls auf V
ein hermitesches inneres Produkt (-, ) existiert, welches G-invariant ist, d.h.

(p(g)v, plg)w) = (v,w) Yv,weV,K VgeG (21.17)
M.a.W., fiir alle g € G ist p(g) eine unitdare Abbildung von V.

Proposition 21.8. Sei (V,p) eine endlich-dimensionale unitire Darstellung von
G, und U C 'V ein invarianter Unterraum. Dann existiert eine komplementdrer
invarianter Unterraum W C V' d.h. als Darstellungen von G

V=UaW (21.18)

Beweis. Sei (-, -) ein G-invariantes hermitesches inneres Produkt auf V. Setze W :=

Ut ={w e V|{u,w) =0 Vu € U} (das orthogonale Komplement). Falls w € U+,
so ist Vu € U

(u, p(g)w) = (p(g) ™ u,w) =0 (21.19)
(da ja wegen der Invarianz von U p(g)~'u € U), also p(g)w € U*. Dies bedeutet,
dass U+ auch G-invariant ist. O

Die Existenz eines invarianten inneren Produktes mag wie eine starke Voraus-
setzung aussehen. Fiir viele in der Praxis vorkommende Gruppen ist sie aber au-
tomatisch erfiillt.

Proposition 21.9. Sei jetzt G eine endliche Gruppe und (V,p) eine komplexe
Darstellung von G. Dann ist (V, p) unitdr.

Beweis. Sei (-, ) ein beliebiges (nicht notwendigerweise G-invariantes) hermitesches
inneres Produkt (so etwas existiert immer). Dann ist

(v, w) == 3 (p(h)v, p(h)w) (21.20)

heG

ein G-invariantes hermitesches inneres Produkt:

(p(g)v, plg)w) = (p(hg)v, plhg)w) = > (p(h')v, p(h')w) = (v,w) (21.21)

heG hg=h'eG

und die anderen Eigenschaften sind klar. (Allerdings ist es wichtig, als Startpunkt
ein positiv definites inneres Produkt zu verwenden. Ein nur nicht-entartetes inneres
Produkt gemischter Signatur kann beim Mitteln iiber die Gruppe entarten.) [

Korollar 21.10. Sei V' eine endlich-dimensionale komplexe Darstellung einer
endlichen Gruppe G. Dann existieren (paarweise nicht-isomorphe) irreduzible
Darstellungen Vi, ..., Vi und Multiplizitaten aq,...,ar € N so, dass

k k
ve@Pviect =™ (21.22)
=1 =1

und diese Zerlegung ist bis auf Reihenfolge und Isomorphismus eindeutig.
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Beweis. Die Existenz folgt durch wiederholtes Anwenden aus Prop. [21.8, Fiir die
Eindeutigkeit sei

l
V=W ec (21.23)

J=1

eine weitere solche Zerlegung. Da idV|V_ — V ein G-Morphismus ist, muss nach
dem Lemma von Schur das Bild eine irreduzible Darstellung isomorph zu V;
sein. Wiederhole. O

Beachte, dass falls G nicht endlich ist (und auch nicht kompakt), vollstindige Zer-
legbarkeit verloren gehen kann. Betrachte z.B.

(R,+)2a~ (1 “

0 1) € GL(2,R) (21.24)

Wir verlassen an dieser Stelle die allgemeinen Betrachtungen zur Darstellungs-
theorie endlicher Gruppen und geben statt dessen noch zwei Querverbindungen zwis-
chen der linearen Algebra der letzten beiden §§ und der Differentialrechung der Kap.

[ und Bl

Erzeugende von Matrix-Lie-Gruppen

Die erste Verbindung entsteht als Anwendung der Exponentialfuntkion auf die Un-
tersuchung der Struktur kontinuierlicher Gruppen (s. Def. S.

Zur Erinnerung: Wir hatten im die Exponentialfunktion exp durch die Poten-
zreihe fiir Argumente in ganz allgemeinen Banach-Algebren eingefiihrt.

- Das Paradebeispiel fiir solche Banach-Algebren waren dabei aber bereits die Endo-

morphismen (Homg(V, V), ||-||) eines endlich-dimensionalen normierten reellen Vek-
torraums, (V,||-||v), siehe |4.27. Hierbei ist die Operatornorm eines solchen Endo-

morphismus definiert als (4.48)

JAI = sup{J|Av] | lelly = 1} (21.25)

- Seinerseits war das motivierende Beispiel fiir einen normierten Vektorraum der
R™ mit seiner vom euklidischen Standardprodukt induzierten Norm, ||z||2 :=
V{(x, ).

- Die wichtigste analytische Eigenschaft der normierten Raume (R",[-||2) und
(Homg (V, V), ||-|l) war dabei ihre metrische Vollstédndigkeit.

- In ebendieser Weise induziert das hermitesche Standardprodukt eine Norm
auf C", und folglich auf Hom¢(C™, C"): Die Argumente auf S. 29 bzw. 40| insbeson-
dere die fir die Giiltigkeit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung (C.S.U.),

(v, w)| < jo]l - fJwl Yv,weV (21.26)

lassen sich leicht fiir einen allgemeinen unitdaren Raum anpassen.
- Die metrische Vollstiandigkeit des C™ unter dieser Norm folgt vielleicht am einfach-
sten aus der Tatsache, dass unter geeigneter Identifikation C* = R?*" (vgl. [19.13))

(21.8)) identisch zu (21.7)) ist.
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- Wegen der Existenz von Orthonormalbasen sind allgemeine endlich-dimensionale
euklidische oder unitdre Raume dquivalent zu den Standardformen. Im Folgenden

steht also K™ fiir R", ausgeriistet mit (21.7)), bzw. fiir C" mit (21.8).

- Gemass den Betrachtungen im konvergiert die Exponentialreihe also absolut
auf ganz Homg (K" K") = Mat(n,K), und gleichméissig auf der Kugel Br(0) C
Mat(n, K) fir jedes R > 0. Nach den Betrachtungen des |10] ist exp daher differen-
zierbar im Sinne der Differentialrechnung mehrerer reeller Verénderlicher@ Gemass
(15.18)) ist das Differential bei 0 € Mat(n,K) die Identitat, d.h. ausgedriickt durch
die Richtungsableitungen (vgl. gilt

Dexp(0)(4) = o

exp(tA) =A VA € Mat(n,K) (21.27)

t=0

- Die hierfiir und auch sonst wichtigste charakteristische Eigenschaft der Exponen-
tialfunktion ist die “Funktionalgleichung” genannte Identitét (s. |5.22))

exp(A) - exp(B) = exp(A+ B) VA, B € Mat(n,K)| AB = BA (21.28)

- Aus dieser Gleichung folgt namlich (vgl. (5.60)), dass fiir alle A € Mat(n, K)
(i) exp(A) invertierbar ist, und
(ii) fur alle t,s € R
exp(tA) exp(sA) = exp((t + 5)A) (21.29)

Man sagt in der Sprache der Gruppentheorie: Die Abbildung
R >t — exp(tA) € GL(n,K) (21.30)

ist fiir alle A eine ein-Parameter Untergruppe von GL(n,K).

- Ein-Parameter Untergruppen spielen fiir die Untersuchung der kontinuierlichen
Gruppen eine dhnliche Rolle wie die von einzelnen Elementen endlicher Gruppen
erzeugten zyklischen Untergruppen (vgl. C,, := (r;) C D,, in (20.12))).

- Denn wie wir schon im Zusammenhang des Umkehrsatzes im (s. um (|13.16])
herum) festgehalten hatten, folgt aus der Tatsache, dass das Differential D exp(0)
vollen Rang hat, dass exp eine offene Umgebung von 0 € Mat(n,K) diffeomorph
(bijektiv und in beiden Richtungen stetig differenzierbar) auf eine offene Umgebung
des neutralen Elements id € GL(n,K) abbildet. Im Sinne dieses Zusammenhangs
nennt man die Elemente A des Vektorraums Mat(n, K) die infinitesimal Erzeugenden
der Gruppe GL(n,K)H

- In der Physik und Geometrie erhalten die infinitesimal Erzeugenden derjenigen ein-
Parameter Untergruppen eine besondere Bedeutung, die mit dem jeweils gegebenen
inneren Produkt vertraglich sind.

4Im Falle K = C ist exp sogar komplex differenzierbar in mehreren Variablen. Wir hatten
diesen Begriff aber nicht eingefiihrt und werden ihn im Folgenden auch nicht benutzen kénnen,
da die komplexe Konjugation in der Definition des hermiteschen inneren Produkts nicht mit der
Holomorphie vertréglich ist.

5 Tatséichlich erzeugt dann eine offene Umgebung von id (evtl. zusammen mit einer endlichen
Menge) GL(n,K) algebraisch.
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Definition 21.11. Fiir K = R heisst die Gruppe
O(n) : = {R € GL(n,R) | (Rv, Rw) = (v,w) Yv,w € R"}
={Re GL(n,R)|R" =R}
die orthogonale Gruppe. Wir schreiben fiir die Menge ihrer infinitesimal Erzeugenden
so(n) := {A € Mat(n,R) | exp(t4) € O(n) Vt € R} (21.32)
Fiir K = C heisst die Gruppe
U(n) : = {U € GL(n,C) | (Uv,Uw) = (v,w) Yv,w € C"}
={U e GL(n,C)|U'=U"}

die unitdre Gruppe. (Zur Notation siche Fussnote ) Wir schreiben fiir die Menge
ihrer infinitesimal Erzeugenden

(21.31)

(21.33)

u(n) := {A € Mat(n,C) | exp(tA) € U(n) Vt € R} (21.34)
Proposition 21.12. (i) Fir K =R gilt:
so(n) = {A € Mat(n,R) | A" = —A} (21.35)
Fir K= C gilt:
u(n) = {A € Mat(n,C) | AT = -4} (21.36)

(7i) so(n) bzw. u(n) sind reelle Vektorraume der Dimension @ bzw. n?, und

abgeschlossen unter der Kommutator-Bildung, d.h. fir Ay, Ay € so(n) (bzw. u(n))
qilt
[Ah AQ] = Al . AQ — A2 . Al € 50(71) (bzw u(n)) (2137)

Beweis. Wir zeigen (i) fiir K = C, der Rest sei Ubung. Zunichst halten wir fest,
dass Mat(n,C) > A — A" € Mat(n, C) eine stetige Abbildung ist. Daher gilt nach
dem Folgenkriterium fiir Stetigkeit VA € Mat(n,C):

ANt g A (AT
(exp(a)" = (1im S 20) = him (305 :JEEO; ! (21.38)

— exp(4l)
Beh.: Acu(n) & Al =—-A
i Gilt
exp(tAl) = exp(tA)' = exp(tA) ™" = exp(—tA) VteR, (21.39)
so folgt durch Ableiten
% o exp(tAT) = %
- “<=": Gilt umgekehrt AT = — A, so folgt mit Hilfe von (21.38))

exp(—tA) = Al = —A (21.40)

t=0

(exp(tA))' = exp(tAT) = exp(—tA) = (exp(tA)) " VteR (21.41)

(Im ersten Schritt haben wir noch benutzt, dass zwar A +— A" konjugiert linear ist,
aber t € R.) O
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Bemerkungen. - Es sei noch zweimal betont, dass auch im Falle K = C u(n) kein
komplexer, sondern nur ein reeller Vektorraum ist. Dies soll heissen: Die Addition ist
zwar die von Mat(n, C) geerbte, u(n) ist aber nur unter Multiplikation mit R ¢ C
abgeschlossen: Ist AT = —A (anti-selbst-adjungiert), so ist (14)" = AT = (—4) -
(—A) =iA, d.h. {A ist selbst-adjungiert.

- Fiir K = C lasst sich aber dann der Vektorraum der infinitesimal Erzeugenden der
unitaren Gruppe durch einfaches Multiplizieren mit ¢ mit den symmetrischen Abbil-
dungen identifizieren, welche sich der Eigenschaften erfreuen. Fiur K = R gilt
dies hingegen nicht (schon aus Dimensionsgriinden!!!) Die Moglichkeit eines solchen
fundamentalen Zusammenhangs zwischen Observablen und kontinuierlichen Sym-
metrien (Stichwort: Noether-Theoreme) ist letztlich der Grund fir die Bedeutung
von C in der Quantenmechanik.

- Die Klammer ist anti-symmetrisch
[A1, Ao] = —[Ag, Ay (21.42)
und erfiillt die Jacobi-Identitat
[A1, [Ag, As]] + [Az, [As, Ar]] + [As, [A1, Ag]] = 0 (21.43)

Eine solche Struktur heisst Lie-Algebra.
Rayleigh-Ritz-Verfahren

Unsere zweite Anwendung der Analysis auf die lineare Algebra liefert ein haufig be-
nutztes Verfahren zur Approximation von Eigenwerten symmetrischer Abbildungen
in hoher (sowie mit geeigneten weiteren Annahmen auch unendlicher) Dimension.
Wir formulieren sie fir K =R, V' =R" (n > 1) mit dem euklidischen Standardpro-

dukt ([21.7).

Theorem 21.13. Fiir eine symmetrische Matriz A € Mat(n,R), AT = A ist
A= min{(x, Az) | (z,x) = 1} (21.44)

der kleinste Eigenwert von A, und jedes x, mit (x,,x.) = 1 und (x., Ax,) = X ist
ein Eigenvektor zum FEigenwert X.

Bemerkungen. - Die (n — 1)-dimensionale Sphére

n

Shi={r e R [(z,2) =) (¢')* =1} (21.45)

i=1

ist beschrankt und abgeschlossen, und daher nach dem Satz von Bolzano-Weierstrass
[4.25] folgenkompakt im Sinne von (7.6 Daher nimmt die stetige Funktion  — (z, Az)
auf S"~! ein Minimum an, so dass die Behauptung Sinn macht.

- Der Rest des Beweises ist aber eigentlich eine Ausrede, nochmals einige Begriffe
aus dem zu wiederholen. Die folgenden Betrachtungen hingen zunéachst nicht
von der euklidischen Metrik auf R™ ab.
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Fakten 21.14. Es sei M C R” nicht leer und p € M. Fir eine offene Teilmenge
U C R" mit p € U heisst eine Abbildung

0:UNM — RF (21.46)

eine k-dimensionale (glatte) Karte von M um p falls

(i) o injektiv und stetig, und V := (U N M) C R* offen ist sowie

(ii) die Umkehrabbildung 1 := ¢~! : V — R™ (unendlich offlf) differenzierbar ist,
mit rang(DY(y)) =k Yy € V.

- Eine k-dimensionale (glatte) Untermannigfaltigkeit des R™ ist eine nicht-leere Teil-
menge M C R™ mit der Eigenschaft, dass fur jeden Punkt p € M eine (glatte)
k-dimensionale Karte von M um p existiert.

- Die Umkehrabbildung ¢» = ¢! : V. — U N M heisst auch lokale (regulire)
Parametrisierung von M um p. Sie ist anfangs eingéngiger, iiblich ist aber tat-
sachlich die Bezeichnung “Karte” fiir das Paar (U N M, ).

- Beispielsweise ist fiir V' C R¥ offen und eine glatte Abbildung f : V — R** der
Graph Graph(f) := {(z, f(z)) |z € V} eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit
des R" = RF x R"*. (Es existiert eine globale Karte mit U = R", ¢(z, f(z)) = x.)
- Der Inhalt des Satzes iiber implizite Funktionen ist die Aussage, dass fir eine
glatte Abbildung F : U — R"* die Niveaumengen F~!(const.) in der Umgebung
von Punkten p mit rang(DF(p)) = n — k lokal Graphen glatter Funktionen und
daher k-dimensionale Untermannigfaltigkeiten sind. Tatsachlich lésst sich auch jede
k-dimensionale Untermannigfaltigkeit so darstellen.

- Flir einen Punkt p € M C R" definieren wir den Tangentialraum von M in p als
Unterraum von R" (wie in (??) als in p angeheftet gedacht), indem wir eine lokale
Parametrisierung ¢ : V' — R" von M um p wéahlen (insbesondere existiert ein ¢ € V'
mit p =1 (q)), und setzen:

T,M := Dip(q)(R*) = {Dv(q)(w) |w € R*} (21.47)

Anschaulich ist T,M die Menge der Richtungsvektoren (0) aller glatten Kurven
v (—€,€) = R™ mit y((—e¢,€)) C M und v(0) = p.

st F:U - R mit UNM =UnNF10) = {¢(y) |y € V} wie im Satz iiber
implizite Funktionen, so folgt aus F(i(y)) = 0 Vy € V durch Ableiten aus der
Kettenregel

v=Dy(q)(w) = DF(p)(v) = DF o Di(g)(w) =0 (21.48)
und aus Dimensionsgriinden dann
T,M = Ker(DF(p)) C R" (21.49)

Insbesondere ist T,M als Untervektorraum von R"™ nicht von der Wahl einer
Parametrisierung (von denen es im Allgemeinen viele gibt) abhingig.

16Es macht auch Sinn, Untermannigfaltigkeiten zu betrachten, bei denen ¢! nur stetig, oder

ein-, zwei- etc. Mal stetig differenzierbar ist. H&aufig ist wie hier bei uns “glatt” synonym mit
“unendlich oft differenzierbar”.
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Beispiel: Die (n— 1)-dimensionale Sphére ist eine (n — 1)-dimensionale glatte Unter-
mannigfaltigkeit des R": Das Differential der definierenden Gleichung (z,xz) —1 =10
am Punkte z, € S™71 ist

R" > v = D({z,x) — 1)(x0)(v) = 2(xg,v) (21.50)
und hat Rang n— (n—1) = 1 (Ubungsaufgabe). Der Tangentialraum an die (n — 1)-

dimensionale Sphére im Punkte o € S™"~! ist also

Ty, S" ! = Ker D({z,x) — 1)(z0) = {v € R"| (zg,v) = 0}

_ L
=

(21.51)

(vel. (21.14).
Proposition 21.15. FEs sei M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit,

und f € C*°(R™,R). Angenommen, f hat in p, € M ein lokales Minimum auf M,
d.h. fiir eine Umgebung U C R™ von p, gilﬂ

flp) > fps) YpeUnNM (21.52)

Dann gilt:
T,.M C Ker(Df(p.)) (21.53)

In Worten: f ist in den Tangentialrichtungen in erster Ordnung stationar.

Beweis. Fur v € T, M sei v : (—e¢,€) — R"™ eine glatte Kurve mit v((—e¢,€)) C M,
7(0) = ps, und §(0) = v. OBdA nehmen wir an, dass y((—¢,¢)) C U N M, mit U
wie in (21.52). Dann hat fo~v:(—¢,€6) — R in 0 ein lokales Minimum und es folgt
daher aus 9.7

0= 2| 766 = DFRG0) = DIR) (21.54)

Dies impliziert (21.53 . ]
Beweis von [21.13. Wir wissen bereits, dass die auf R" glatte Funktion

— (z, Ax) (21.55)

auf S"~! ein globales also auch lokales Minimum in z, € S®! besitzt. Das Differ-
ential dieser Funktion ist

R" 5 v+ D(x, Az)(z.)(v) = 2(z,, Av) (21.56)
Mit (21.51]) bedeutet dann (21.53)), dass
vErr = (7., Av) =0 (21.57)

Wegen der Symmetrie von A ist also (Az,,v) =0 Vv € 2. In der Zerlegung
R*"=R-z, ®x; (21.58)

ist aber die Einschrinkung von (-, -) auf 2 ebenfalls positiv definit, also insbesondere
nicht entartet. Daher ist Az, € R - z,.. Es existiert also ein A mit Az, = A\z,. Es
folgt der Rest der Behauptungen. ]

17p, ist i.A. kein lokales Minimum von f in R”, d.h. es kénnte Punkte ¢ ¢ M aber in der Nihe
von p, geben, mit f(q) < f(p«)-
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INTEGRATIONSTHEORIE

Die Integralrechnung spielt in der Physik auf mindestens zwei, a priori verschiedene,
Weisen eine zentrale Rolle.
(i) Bei der Losung von gewohnlichen und partiellen Differentialgleichungen in der
klassischen Mechanik und Elektrodynamik ist das Integral mit variablen Grenzen
die Umkehrung der Ableitung, aufgefasst als lineare Abbildung zwischen geeigneten
Funktionenraumen.
(ii) Das Integral einer Funktion, allenfalls geteilt durch das Volumen des Integra-
tionsgebiets, berechnet als gewichtetes Mittel ihrer Werte Zustandssummen in der
statistischen Physik sowie Erwartungswerte und Ubergangsamplituden in der Quan-
tenmechanik.

Ich finde die enge mathematische Verbindung zwischen diesen beiden Interpre-
tationen einigermassen tiberraschend. (Sie ist aber letztlich wohl einfach genau der
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung!)

Der Aufbau der Theorie ist bedauernswerter Weise von einer ganzen Reihe
technischer Schwierigkeiten belastet, ganz unabhangig davon, welchen Zugang man
wéhlt (sei es tiber Masstheorie oder Vervollstandigung von Funktionenrdumen, mit
Treppenfunktionen oder “differentialgeometrisch”). Wir werden hier nur so viele
Details behandeln, als sie zum Verstédndnis und zur Wertschatzung unserer beiden
grossen Ziele unumgénglich sind, als da wéaren:

(A) Die Integralsitze von Gauss und Stokes als “natiirlichste” hoher-dimensionale
Verallgemeinerung des Hauptsatzes, und damit als Abschluss der Vektoranalysis.
(B) Die Identifikation der quadratintegrierbaren Funktionen auf dem R™ als voll-
stindigen unitiren Raum, intermediir zwischen F1(R™) und seinem Dualruam
F(R™), und damit als Grundlage zur Verallgemeinerung der Eigenwert- und Darstel-
lungstheorie auf unendlich-dimensionale Vektorraume.

§ 22 Integration im R”

Zur Erinnerung: Wir hatten im §14](s. Def.[14.3)) das Integral einer stetigen Funktion
f:1—V (I CR ein Intervall, V ein vollstdndiger normierter Vektorraum) von a
nach b in I definiert als Grenzwert einer speziellen Folge von Riemannschen Summen:

b & b—a k
/ f(s)ds = nh_)rgOZ( ) fla+ H(b—a)) (22.1)

n
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Unsere Motivation dazu war die Umkehrung der ein-dimensionalen Ableitung, aufge-
fasst als lineare AbbildungEg]

CY(I,V) —C°(I,V) (22.2)

im Sinne des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung: Fiir jede Funktion

fec1,V)ist
F(t) ::/t f(s)ds (22.3)

eine Stammfunktion von f, d.h. F(t) = f(t), und bis auf eine Konstante ist auch
jede Stammfunktion von dieser Form.

Die Konzeption des Integrals als Umkehrung der Ableitung lésst sich nun nicht
unmittelbar auf beliebige Funktionen von n > 1 reellen Verdnderlichen verallge-
meinern, aus mehreren Griinden. Ist z.B. U C R" offen, und f € C'(U,R), so ist
die Ableitung im Sinne des totalen Differentials per Def. eine (stetige) Abbil-
dung Df : U — Hom(R",R), “lebt also bereits in einem ganz anderen Raum”. Und
tatséchlich ist auch nicht jedes solches “Kotangentialvektorfeld” A : U — (R")Y
die Ableitung einer skalaren Funktion. Ist A\ selbst stetig differenzierbar, so folgt
eine notwendige lokale Bedingung aus der Symmetrie der zweiten Ableitung von
f (s. Lemma [10.13)), in der Form 9;\; = 9;A;. In den Theorie-Vorlesungen lautet
diese Beobachtung (unter stillschweigendem Dazwischenschalten einer euklidischen
Metrik) wohl tiblicherweise: “Konservative Kraftfelder sind rotationsfrei”. Und
global besitzt nur dann jedes A (welches die lokale Bedingung erfiillt) eine “Stamm-
funktion”, wenn U einfach zusammenhangend ist (d.h. “keine Lécher hat”).

Fiir n = 2 hatten wir dhnliche Zusammenhéange auch bereits in der Funktionen-
theorie angetroffen, s. §§I5HI7} Sind w und v reellwertige Funktion von z und y, und

gilt Oyu = —0,v, sowie 0,u = J,v, so existiert lokal eine (reellwertige!) Funktion U
mit v = 0,U, v = —0,U, sowie eine weitere reellwertige Funktion V' mit v = 9,V
v = 0,V . — Denn erfiillen Real- und Imaginérteil der komplexen Funktion f = u+iv

die Cauchy-Riemann-Gleichungen , so existiert lokal eine holomorphe Stamm-
funktion F' = U + 1V, die in diesem Fall also eine “Funktion der gleichen Sorte” ist,
und als Bonus ausserdem noch unendlich oft differenzierbar. Diese “Magie” beruht
allerdings ganz wesentlich auf der Existenz einer Kérperstruktur auf R? & C, und
daher besteht keine Hoffnung auf eine Verallgemeinerung dieser Aussagen auf hohere
Dimensionen, in denen eine solche algebraische Struktur einfach nicht zur Verfiigung
steht!

Eine flexiblere Interpretation, die sich unmittelbar und viel weitreichender ver-
allgemeinern lasst, ist die des bestimmten Integrals als “Mittelwert” einer Funktion
iiber ihren Definitionsbereich bzw. als “gewichtete Summe” ihrer Funktionswerte:

1

n—oo N,

n b
Zf(a—i—%(b—a)) = bia/ f(s)ds (22.4)

18Hier bezeichnet C°(I,V) den Vektorraum der stetigen, und C*(I,V) den der einmal stetig
differenzierbaren Abbildungen von I mit Werten in V', vgl. Def. [10.14
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Ein Vorteil der Mittelwertinterpretation der Integrals ist, dass sie im Prinzip auch
fiir beliebige Funktionen auf Mengen eingefithrt werden kann, die nicht mit allen
Strukturen von R bzw. R™ ausgertistet sind. (Beispielsweise ist schon die Abbildung

R"={z: N>R} —=R

L 22.5
x:(:cl,...,x”)THZx’ ( )
=1

(vel. S. der Permutationsdarstellung von .S,, auf ihren invarianten Unterraum
eine interessante Sorte Integral in diesem Sinne.) Man beachte allerdings, dass diese
Interpretation des “Integrals von a nach b7 als “Mittelwert tiber das dazwischen-
liegende Intervall” von der Auszeichnung (bzw. dem Vergessen) einer Orientierung
von R abhéngt. Schreiben wir ab jetzt (im Falle a < b),

z)dx = s)ds 22.6
I / £(s) (22.6)

so gilt fir a > b:
b
/ f(s)ds = — (x)dx M (22.7)
a [b,a]

Eine andere (etwas weniger subtile) Charakterisierung dieser Unterscheidung ist die
Monotonie des Integrals im Falle eines angeordneten Wertebereichs (d.h. V' = R).
Es gilt ndmlich offenbar:

f(x) > 0Vz € [a,b] = f(z)dx >0 (22.8)
[a,]

Ausserdem haben wir hier den sog. “Mittelwertsatz der Integralrechung”:

Lemma 22.1. Es seiena,b € R mita < bund f : [a,b] — R eine stetige Punktior]
Dann existiert ein & € [a,b] so, dass

S = / F(s)ds = f(€)-(b—a)=F(©) - b—al  (229)

Beweis. Fir a = b steht mit ¢ = a auf beiden Seiten 0. Es sei also im Folgenden
a < b. Da [a,b] nach dem Satz von Bolzano-Weierstrass folgenkompakt ist,
exsitieren geméss Thm. [7.6] Stellen z,,, und z), in [a, b] so, dass

f(xy) = inf f([a,b]) = nf{ f(z) |2 € [a, b]}

o) = sup f([a.8) = sup{ 1 (&) | € o, 0] 2210
Es gilt dann f(z) — f(z,,) > 0 Vz und daher (Ubungsaufgabe!)
(x)dx — f(xy) - (b—a) = (f(z) = f(zm))dz >0 (22.11)

[a,b] [a,b]

9Wir lassen als Verallgemeinerung von m jetzt auch die Notation [a,a] := {a} C R zu.
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Ebenso gilt

. (x)dx < f(zp) - (b—a) (22.12)

Zusammen
1

b —a [a,b]

f(xm> <

(2)dx < f(zwm) (22.13)

Mit Hilfe des Zwischenwertsatzes [7.1] folgt dann die Existenz einer Stelle £ € [a, 0]
mit

1
1O =50y [ s (22.14)
wie gefordert. [

Wir geben also nun als Ziel dieses § aus, das Integral von Funktionen mehrerer
Verénderlicher iiber Teilmengen des R", interpretiert als gewichtete Summe ihrer
Funktionswerte, zu definieren (und zu berechnen). (Und im werden wir dann
sehen, wie sich daraus auch in n Dimensionen (manchmal) Stammfunktionen durch
Integration gewinnen lassen.) Wie bei der Funktionentheorie sind wir dabei von
den Fragen begleitet, fiir welche Klasse von Funktionen, und fiir welche Sorte Teil-
mengen, die Konstruktion sinnvoll ist. Die Antwort wird zwar eine ganz andere
sein, und wir werden auch (wie es sich gehort) unstetige Funktionen iiber ganz
krumme Mengen integrieren kénnen. Als Ausgangspunkt nehmen wir aber wieder
stetige Funktionen, als “elementarste Definitionsbereiche” diesmal Produkte von In-
tervallen.

Definition 22.2. Ein Quader ist eine Teilmenge () C R™ der Form

Q= lay, b)) x -+ X [ap,by] ={r €R" | a; < 2" < bj,i=1,...,n} (22.15)

fiir reelle Zahlen a1 < by, as < by,...,a, < b,. Ein Quader heisst entartet, falls
a; = b; fiir wenigstens ein i € {1,...,n}, sonst nicht-entartet. Wir schreiben
vol(Q) = [ ] Ib: — ail (22.16)
i=1

fir das (euklidische!) Volumen. Offensichtlich ist vol(Q)) = 0 < @ entartet.

Topologischer Aufbau

Zur Wiederholung einiger Begriffe und Aussagen aus der HoMa II (s. S. ff.,
sowie §f), fixieren wir auf dem R™ eine beliebige Norm ||-||, mit der er zu einem
vollstandigen metrischen Raum wird. (Insbesondere konvergiert eine Folge (zy) C
R™ genau dann, wenn sie eine Cauchy-Folge ist.)
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Teilmengen des R”: - Eine Teilmenge U C R" heisst offen, falls fiir jedes z € U ein
r > 0 existiert so, dass

B.(x) ={yeR"|[lz -yl <r}CU (22.17)

- Eine Menge A C R" heisst abgeschlossen, falls einer jeden Folge (zx) C A, welche
als Folge in R™ konvergiert, Grenzwert in A liegt. Dies ist genau dann der Fall, wenn
R™ \ A offen ist.

- Eine Teilmenge K C R™ heisst folgenkompakt (wir sagen im Folgenden auch einfach
“kompakt”), falls jede Folge (x;) C K eine konvergente Teilfolge besitzt, deren Gren-
zwert noch in K liegt. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrass ist dies genau
dann der Fall, wenn K abgeschlossen und beschrankt ist. (Und K ist beschrénkt
genau dann, wenn ein R > 0 existiert so dass K C Bg(0) := {y € R"|||y|| < R}).

- Der Abschluss einer beliebigen Teilmenge X C R" ist die “kleinste” abgeschlossene
Menge X, die X noch ganz enthilt. Eine niitzliche Charakterisierung von X ist
als Vereinigung von X mit den Grenzwerten aller (in R™) konvergenten Folgen mit
Werten in X.

X = m A=XU{lim 2, | (#n)nen C X, x, ist Cauchy-Folge} (22.18)

n—00
ADX
A abgeschlossen

- Der offene Kern oder das Innere einer beliebigen Teilmenge X C R” ist die

“grosste” offene Menge X, die noch ganz in X enthalten ist.

x=Ju (22.19)

Uucx
U offen

- Der (topologische!) Rand von X ist

X =X\ X (22.20)

Funktionen und Funktionenrdume: - Wir interessieren uns letztlich auch wieder fiir
das Integral mit Werten in vollstdndigen normierten Vektorraumen, die grosste Miithe
entsteht aber bereits bei reellen Funktionen, und wir lassen zur Erleichterung daher
den Wertebereich aus der Notation normalerweise weg. F(R") := F(R",R) ist dann
der Vektorraum aller Funktionen auf R™, und C(U) := C°(U) der Raum der stetigen
Funktionen auf einer offenen Menge U, etc.

- Fiir eine Funktion f € R"™ heisst

supp(f) = {z € R"[ /() £ 0} (22.21)

der (topologische) Trdger (Support) von f. (Man beachte den Konflikt mit (19.6)
in Kapitel [7])
- Fiir eine beliebige Menge X C R™ heisst yx : R” — R mit

1 fallsx e X
xx(x) = { (22.22)

0 fallszx ¢ X

die charakteristische Funktion von X.
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Ubungsaufgabe : supp(xx) = X).

Konvergenz: - Eine Folge von Funktionen (fz) C F(X) (X C R” beliebig) heisst
punktweise konvergent gegen f € F(X), wenn Vo € X die reelle Folge (fix(x)) C R
gegen f(x) konvergiert. Sie heisst gleichméssig konvergent, wenn

Jim [ = fille =0 (22.23)
— 00

wobei | fllo := sup{|f(z)||z € X} € R* := RU{oc}. (Dies ist nicht eigentlich eine
Norm, wir tun aber so. Manchmal schreiben wir auch ||| x.)

- Die Grenzfunktion einer gleichméssig konvergenten Folge von stetigen Funktionen
ist ebenfalls stetig (Theorem [8.5), d.h. (C(X), ||-|ls) ist vollstéandig.

- Auf einer kompakten Menge ist jede stetige Funktion gleichmaéssig stetig (Theorem

Iterierte Integration

Wir kénnen nun eine erste praktische Definition des m-dimensionalen Integrals
angeben.

Lemma 22.3. Sei Q = X_ [a;,b;] C R" ein Quader und f € C(Q). Dann ist die
Funktion
(2%,...,2") flzt, 2? ... 2™ da?! (22.24)
[a1,b1]
stetig auf dem Quader X:L:2 la;, b)) € R™ 1.

Beweis. (s. auch Theorem @ ist kompakt. Die gleichmaéssige Stetigkeit be-
deutet, dass fiir jedes € > 0 ein § > 0 existiert so dass |f(x1) — f(x2)| < € falls nur
||z1 — x5]] < 8. Schreiben wir zur Abkiirzung y = (22, ...,2") und ist ||y; — ya|| < 6,
so gilt (zur Not als Folge der Dreiecksungleichung) [|(x!,v1) — (2!, 32)| < § fiir alle
z! € [ay,b1], und daher folgt mit Hilfe der Standardabschitzung des Integrals

[ s [ gt
[a1,b1]

[a1,b1]
< by — ar| - sup{[f (2!, 31) — f(ah,92)| | 2" € [ar, ba]}
S |b1 - CL1| - €

(22.25)

Dies lasst sich offensichtlich iterieren, und wir setzen

Definition 22.4.

[p—— . 1 n 1 2., n
/Qf(x)dx = /{ambn]( /[%bQ] (/[ahbl] flz,...,2")dx )dx )dm (22.26)

Diese Definition erfreut sich offensichtlich der folgenden charakteristischen Eigen-
schaften eines Integrals (vgl. Lemma [14.6)):
(i) Linearitat und Integration von Konstanten:

1+ Afa+co)(z)dr = (x)dx + A o(z)dx + ¢ b, — a; )
/Q(f+f+)() /Qf() +/Qf() rellon-a) (221
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(ii) Monotonie (und kein Vorzeichen- bei Orientierungswechsel!):

/ flz)de >0 falls f(z) >0VereQ (22.28)
Q

(iii) Standardabschétzung:
‘ / f(x)dx
Q

Zur Additivitdt im Integrationsbereich konnen wir ohne weiteres nur sagen, dass

< flle-TT 1 —ail (22.29)

—vol(Q)

/Q @)z = KZZI [t (22.30)

wenn die K = {Qk|K = 1,..., R} eine n-dimensionale Karierung von @ sind: Die
Intervalle [a;,b;] sind zerlegt geméss a; = s;0 < 1 < ... < 8, = b; und die
Qx sind alle die von der Form xle[si,kmsi,ki+l] (ki = 0,...,7 — 1; es sind dies

R =[], Stuck.) Dies folgt sofort aus der Intervalladditivitdt (und Linearitit) des
ein-dimensionalen Integrals, und reicht bereits aus um nachzuweisen, dass der Wert
des Integrals nicht davon abhéangt, in welcher Reihenfolge wir iiber die verschiedenen
2! abintegrieren.@

Lemma 22.5. Fir jedes ¢ > 0 existiert eine Karierung von @) in eine geeignete
Zahl R Quader gleichen Volumens, und Zahlen cx, K =1,..., R derart, dass

’/Qf(x)dx— vol(@) icK

<e (22.32)

Beweis. Da f auf der kompakten Menge () gleichméssig stetig ist, existiert ein § > 0

so dass |f(x1) — f(z2)| < i falls |1 — 22]] < 6. Sei K so fein, dass jeder der Qg

Durchmesser kleiner als ¢ hat (in der gewéhlten Norm, d.h. sup{||z1 — 5| |:L‘1, T9 €
QK} < 0). Wahle beliebige Stutzstellen zx € Qk und setze cx = f(xg). Dann folgt

20Es ist moglich, diese Aussage anzugehen, ohne die Welt der stetigen Funktionen zu verlassen.
Skizze: Die Aussage ist offensichtlich richtig fiir Produkte von Funktionen der einzelnen Variablen,
sowie endliche Linearkombinationen hiervon, d.h. fiir alle Funktionen im algebraischen Tensorpro-
dukt,

A(Q) = @1 C([ai, bi]) € C(Q) (22.31)

A(Q) ist aber ausserdem offensichtlich eine Unteralgebra von C(Q), und punktetrennend. Sie
erfiillt also die Voraussetzungen des Satzes von Stone-Weierstrass und liegt daher dicht in C(Q)
(in der Supremumsnorm). Dann argumentiert man wie im Beweis des Lemmas.
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fiir alle K aus den obigen Eigenschaften des Integrals

[ st = cvolt@u| = | [ (760 - xra
Qk K
<1 = Joloy - vol(@u) < ST (2259)
1
Summe iiber K und ergibt die Behauptung. ]

Offenbar geht in den Beweis die Integrationsreihenfolge gar nicht ein (d.h. die Ab-
schatzung gilt mit den gleichen Q) und cg fiir beliebige Reihenfolge), und daher
folgt:

Korollar 22.6. Fir jede Permutation o € S,, gilt

/ f(z)dx = / ( > (/ flt ... ,x”)dx”(l)> > -)dm"(”) (22.34)
Q [aa(n)vbo(n)] [a0(1)7ba(1)]

Kompakter Trager oder Integrationsbereich

Das an dieser Stelle vielleicht dringlichste Manko der Definition ist die
Beschrankung auf Quader als Integrationsbereiche. (Mittelwerte wollen wir ja
eigentlich iiber beliebige Mengen berechnen!) Fiir n = 1 hatten wir in der H6Ma
IT bereits durch einen Grenziibergang das “uneigentliche” Integral iiber nicht kom-
pakte Intervalle definiert, s. (14.34)), (und mit Hilfe der Funktionentheorie in vielen
Fallen berechnet). In hoheren Dimensionen kommt eine noch grossere Vielfalt von
Integrationsbereichen in Betracht, so z.B. alle kompakten Mengen, Kugeln etc..

Dartiber hinaus wird es sich aber als notig erweisen, auch recht unstetige Funk-
tionen integrieren zu konnen, und zwar spétestens bei der Anwendung zur Lésung
von physikalischen Problemen durch Approximation, Iteration, und Ausnutzen der
Vollstandigkeit (vgl. . So ist es etwa bei einer statistischen Interpretation natiir-
lich, die Giite einer Approximation nicht durch die “Supremums-Norm” zu messen,
sondern eben genau durch Mittelwertbildung, d.h. Integration. Die Sicherung der
Vollstéandigkeit (s. Beispiel erfordert dann die Betrachtung unstetiger Funktio-
nen, jedenfalls in Zwischenschritten 1]

Eine Verbindung schien bereits beim Beweis von Lemma durch: Der Aus-
druck >, vol(Qx)ck lasst sich offensichtlich interpretieren als Integral iiber @) der
unstetigen Funktion

ZCKXQK (22.35)

K

(wo xq die charakteristische Funktion von Qg ist mit [, xq.(z)dr = [, ldx =
vol(Qk)), die die stetige Funktion f(z) gleichméssig approximiert, und die Rech-
nung ist nicht anderes als die Abschéitzung des Mittelwerts durch das Supremum.

21 Tatséchlich sind die physikalisch relevanten Losungen hiufig wieder stetig (sogar glatt). Die
Philosophie ist aber d&hnlich wie die Vervollstindigung der rationalen zu den reellen Zahlen.
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Eine systematische Fortsetzung dieser Idee fiithrt evtl. mit einem Umweg iiber Trep-
penfunktionen zur Mafitheorie (s. Einschiibe).

Wir werden (stattdessen) die Strategie verfolgen, das Integral mit seinen
charakteristischen Eigenschaften Schritt fiir Schritt auf immer grossere Unterrdume
von F(R"™) und (Klassen von) Integrationsbereichen fortzusetzen.@ Am einfachsten
ist der folgende:

Definition 22.7. Wir schreiben fiir den Vektorraum der stetigen Funklionen mit
kompaktem Triger

C.(R") :={f € F(R")| supp(f) kompakt} (22.36)
Da supp(f) per Definition abgeschlossen ist, gilt offensichtlich:
f € C(R™) & f ist stetig und f(z) = 0 fiir ||z|| > R fir ein R > 0

S . (22.37)
< Es existiert ein Quader @@ C R"™ mit supp(f) C Q.
Fir f € C.(R") setzen wir dann
f(z)dx = / f(z)dz (22.38)
R Q

fiir ein beliebiges @ D supp(f). Der Wert des Integrals ist offensichtlich unabhéngig
von der Wahl von Q. (Ist " D supp(f) ein anderer Quader, so kariert man die
Differenz von @ und Q’, auf der f verschwindet, und benutzt )

- Ist U C R™ offen, und f € C.(U) stetig mit kompaktem Trager in U, so ist die
Fortsetzung

N flz) xzeU
= 22.39
(o) {0 P (22.39)
stetig auf ganz R™ und mit kompaktem Trager und wir setzen
/ f(z)dx = f(z)dx (22.40)
U R™

Bei der Vervollstindigung der Integrationstheorie (im Sinne eines “verntinftigen
linearen Funktionalﬂ auf einer maximalen Klasse von integrierbaren Funktionen”)
im §24|wollen wir insbesondere erreichen, dass fir sinnvolle (z.B. kompakte) Mengen
K C R"™ die charakteristische Funktion xx integrierbar ist, und dass wir fir (z.B.
stetige) Funktionen f schreiben kénnen

/K Fla)de = /R () fa)d (22.41)

(Dabei werden wir natiirlich sicherstellen, dass dies mit dem schon definierten
Spezialfall, in dem K = @ ein Wiirfel ist, vertrdglich ist.)

22Tatséchlich lidsst sich ein Integral mit verniinftigen Eigenschaften nicht auf ganz F(R™)
definieren. Der Unterraum, den wir beschreiben, ist aber in einem gewissen Sinne “so gross wie
moglich”.

23Ein Funktional ist eine Linearform auf einem Vektorraum von Funktionen.
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Treppenfunktionen

*** werden im Folgenden nicht benotigt ***

- Eine Funktion ¢ : R"™ — R heisst Treppenfunktion, falls eine endliche Anzahl
Quader Qq,...,Q, mit reellen Zahlen ¢y, ..., c; existiert mit der Eigenschaft, dass

QN Q; =0 falls i # j und
k
o= e, (22.42)
=1

Die Menge T (R™) der Treppenfunktionen ist abgeschlossen unter punktweise Addi-
tion und Skalarmultiplikation, bildet also einen Untervektorraum von F(R™). Wir
werden den Beweis dieser Aussage nicht formal aufschreiben, illustrieren aber die
notwendigen Grundideen durch die folgenden Beobachtungen.

- Die charakteristischen Funktionen von offenen Quadern sind Treppenfunktionen:
Betrachte einen nicht-entarteten Quader @ = [ay,b1] X -+ X [ay, b,], und setze fur
1=1,...,n

Xi 1= XIR"*1><[ai,bi}><R"7i y )21' = XRiflx(aiubi)XRnii ’ (22 43)

Pi = XRi-1x{a;} xR*—i VY = XRi=1x{b;} xRn—1

Dann gilt
" (22.44)

Ausmultiplizieren ergibt die explizite Darstellung von Xg als Linearkombination von

charakteristischen Funktionen von abgeschlossenen Quadern, welche ausser () alle
entartet sind und daher leeres Innere haben.

- Ebenso sind charakteristische Funktionen von kartesischen Produkten offener, hal-
boffener, und abgeschlossener Intervalle Treppenfunktionen. Wir wollen solche Men-
gen teilweise offene Quader nennen.

- Fir zwei Quader @7 und @)y lisst sich die Summe wieder in die Form (22.42))
zerlegen (Ubungsaufgabe).

- Man beachte insbesondere, dass die Darstellung einer Treppenfunktion wie in
(22.42) nicht eindeutig ist. Fiir n = 1 gilt beispielsweise

Xlab] = X[a, 28] T X[atb 5 = X{azby (22.45)

- Aus diesen Betrachtungen folgt etwa auch, dass
T(R") = span{xq | @ C R" ein Quader} C F(R") (22.46)
(Charakteristische Funktionen abgeschlossener Quader bilden nur eben keine Basis

von T (R™), siche ([22.45)).)
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- Schliesslich tiberlegt man sich, dass fiir eine Treppenfunktion ¢ € T (R™) die Zahl

k

Ir(p) =Y c;ivol(Q:) (22.47)

=1

tatsachlich nicht von der gewahlten Darstellung (22.42)) abhdngt. (Beweis wird
nachgereicht), und dass sie ausserdem tibereinstimmt mit dem (noch zu definieren-
den) Integral von ¢ iiber R",

fr(¢)=zu/:l¢($)dx (22.48)

Jedenfalls tiberpriifen wir leicht:

Lemma 22.8. (i) Fir alle 1,09 € T(R"), A € R gilt

IT(Ap1 + @2) = M7 (p1) + I7(02) (22.49)

(it) Fir alle ¢ € T(R™) mit p(z) > 0 Ve € R ist I+(p) > 0. (Monotonie)
(iii) Fiir alle o € T(R") ist auch |p| € T(R™) und |I(¢)| < Ir(|¢]). P

Beweis. wird nachgeliefert ]

und konnen auch Iy auf C.(R™) tibertragen und iiberpriifen, dass es dort mit dem
Integral tibereinstimmt:

- Wir benutzen hierzu wieder, dass stetige Funktionen auf folgenkompakten Mengen
gleichmassig stetig sind (s. Thm. . Es folgt daraus, dass sich stetige Funktionen
mit kompaktem Trager gleichméssig durch Treppenfunktionen approximieren lassen.
Genauer gilt:

Lemma 22.9. Es sei f € C.(R") und Q ein Quader mit Q@ O supp(f). Dann
existiert fir jedes € > 0 ein ¢ € T(R™) mit supp(¢) C Q und

1 = ¢lloe (= sup{If(x) — p(@)| |2 € R"}) < e (22.50)

Beweis. (Die wesentliche Idee ist die gleiche wie im Beweis von , allerdings
ist wegen der Missachtung der Quaderrander (22.35) noch nicht notwendig eine
gleichmaéssige Approximation von f.) Da ) kompakt ist und f stetig, existiert ein
0 > 0 so, dass

lf(x) — fly)] <e furallez,y € Q mit ||z —y| <9I (22.51)

/

Zerlege @ (z.B. durch Karierung) in disjunkte, teilweise offene Quader @, ..., Q%
so, dass fiir alle ¢

diam(Q!) (:: sup{|[|z —yl | 2,y € QQ}) <4 (22.52)

“epl(x) = ()]
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Wihle Stutzstellen x; € Q) fiir i = 1,..., k und setze

k

=Y fx)xe (22.53)

=1

Dann gilt supp(¢) C @ und da die @} eine disjunkte Zerlegung von @ bilden,
existiert fiir jedes v € @ genau ein i, € {1,...,k} mit x € Q; . Es folgt fiir alle

rEQ

[f(2) = (@) = [f(x) = flz:,)] <e (22.54)
wegen (22.51)) und da ||z — z;,|| < diam(Q;, ) < 6. Da f und ¢ ausserhalb von @
verschwinden, folgt ([22.50)). ]

Die folgende Rekonstruktion des Integrals auf C.(R™) aus [ illustriert die Strate-
gie, die wir im folgenden § (mit etwas anderen Grenzprozessen) noch héaufiger
durchziehen werden. (Sie ist aber etwas kompliziert und wie der gesamte Einschub
logisch auch nicht notwendig.)

Proposition/Definition 22.10. Es sei f € C.(R™). Wihle einen nicht-entarteten
Quader Q@ D supp(f), und eine Folge (vr)ren C T (R™) von Treppenfunktionen mit
supp(¢x) C Q und limg_,o0 || f — Yk|loo = 0. Dann ist (I7(¢x))ken eine Cauchy-Folge
(von reellen Zahlen) und

Ie.(f) = Jim I (k) (22.55)
hangt weder von dem Quader @ noch von der Folge (@) ab.

Beweis. Die Existenz einer Folge mit den geforderten Eigenschaften folgt aus dem
Lemma [22.9] Fiir jedes € > 0 existiert dann ein K so, dass fur alle k£, > K und fir
alle x € Q:

[ou(@) = @) < loule) = F(@)| + | (@) = i)
<N = erlle +11F = aille < iy

Fir z ¢ Q ist px(z) — ¢i(z) = 0. Mit Hilfe von Lemma und I7(xq) = vol(Q)
folgt fir k,l > K

(22.56)

7 (or) — Ir(@)| = [I7(or — )| < Ir(Jor — i)

< Ir(llex — @illoo - xQ) < volE(Q) vol(Q) = e (22.57)

(I7(ipx)) ist also eine Cauchy-Folge, daher konvergent. Sind @ und (@) ein anderer
Quader und Folge mit supp(f),supp(@x) C Q und ||f — @kl — 0, so sei C:2 ein
Quader mit @ N Q C Q. Dann folgt aus |l¢r — @kllee — 0 mit einer Abschéitzung
auf Q, dass lim I7(Pg) = lim I-(¢y,). O

Proposition 22.11. I, : C.(R") — R ist linear, monoton, und fir f € C.(R"™) mit
supp(f) C Q fiir einen Quader Q gilt

e (F) < [1fllos - vol(Q) (22.58)
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Beweis. Wende die Rechenregeln fiir Folgen auf die entsprechenden Eigenschaften
von I an. O

Wir wollen schliesslich noch zeigen, dass I, = fR” -dz aus Def. . Im Fallen =1
iiberzeugt man sich, modulo der Bemerkungen bei , leicht davon, dass die
Karierungen nattrlich nichts anderes sind als die Intervallzerlegungen aus Fiir
die Iteration gehen wir vor wie oben.

Proposition 22.12. Sei f : R™ x R™ — R stetig mit kompaktem Trdger.
(i) Fiir jedes y € R™ ist die Funktion

R" >z f¥(2) := f(z,y) €R (22.59)

stetig mit kompaktem Trager.
(ii) Die Funktion
R™ €y gly) == Ie.(f¥) (22.60)

ist stetig mit kompaktem Trager.
(iii) Es gilt: Ic.(g) = Ic,(f)

Bemerkungen. Beachte, dass wir in der Notation von Iz, nicht zwischen den ver-
schiedenen Dimensionen unterschieden haben, da wir diese aus dem jeweiligen Ar-
gument ablesen kénnen. Nach dem Beweis lautet die Aussage in der iiblichen Nota-

tmm [ ([ sema)iy= [ s (2261)

(und aus Symmetriegriinden natiirlich auch = / ( f(z, y)dy) dx.)
n Rm

Beweis. - Zunéchst halten wir fest, dass die analogen Aussagen fiir das Integral Iy
auf Treppenfunktionen gelten. Dazu reicht es wegen der Linearitdt der beteiligten
Abbildungen (I7, ¢ — ¢W, ¢ s Ir(pV)) € T(R")) aus, sie fiir das Erzeugenden-
system der charakteristischen Funktionen abgeschlossener Quader zu veri-
fizieren. Offenbar ist aber jeder Quader in R™™™ ein Produkt @ x P von Quadern
in R® und R™ und es gilt

Ir(xgxp) = vol(Q x P) = vol(Q) - vol(P) = Ir( Ir(xyp) ) (22.62)

=vol(Q)-xp

Fir stetige Funktionen mit kompaktem Trager sind die Aussage (i) und die
Beschrénktheit des Triger von ¢ offensichtlich. Die Stetigkeit von g folgt wie im
Beweis von [22.3] aus der gleichméssigen Stetigkeit und der Standardabschitzung in
22111

Zum Nachweis von (iii) sei Q x P ein Quader in R"™ x R™ mit supp(f) C @ x P
un%ﬁr e>0sel ¢ € T(R* x R™) mit supp(¢) C @ x P und ||f — ¢|l« < €. Dann
gil

Ie.(f) — Ir(9)] < e-vol(@ x P) (22.63)

ZBetrachte lim [I7(px) — I7(p)| fiir || f — ¢rlloc — O.
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Ausserdem gilt natiirlich Yy € R™ [|[f® — o® | < |If — ¢llec < € und wegen
supp(f“), supp(¢®) C Q mit g(y) == Ie.(f¥), ¥ (y) := I(¢¥) daher

19 — e < € vol(Q) (22.64)
Es folgt wegen supp(g), supp(v)) C P
elg) — Fr(6)] < - vol(@Q) - vol(P) (22.65)

und wegen I7(¢) = I7(p) zusammen

Te.(9) = Ie.(f)| < [Ie.(9) = Ir()| + |17 () = Le.(f)] < 2¢-vol(Q) - vol(P) (22.66)

Mit € — 0 folgt die Behauptung. ]

Mafitheorie

% Nur als Anriss gedacht **

- Die Maf3theorie beschéftigt sich ganz allgemein mit dem Problem, ein gewisses
System A C P(X) von Teilmengen einer beliebigen Menge X als “messbare Men-
gen” auszuzeichnen@ und ihnen ein gewisses “Gewicht” oder “Volumen” (das Maf)
u(A) € Rt = [0, 00| fiir A € A zuzuweisen. Dabei sind A und p gewissen nattrlichen
Kompatibilitatsbedingungen unterworfen. Insbesondere sollte § € A mit p(@)) = 0
sein und fiir A;, Ay € A sollten auch A§ := X \ A;, A1 N Ay sowie A; U Ay messbar
sein und es sollte gelten

(A1 U Az) = (A1) + p(Az) — p(Ar N As) (22.67)

Man verlangt auch Verallgemeinerungen dieser Bedingungen auf abzdhlbarﬂ Sys-
teme von messbaren Teilmengen.

- Dieser Rahmen ist zunéchst sehr allgemein und erlaubt auch im Falle des R™ eine
Vielzahl von verschiedenen Konstruktionen. Nicht-triviale Beispiele liefern bereits
das sog. ZahlmaB (u(A) = |A] falls A endlich und p(A) = oo sonst) und das sog.
Punkt- oder Diracma$ bei 0 mit pu(A) = 1 falls 0 € A, u(A) = 0 sonst). Verlangt
man jedoch,

1. dass das Maf translationsinvariant ist, d.h.

pw(A+z)=u(A) vAe A,z e R" (22.68)

und
2. dass abgeschlossene Quader messbar sind, und normiert man das Volumen des
Einheitswiirfels auf

p([0,1] x --- x [0,1]) =1 (22.69)

26P(X) ist die “Potenzmenge”, d.h. die Menge aller Teilmengen, von X.

2TEine (nicht-leere) Menge X heisst (hochstens) abzéhlbar, falls es eine Folge (xy)ren C X gibt,
die jedes Element von X mindestens einmal trifft. Die rationalen Zahlen Q sind abzéhlbar, die
reellen Zahlen sind nicht abzihlbar, s.
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so kann man zeigen, dass diese Bedingungen das sog. Lebesgue-Maf} auf R™ eindeutig
festlegen. Beispielsweise zeigt man durch “Teilung” und “Ausschépfung”, dass wie
erwartet (@) = vol(Q) fir einen beliebigen (kompakten) Quader Q.

- Zur Definition eines Integrals auf einer Teilmenge von F(R™,R) ordnet man dann
zunichst den charakteristischen Funktionen von A € A das Mafl 1(A) zu und setzt
dies linear auf endliche Linearkombinationen fort. “Messbare” und “integrierbare”
Funktionen sind dann solche, die sich “unter dem Integral” durch diese endlichen
Linearkombinationen approximieren lassen mit einem endlichen Wert fiir ihr Inte-
gral.

- Unsere Vervollstandigungsstrategie im ist moralisch sehr &dhnlich, geht aber
aus von der (m.E. physikalisch leichter zu motivierenden) Mittelwertinterpretation
anstatt von der (u.U. intuitiveren) “Volumenmessung”.

- Ein Vorteil der Maftheorie ist die grossere Flexibilitdt, dass sich also beispiel-
sweise Punkt- und Zahlmafl “auf einer Stufe” behandeln lassen. Interessant sind
insbesondere Wahrscheinlichkeitsmaj$e auf beliebigen Mengen X, d.h. Mafle mit der
Eigenschaft, dass u(X) = 1.

- Fir den R™ ist das Ergebnis letztlich das gleiche, was wir andeuten, aber nicht
vollstdndig zeigen werden.

Monotone Konvergenz

Mit welchen Grenzprozessen sollen wir nun unsere Integration verfolgen?

- Die Standardabschétzung des Integrals garantiert insbesondere, dass fiir (fx) C
C.(R™)

lim =l =0 = Jim [ fil@de= [ flr (22.70)

li

k—oo R™

Die Umkehrung gilt (natiirlich) nicht, d.h. also Konvergenz der Integrale impliziert
nicht gleichmassige Konvergenz der Funktionenfolge (s. Beispiel[22.13)). Das Integral
alleine ist aber auch zu schwach.Heidelberger Tradition folgend™| werden wir das
“Prinzip der monotonen Konvergenz” (vgl. Thm.

‘ Eine monotone Folge reeller Zahlen ist entweder unbeschrankt oder konvergent.

welches sich bei der Konstruktion der reellen Zahlen mittels Dedekindschen Schnit-
ten (s. Thm. schon als niitzlich erwiesen hat, von einzelnen Zahlen auf Funktio-
nen ausdehnen, im §24]systematisch, hier zunéchst nur fiir eine spezielle Anwendung.
Verabredung: - Fir f,g € F(R",R) schreiben wir f > g, falls f(z) > g(x) Vz € R™.
(Gibt es sowohl x mit f(x) > g(x) als auch solche mit f(z) < g(z), so sagen wir gar
nix.)
- Eine Folge (fx) € F(R™) heisst monoton wachsend (fallend), falls fr.1 > fip Vk
(fes1 < fr VE).
- Wir schreiben fi 1 f (bzw. fr | f), falls (fx) punktweise monoton wachsend
(fallend) gegen f konvergiert.

Warum dies fiir die Integration stetiger Funktionen tiber kompakte Mengen rel-
evant sein konnte (und sein wird), illustriert das

28Ich lehne mich an das Weissauersche Skript an, frithere Versionen stammen von Prof. Freitag.
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Beispiel 22.13. Sei @ = [a1, b1 X - -+ X [ap, by] ein Quader und fir £ = 1,2,... und
1=1,....,n,z eR:

(O r<<a;— 11€ Jri
k(r—ai+ 1) =€ la— 1,
oir(z) =<1 x € [a;, by
1—-k — bz € bz‘, bz 1 T f f !
($ ) X [ 1+ k} ai_% a; b; brf—%
\O xr > bl + %
(22.71)
Dann gilt ¢;; € C.(R) und @ | X[a,p,] fir & = oo (die Konvergenz ist aber nicht gle-
ichméssig). Daher erfiillen die Funktionen ¢, fir z = (z',...,2™")T € R™ definiert

durch,
= [ ez (22.72)
=1

v € C.(R™) und ¢y, | x@. Es gilt

/ () = f[( /R cpki(xi)dxi>

=1

- (22.73)
= ZlI(bz —a; + %) — vol(Q) fiir k — oo

wobei die letzte Konvergenz monoton fallend ist.
- Ist dann f € C(R™) (nicht notwendig kompakter Trager, aber) mit f > 0, so
gllt f gok I fxx und die Folge fR" x)pk(x)dx konvergiert monoton fallend gegen

I, f 0 (Ubungsaufgabe?)
- Ist hlngegen f<0,sogilt f- gpk 1 fxKk, und die Folge fRn x) g (z)dzr konvergiert
monoton wachsend gegen [, f 0 x)dr.

- Ist f € C(R™) mit unelnhelthchem Vorzeichen, so zerlegen wir f = f, + f_,
wobei f+ = max(f 0) > 0und f. = min(f 0) < 0. fi sind beide in C(R™) und
fRn x)dx konvergiert gegen fQ x)dx (allerdings nicht monoton).

Wle wir sehen werden, liefert die konsequente Umsetzung dieser monotonen Kon-
vergenz eine sinnvolle und flexible Integrationstheorie, zunachst fiir Wertebereich R,
und durch lineare Fortsetzung auch fiir C oder andere endlich-dimensionale Vektor-
raume.

Dass die monotone Konvergenz bei den stetigen Funktionen fir sich (fiir die
(22.70) gilt) nichts &ndern wird, garantiert der folgende “Satz von Dini”

Proposition 22.14. Sei (fi) eine monotone Folge stetiger Funktionen mit kompak-
tem Trager. Angenommen, die punktweise Grenzfunktion f(x) = limg_,o fr(z) ist
ebenfalls stetig mit kompaktem Trager. Dann konvergiert (fx) gleichmdassig gegen f.

bzw. sein
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Korollar 22.15. Konvergiert (f) C C.(R™) punktweise monoton gegen f € C.(R™)
so gilt

fr(x)de — f(x)dx fir k — oo (22.74)

R Rn

Beweis von [22.14]. Wegen f € C.(R") ist auch die Folge ( fx — f)ken, welche monoton
gegen Null konvergiert, in C.(R"). Nach Ubergang auf +(f, — f) kénnen wir also
oBdA annehmen, dass fj | 0. Wir argumentieren dann indirekt.
- Ware die Konvergenz nicht gleichmaéssig, so gébe es ein €, > 0 mit einer Folge von
Punkten x) € @ so, dass |fi(zr) —0| = fe(xr) > €, fir alle k. Wegen der Folgenkom-
paktheit von @ kénnen wir ggbfs. nach Ubergang zu einer Teilfolge annehmen, dass
T =z, € Q fiir K — oo. Sei dann K so gross, dass fx(r,) < § (Konvergenz von
(fi(xs)), und § > 0 so, dass |fx(v) — fx(z.)| < § falls ||z — 2,|| < (Stetigkeit von
fr). Fir k > K gross genug ist dann ||z — z.|| < ¢ und es folgt

€x € €
fr(zr) < fr(zr) < fr(ze) + 5 < ) + 5= €x (22.75)
/]\
Monotonie!
im Widerspruch zu fi(zx) > €. O

Beweis von [22.13. folt mit der gleichméssigen Konvergenz von (f;) sofort aus

z70). 0

Beispiel 22.16. Gemiss Ubungsaufgabe ist fiir eine nicht-leere Menge X C R" die
Funktion d(-, X) : R" — R,

d(z, X) := inf{||z —y|| |y € X} (22.76)
stetig, und es gilt o
dz,X)=0szxecX (22.77)
Fiir beschranktes X ist dann ¢ € F(R™) mit

or(r) = (max(1 — d(z, X),0))" (22.78)

stetig mit kompaktem Tréger. Die Folge (¢x) fallt monoton und konvergiert fiir
k — oo punktweise gegen die charakteristische Funktion y+, welche i.A. nicht stetig
ist.

Fazit: Ist K C R"™ kompakt, so existiert eine Folge (1) C C.(R™) mit ¢, | xx. Dies
erlaubt uns die erste, schon recht weitreichende, Fortsetzung des Integrals geméss

(21,

Definition 22.17. Sei f € C(R"), f > 0, und K C R" kompakt. Wéhle eine Folge
(¢r) C C.(R™) mit @ | xx, und setze

/Kf(m)dx = lim f(z)pr(x)dx (22.79)

k—o0 R™

We im obigen Beispiel verallgemeinern wir dies leicht auf f < 0, und auf allgemeines
f = f++ f- durch Zerlegung in “positiven” und “negativen” Teil, bildlich:
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Zerlegung einer stetigen
Funktion in positiven f+
und negativen Teil:

f-
Approximation der charak-
teristischen Funktion des I+
Integrationsbereichs durch
punktweise monotone Kon- [+ ¢k
vergenz: —
K

Beachte: Offenbar gilt f - vr | f - xx, und die f - ¢r € C.(R™). Daher ist die
Folge [, f(x)¢r(x)dx monoton fallend (und nach unten beschrénkt durch 0), also
konvergent. Der Grenzwert hiangt nicht von der Wahl der ¢, ab. (Diese Erkenntnis
ist wichtig fiir , wir geben hier einen Vorgeschmack.)

Lemma 22.18. Ist (f;) C C.(R™) eine beliebige Folge mit f; | f - xx, so gilt

lim fl( )dz = lim f( Yor(z)dx (22.80)

l—o00 k—ro0
(Insbesondere gilt dies fiir eine Folge der Form fl =f- firid; ] xx.)

Beweis. Offenbar ist Vk,l max(f;, for) € C.(R™), und > fei. Aus der Monotonie
des Integrals folgt (wir unterdriicken das Argument im Integranden)

max(f;, for)dx > fordx (22.81)
Rn Rn

Fiir festes [ gilt ausserdem
max(f;, for) 4 fi € C.(R")  fiir k — oo (22.82)

(Denn Vz ist fi(z) > f(z)xkx(z) = limg e f(2)pr(x).) Nach dem Satz von Dini
(Kor. gilt also

lim max(f;, for)dr = fidx (22.83)

Aus (22.81)) und m 22.83)) folgt

fidx > hm fordx (22.84)

Rn Rn
und daher auch
lim fidx > hm fordz (22.85)

nach elementaren Rechenregeln fiir Folgen. Ebenso zeigt man die umgekehrte Un-
gleichung, zusammen folgt Gleichheit. [
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Mit dhnlichen Betrachtungen (s. auch Details in zeigt man dann die folgen-
den Eigenschaften des Integrals stetiger Funktionen iiber kompakte Mengen.

Proposition 22.19. (i) [, f(x)dx ist linear in f.
(ii) Sind f,g € C(R™) mit f(x) > g(x), Vo € K C R" kompakt, so gilt

/Kf(x)de/Kg(x)dx (22.86)

Beweis. Wird nachgereicht. ]
Korollar 22.20. (i) Ist f € C(R") und K kompakt, so gilt

/K f(@)dz

wobei vol(K) = [ 1dx.
(i) Ist f >0 und Ky, Ky kompakt, so gilt

< /K F@)lde < ([l - vol(K) (22.87)

f(z)dz + f(z)dx > / f(x)dx (22.88)
K1 Ko KiUK>o
(ii7) Fir f € C.(R™) ist
f(x)dx :/ f(z)dz (22.89)
Rm supp(f)

Beweis. (i) folgt mit [22.19/aus f(x) < [f(z)| < || flleo Vo € K, (ii) aus xk, + XK, >
XK,uk,- Details werden nachgereicht. O

Transformationsformel

Eines der wichtigsten Hilfsmittel zur Berechnung von ein-dimensionalen bestimmten
Integralen war die Substitutionsregel, welche wir in als die Umkehrung der
Kettenregel festgehalten hatten: Ist 7 : J — I stetig differenzierbar und f: I — R
stetig, so gilt fir alle o, 5 € J:

7(8) B
/ f(s)ds:/ f(7(0))r(0)do (22.90)
7() «a

In den Ubungen haben wir gesehen, dass bei Iteration dieser Formel auf das n-
dimensionale Integral 22.4]iiber Quader 7/(o) durch die Funktionaldeterminante (De-
terminante der Jacobi-Matrix) der Substitution zu ersetzen ist. Diese Erkenntnis
lasst sich ohne grosse Schwierigkeiten zum Beweis des Stokesschen Integralsatzes
ausbauen (wird nachgeliefert). Diese Formulierung der héher-dimensionalen Sub-
stitutionsregeln ist allerdings untblich, und intuitiv auch nicht vertraglich mit der
Mittelwertinterpretation des Integrals: Wie schon bemerkt gilt die Formel
auch, wenn 7 nicht injektiv ist, oder wenn das Bild des Intervalls [a, 3] tber
[7(c), 7(8)] hinausreicht. In solchen Féllen miissen sich die “mehrfach gezéhlten”
Werte autheben, oder die Berechnung der rechten Seite erfordert die Kenntnis von
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Werten von f, die zum Mittelwert tiber [7(a), 7(5)] gar nicht beitragen, man mittelt
also nicht tiber die Intervalle “als Mengen”.

- Um noch etwas schérfer zu sehen, was dies mit unserer Entscheidung zu tun hat, die
Monotonie dem Orientierungswechsel (s. vorzuziehen, sei etwa f € C.(R)

mit supp(f) C [a,b] (b > a!). Dann gilt nach [22.13| und (22.6)).

/Rf(x)dx:/abf(s)ds (22.91)

Mit der “Substitution” s = Ao fiir 0 € R und )\ € R konnen wir dies nur dann als

/a " Hs)ds = A /a " Ho)do (22.92)

schreiben, wenn «, § € R existieren mit a = Aa und b = Ag, m.a.W. falls X\ £ 0. Ist
dann A > 0, so erhalten wir

b/A
/ F(s)ds = A f()\a )do = /\/ FA)d (22.93)

Im Fall A < 0 ist andererseits o < 5 und daher wegen ([22.7))

B
)\/ f(\o)do = —)\/Rf()\g)dg (22.94)

Unser Integral transformiert sich also unter der invertierbaren Substitution z = A
in beiden Fallen geméss

/R f(@)dr = |A / FO6)de (22.95)

(Anstatt mit dem Hauptsatz der ein-dimensionalen Differential- und Integralrech-
nung konnte man diese Formel auch direkt iiber den Grenzprozess [22.10] aus der
Definition (22.16)) herleiten.) In n Dimensionen gilt

Theorem 22.21. Es sei ® : T — U ein Diffeomorphismus zwischen offenen Teil-
mengen des R™, d.h. ® ist stetig differenzierbar und bijektiv, und das Differential
R” — R” ist an jedem Punkt£ € T invertierbar. Ferner sei f € C.(U,R)

(3 Def . Dann ist fo® € C.(Y) und es gilt
/ o)z = / F(®(£)) | det DB(E)| de (22.96)
Jy f(x)dz [ F(®()) - | det D(€)|dE
P T
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Bemerkung: Im Unterschied zu der Formel, die wir unter angedeutet haben,
muss hier ® ein Diffeomorphismus sein, da der Absolutbetrag tiber der Funktionalde-
terminante die Aufhebung der nicht injektiven Beitrage verhindert. Dafir gilt die
Formel aber ohne Einschrankung an das Verhalten von ® am Rand oder ausserhalb
des Integrationsbereichs.

Interpretation: Der Diffeomorphismus ® macht die £ zu “krummlinigen Koordi-
naten”, wie wir sie im Anschluss an den Satz iiber die Umkehrabbildung disku-

tiert hatten (s. Thm. und Beispiel . Stellt man sich [, f(z)dz vor als
Mittelwert S>%_ f(zx) vol(Qk) der mit dem euklidischen Volumen von Quadern
gewichteten Funktionswerte im Limes R — oo (s. Lemma , so berechnet die
Transformationsformel dieses Integral durch Uberdeckung von U mit Bildern von
Quadern im R} unter @, bzw. dessen affin-lineare Approximation D®({), und der
Faktor | det D®(&)| gibt das Volumen eines solchen “infinitesimalen T-Quaders”,
gemessen im “euklidischen” R7.

Beweisstrategie: @ Mit Hilfe von (22.95)) und anderen bekannten Eigenschaften des
ein-dimensionalen Integrals begriinden wir zunéchst die Transformation unter affin-
linearen Substitutionen des gesamten R"™. Dann schitzen wir die Giite der affin-
linearen Approximation an ® lokal ab. Die allgemeine Aussage fithren wir durch
Karierung (in Y!) dhnlich wie im Beweis von auf den lokalen Fall zuriick.
Vorbereitungen: Zur Abkiirzung schreiben wir den Integranden auf der rechten Seite
von ([22.96)) als

F2(€) = F(2(8)) - [ det DD(E))] (22.97)

Offensichtlich ist supp(f®) = ® *(supp(f)), und daher wegen der Stetigkeit von
®~! kompakt (stetige Bilder von kompakten Mengen sind kompakt, s. Ubungen).
Gemass Def. , Gl setzen wir dann f® zu einer stetigen Funktion auf
ganz R fort. (Und zwar ohne die Notation zu dndern, und auch wenn & selbst ist
nur auf T definiert / invertierbar ist.)

- Wir halten weiterhin fest, dass falls wir die Behauptung fiir (eine Klasse von)
® T — Uund ¥ : 4 — T bewiesen haben, sie wegen der Kettenregel und
Multiplikativitdt der Determinante auch fiir ® o U gilt: Aus

| det D(® 0 U)(z)| = | det DB(T(x))| - | det DU()| (22.98)

folgt (f®)Y = f*°Y fiir alle f. Wir benutzen dies vor allem im 1. Beweisschritt
(affin-lineare Substitutionen), aber auch fir ¥ = &1 fir die

(fH* = (22.99)

- Wie in [22.13| und bei der Def. gentigt es, die Aussage fiir f > 0 zu zeigen.

L. Schritt: Wir zeigen die Aussage fir U = R", T = R¢, und ® eine affine Abbildung,
d.h. f € C.(R") und mit einer invertierbaren Matrix A € GL(n,R) und b € R" gilt

O(¢) = A+, (22.100)

Beachte, dass in diesem Fall D® = A.

29Nicht unéghnlich zu Lemma m
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- Bekanntlich (s. Ubungen) bilden die affinen Abbildungen des R" eine Gruppe, die
erzeugt wird von den Translationen und den invertierbaren linearen Abbildungen.
Letztere wiederum lassen sich schreiben als endliches Produkt sog. Elementarma-
trizen. Wegen [22.98]| geniigt es also, die folgenden Falle getrennt voneinander zu
untersuchen:

(i) A = id, beliebiges b (Translation)

(ii) b = 0, A eine Transposition (Vertauschen zweier Koordinaten).

(iii) b = 0, A ist diagonal mit genau einem Eintrag # 1 (Skalieren einer Koordinate).
(iv) b =0, A — id hat genau einen nicht-verschwindenen, ausser-diagonalen Eintrag
(Addieren einer Koordinate zu einer anderen).

Beachte, dass die Determinante bei den Typen (i) und (iv) gleich 1 ist, und bei (ii)
gleich —1, so dass also das gesamte Gewicht von (iii) stammt, der Skalierung der
Koordinaten (den “Eigenwerte von D®”). Zur Begriindung ist es ntitzlich festzuhal-
ten, dass sich fiir stetige Funktionen mit kompaktem Tréger das Integral iiber R"
(wie in definiert) auch rekursiv schreiben ldsst und sinngemass weiter
gilt.

- Nun folgt (i) sofort aus der Translationsinvarianz des ein-dimensionalen Integrals
iber ganz R, d.h. [, f(z + b)dz = [, f(z) Vb € R. (ii) ist nichts anderes als
das Vertauschen zweier Koordinaten in der Integrationsreihenfolge. (iii) folgt aus
(22:99).

- Zum Nachweis von (iv) bringen wir mit Hilfe von (ii) die betroffene Koordinate
an erste Stelle und benutzen dann die Translationsinvarianz des ein-dimensionalen
Integrals. Beispiel (n = 2): (a',2%) = ®(¢h, €%) = (& + 262, €?),

/ F(E 4 262, 7)de de? = / ( / e+ 252,£2>d§1>d§2
R2 R R

_ / ( / f(€1,§2)dfl)d§2 _ [ ' a?)de
R R R2
Dl. Schritt

2. Schritt: Sei weiterhin U = R", T = Rg, und ¢ eine affine Abbildung, ausserdem
f €C(R™) und K C R™ kompakt. Dann gilt

| = [ IRAGE (22.102)

(22.101)

Beweis: Ist (¢r) C C.(R™) mit ¢ | xx so gilt ¢, o ® | xo-1(k)) und daher per
Definition 22,17 und Lemma 2218

/K f(@)de = tim | f@)pn(e)da

e e (22.103)
(1 Selwitt) = Jim [ FHOp@EONE = [ e
IRy o-1(K)

Ca. Schritt
3. Schritt: Sei ® : T — U ein beliebiger Diffeomorphismus, und f € C.(U), f > 0.
Dann gilt:

/ o E)de > / f(2)de (22.104)
T U
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Beweis von m} : (indirekt, und lang) Angenommen, die linke Seite ist kleiner
als die rechte. Dann existiert ein x > 0 so dass (sogar noch)

f(€)de </ f(z)dx —k (22.105)
Qo _ Z2(Qonsupp(f®))
=[y [*(€)d¢ :fU}r(:p)dx

fiir einen geeigneten Quader Qy O supp(f?®) (s. Def. . (Auf der rechten Seite
ist natiirlich Qo N supp(f?) = supp(f®). Der Schnitt mit supp(f?®) ist notwendig,
damit ® wohldefiniert ist, wie sich gleich noch auszahlen wird.) Zur Vereinfachung
und ohne Einschrinkung nehmen wir () als “Wiirfel”, d.h. die Kantenldngen sind
alle gleich. Karieren wir )y durch Seitenhalbierung in 2" Wiirfel Q(()J ), j=1,...,2"
so gilt einerseits wegen ([22.30))

on

fr©de =% [ fre)d (22.106)
Qo j=1 Qg
Andererseits sind die ®( E)j N supp(f?)) alle kompakt, und es gilt
2n .
J @(QF” nsupp(f*)) > supp(f) (22.107)
j=1
Daher folgt mit [22.20P"
2"L
/ f(z)dx < / , f(z)dz (22.109)
®(QoNsupp(f®)) =1 /o nsupp(f®))

Es muss dann ein j geben, sodass mit ()1 := Q(()j):

FR(E)dE < / Fa)do — 2 (22.110)

Q1 ®(Q1Nsupp(f*)) 2n

(sonst wére in der Summe (22.105)) wieder verletzt). (Q Nsupp(f?®) ist nicht-leer,
sonst wére das Integral Null, und die Ungleichung verletzt. Beachte auch f > 0.)
Durch Iteration erhalten wir dann eine Folge (@) von nicht-leeren Wiirfeln mit

Qr D Qpy1, diam(Qy) = diam(Qp)/2* und vol(Q}) = vol(Qq) /2™ sowie

FR(E)dE < / Flo)de — = (22.111)

Qn B(Qursupp(f2)) 2k

30De facto gilt hier natiirlich Gleichheit, weil auch die Bilder der Q(()J ) unter ® sich nur “am
Rand” schneiden. An dieser Stelle ist es aber schwer zu zeigen, dass das “Integral iiber die Radnder”,
welches auch iiber definiert ist, nicht beitrdgt. Die Topologie reicht nicht aus: Es gibt offene
Mengen, deren Rand keine Nullmenge ist. Beispiel:

> 0 )
U (e - ok Tkt 27) c (0,1) (22.108)
k=1

wobei (r1,) eine (geeignete) Abzihlung von QN (0,1) ist. U = [0, 1], vol(U) < § = vol(dU) > 1—6.
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fir alle k. Aus dem Schachtelungsprinzip folgt die Existenz einer eindeutigen
Stelle &, mit

@r=1{&} (22.112)
k=0

Es muss & € supp(f®) C T gelten (sonst ligen fiir grosses k die Q) ausserhalb des
Tragers, und die Integrale in (22.111]) wéren eh 0). Dann liegen fiir grosses k die Q
in T (und wir kénnen in (22.111]) das listige - N supp(f®) weglassen).

- Die Idee ist nun, auf den immer kleiner werdenden Wiirfeln ® durch seine affine
Approximation zu ersetzen und dies zum Widerspruch mit zu fithren. Es
bezeichne hierzu:

e fiir einen (beliebigen) Wiirfel @ n dessen Mittelpunkt, und 2! seine Kantenldnge,
dh. Q = {¢[I¢ —nllw < 1}.

e fiir eine Zahl ¢ > 1 Q9 den von 7 aus um den Faktor ¢ gestreckten Wiirfel, in

Formeln Q@ = {£[[[€ = nlleo < g}
e &, die affin-linecare Approximation von ® um 7, d.h.

®, (&) == @(n) + D (n)(§ —n) (22.113)

Lemma 22.22. Sei ¢ > 1. Dann existiert ein r > 0 so dass fiir jeden Whiirfel
Q C B.(&)C Y
®(Q) C P,(QY) (22.114)

(In Worten: Der Wiirfel wird unter ® nicht weiter abgebildet als der um g¢
gestreckte Wiirfel unter @,).)
Beweis. B, (&) ist die Kugel vom Radius 7 um &,, in der beliebig gewéhlten Norm |-||
(die natiirlich auch die co-Norm sein konnte). Die Existenz von r so dass B,(&,) C T
folgt also einfach aus der Offenheit von Y.
- Da @, invertierbar ist, ist die Behauptung dquivalent zu @ ! ((ID(Q)) C QW m.aW.

1€ = nllee <= 27 (2(€) —nllec < al (22.115)

Nun ist aber (fir festes ) ®,* o ® stetig differenzierbar auf Y. Als Funktion von

(n,€) € B.(&) x B,(&,) ist die Ableitung (nur nach £!) D(®,'®)(&) stetig, und

gleich ing auf der Diagonalen & = 7, d.h. insbesondere bei £ = n = £,. Daher ist
fir r klein genug

ID(@ @)l <q VE&n € B(&) (22.116)

(Operatornorm beztiglich ||-||s!) Aus der Konvexitat von @ C B, (&) folgt mit Hilfe
des Schrankensatzes [10.11} dass

12, (2(6)) = nlloe = 12,7 (2(6)) = 25 (@) e S @€ =l (22117)

Dies zeigt (22.115)). CULemma B2
Mit Hilfe des Lemmas [22.22] folgt dann wegen f > 0 und [22.20[ aus (22.111) fiir

k gross genug:

e (@)

(Wobei n;, der Mittelpunkt von @y ist, und wir benutzt haben, dass Q) C B,.(&)
fiir k gross genug, und im letzten Schritt (22.102) aus dem 2. Schritt.)
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Lemma 22.23.
lim 2% [ (€)= 2(€) vol(Qo)
Qi (22.119)
lim 2% / L IP(€)dg = " fH(€) vol(Qu)
— 00 qu

Beweis. Wie oben bemerkt ist 2% vol(Qy) = vol(Qy) und daher folgt mit den
elementaren Eigenschaften der Def.

ok [ pre)de — £ (E) vol(Qo)| = |2 / (F2(6) — 1o (6)de
Qk Qk

< 2% vol(Qr) - If* = £ (&)l
= VOl(Qo) : Hf(b - fq)(f*)HQk
Aus der Stetigkeit von f® und & € QuVk mit diam(Q;) — 0 fir k& — oo folgt

limy oo || f® — f2(&)]lg, = 0 und damit die erste Behauptung. Fiir den zweiten
Grenzwert benutzt man vol Q@ = ¢ vol Q und die Stetigkeit von f®7(¢) als Funk-

(22.120)

tion von 7 und &. LLemma P23
Setzen wir die Grenzwerte des Lemmas in (22.118)) ein, so folgt

FP(&) - vol(Qo) < q"FP (&) - vol(Qo) — & (22.121)

fir alle ¢ > 1 und das k > 0 aus (der Widerspruchsvoraussetzung) (22.105)). Fir

g — 1 klein genug ist das offenbar Unsinn. O Sehritt

Wenden wir (22.104) an auf @~ : U — T so folgt mit (22.99)) die Ungleichungs-
kette

_ o\P1! o
[ 1w~ [ 1 @ [ ez [ f@a (22.122)
was nur bei Gleichheit moglich ist. U

Wie im Beweis des 2. Schritts zeigt man dann leicht, was vielleicht die praktis-
chste Version der Transformationsformel ist.

Korollar 22.24. Sei ® : T — U ein Diffeomorphismus zwischen offenen Teilmen-
gen des R™. Dann gilt fir alle f € C(U) und alle kompakten Teilmengen K C U

/K f(x)de = / o J@E e D) (22.123)

]

§ 23 Integralsiatze

Das bis hierher entwickelte Integral (stetiger Funktionen mit kompaktem Trager
in offenen Mengen bzw. stetiger Funktionen iiber kompakte Mengen) reicht aus zur
Aufstellung und Begriindung der (aus den Physik-Vorlesungen in Einzelféllen bereits
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vertrauten) Integralsitze. Diese verallgemeinern den ein-dimensionalen Hauptsatz
auf hohere Dimensionen und erlauben (unter gewissen Voraussetzungen) die Auswer-
tung eines Integrals iiber eine Teilmenge des R™ durch ein (anderes) Integral tiber
ihren “Rand”. Zu ihrer allgemeinen Formulierung miissen wir
(i) uns an die Orientierung erinnern, die wir in (22.6)) (fast) vergessen hatten.
(ii) kléren, was unter einer “Stammfunktion” des Integranden zu verstehen ist, und
wie wir das Integral iber den Rand auswerten.
(iii) hierzu eine Reihe von differentialgeometrischen Begriffen einfithren.

Wir beginnen wieder mit der einfachsten Situation (auch um die Notation
festzulegen), und benutzen als Schliissel fiir die Motivation von Differentialformen
etc. vor allem die Transformationsformel fiir das n-dimensionale Integral.

Der Gausssche Integralsatz

- Aus der iterativen Definition folgt in Verbindung mit dem ein-dimensionalen
Hauptsatz sofort:

Proposition 23.1. Sei Q) = X;Zl[aj,bj] CR" und f € C(Q). Ist F' eine “Stamm-
funktion beziiglich der ersten Koordinate”, d.h. F' ist in einer Umgebung von @Q

partiell nach ' differenzierbar und 0, F (x) = 5% F(z) = f(z), so gilt

/ flx)d'x = / F(by,2?, ..., 2")d" ‘o — / F(ay,2?,...,2")d" 'z
Q QN{zl=b;} QM{zl=a1}
(23.1)

Analog falls f = 0;F, und allgemein fiir n Funktionen F®) mit Y, 0,F¥ = f

/ fla)ydhe =) ( / FOqn=ty — / F(i)dnlx) (23.2)
Q i—1 QN{zi=b;} QN{zi=a;}

Interpretation /Vereinbarung: Die rechte Seite von ist offenbar das n — 1-
dimensionale Integral iiber die 2n Seitenflichen des Quaders (welche in diesem Fall
ebenfalls Quader sind). Wir zeigen die Dimensionalitédt (aber nicht systematisch)
im Differential d"z := dx = dx' - - - dz" etc. an.

A
J '
Die Vorzeichen zeigen an, dass die Orientierung nicht <

immer diejenige ist, die das Integral tiber diese Teile des
Randes als Menge definiert. Betrachte speziell n = 2:

/Q f(w)da =

:/ F(l)(b,x2)d1‘2—/ F(l)(a,x2)da€2+/ F(2)(:):1,d)dx1—/ FO (2! ¢)dat
[e,d] [e,d] [a,b] [a,b]

d d b b
—/ F(l)(b,:r;Q)d:cQ—/ F(l)(a,xQ)dac2+/ F(z)(xl,d)dxl—/ FO (2! ¢)dat

b d a c
:/ (—F<2>(:c1,c))dm1+/ F(l)(b,x2)dx2+/ (—F<2>(x1,d))dx1+/ FY(a,?)dz?
a c b d
(23.3)
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- Als néchstes betrachten wir eine Situation, die wir mit Hilfe der Transformations-
formel auf diesen Fall zurtickfiihren kénnen: Sei ® : T — U ein Diffeomorphismus
zwischen offenen Mengen des R", und K C U eine kompakte Menge mit der Eigen-
schaften, dass ®71(K) = Q = X__,[Va,0a] ein Quader in RE ist. Angenommen
f € CHU), und F ist eine “Stammfunktion beziiglich z'”, d.h. f = 0,F. (Die
Verallgemeinerung fiir f = 9;F¥) wird offensichtlich sein.) Dann kénnen wir die
Berechnung des Integrals vonf f iiber K wie folgt auf ein Integral tiber den Rand
zurtickfithren.

- Wir schreiben geméss 2

/f dx—/f )| det DP(&)|dE (23.4)

- Wir stellen fest, dass das Vorzeichen der Determinante auf ganz () konstant sein
muss. Das hinreichende Kriterium hierfiir ist, dass () zusammenhdngend ist. Zur
Not folgt dies mit dem Zwischenwertsatz daraus, dass @) konvex ist. (Wére det
an einer Stelle positiv, an einer anderen negativ, so misste sie an einer Stelle auf
der Verbindungsstrecke verschwinden.)

- Wir entwickeln die Determinante nach der ersten Zeile,

n

det D® = det(9sP’) j=1,.n = Z(—l)"“léatbl - det (959) j41 (23.5)
B BF#a

=1,...,n o—1

- Wir multiplizieren mit f = 9;F und benutzen die Produktregel (f € C' = F ist
partiell differenzierbar):

F(®(E)|det DD(E)] = (A F)(@(€)) Y (~1)*'0.P' det(aﬁq)j)é;;

[0}

= Z a a (f)) det (85@) éié}

=3 (-1 lzaiF(Q(f))aa@(det (95%) éii) + F(D(£)) 00 (det (9597) ,é'zii)

(23.6)
- Wir verifizieren, dass der zweite Term verschwindet:
Beh.: Ist @ : T — U zwei Mal stetig differenzierbar, so gilt
D (1) 0 (det (D7) j1 ) =0 (23.7)
B

«

Bew.: Der Vergleich der Leibniz-Formel fiir die Determinante einer n x n-Matrix
(A7) mit ihrer Laplace-Entwicklung nach der ersten Zeile,

n

det (A7) Z sgn(o HAJ = Z (—=1)>tAl det(Aé) j£1 (23.8)
B#a

oESH i=1

zeigt, zusammen mit der Produktregel

D (1) 0a (det (9597) nel Z > 520(0) 051100 @' | [ 9oy @’

a 1=2 g€Sp L

(23.9)
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wegen der Symmetrie der zweiten Ableitung und der Antisymmetrie der Determi-

nante. (Ersetze o durch o o (Vertauschen von 1 und i).) O

- Aus édhnlichen Griinden verschwindet auch Y (—1)*719,®"(det(95P7) ;-1 ) falls
BFa

1 > 2. Damit folgt

Proposition 23.2. Unter den obigen Voraussetzungen gilt

(23.10)

Interpretation: Wir hatten im vorigen § festgehalten, dass die Funktionaldeter-
minante in das n-dimensionale euklidische Volumen eines infinitesimalen
Quaders im R{ angibt, welcher mit Hilfe von D® in den R} abgebildet, und
dort gemessen wird. In dhnlicher Weise kénnen wir die Determinante (95®7) 21

#a

identifizieren als “orientiertes Volumen” eines n — 1-dimensionalen Quaders in
Ry~ =R} N {™ = const.}, welcher mit D® in den R} abgebildet wird, und dort
auf die Hyperebene z! = const. projiziert wird. (Im Allgemeinen ist dies nicht gle-
ich dem euklidischen Hyperflicheninhalt! “Projektion” bedeutet, dass man auf der
Ebene der Basisvektoren (93®7) den ersten Eintrag j = 1 vergisst.) Unsere “Stamm-
funktion” F' wird also mit diesem Volumen gewichtet tiber den Rand von K (dem
Bild des Randes von @) unter ®) integriert. Die Vorzeichen in reflektieren
hierbei die natiirliche Orientierung der jeweiligen Randstiicke von K.

Im Falle f = 0,F® haben wir allgemeiner x3
Z FO(=1)"" det (9397) 421 (23.11) '
. >
itber den Rand von @ zu integrieren. Das heisst, die F) / *
gewichten (mit einem weiterenn Vorzeichen) die Projek-
tion des Quaders auf die Hyperfliche x* = const. a!

Im physikalisch einleuchtendsten Fall ist f die zeitliche Ableitung einer Dichte, F®)
die lokale Flussdichte durch die Hyperebene 2! = const., und der Gausssche Inte-
gralsatz ein Erhaltungssatz.

Fazit: Als Stammfunktion von f ist anzusehen eine Funktion, die an jeder Stelle x €
R" jedem infinitesimalen n — 1-dimensionalen Hyperflichenstiick eine Zahl zuordnet.
Ein solches Objekt heisst Differentialform (vom Grad n — 1). Das Integral von F
iiber den Rand von K ist (jedenfalls zundchst) definiert, und prinzipiell berechenbar,
iiber die durch ® gegebene Parametrisierung.

- Wir stellen nun die fiir die allgemeine Formulierung des Stokesschen Satzes
benétigten (differential-)geometrischen Begriffe zusammen.

Alternierende Multilinearformen ...

...dienen zur Buchhaltung der Vorzeichen und der Determinanten wie sie in (23.4)),
(23.10]), und (23.11)) auftauchen. Wir wiedergeben ihre Definition und wichtigsten
Eigenschaften von S. ff.

Hohere Mathematik fiir’s Studium der Physik 208 2/15/2021 15:26



§23. INTEGRALSATZE

Definition 23.3. Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum tiber K (= R oder C).
Eine alternierende Multilinearform vom Grad k (k = 0,1,...), kurz “k-Form” ist
eine k-lineare Abbildung

w:VxVx...xV K (23.12)

S/

kMal
mit der FEigenschaft, dass Vo € Sy (der symmetrischen Gruppe, s. [20.2)
W(Vs(1)5 - - - Vo)) = sgR(0)w(V1, . .., V) (23.13)
Beispiel 23.4. Sind A ..., \; € VY, so ist
MA AN = Z Sgn(0'>/\g(1) (ORI )\J(k) (23.14)
og€EeSy,

eine k-Form, wobei wir die Identifikation
LV,... . VK)=Vg---V)' =V"g -V (23.15)
benutzt haben, s. Gl. (19.64))). (Mit anderen Worten ist fir vy, ..., v, € V:

(AL A AN (1, vp) = Z sgn (o)A (Vo1)) - A2(Vo(2) - - Ak (Vor))
= (23.16)
= det ()\i(vj)) =1,k

=1,k

.....

gemadss der Leibnizschen Formel fiir die Entwicklung der Determinanten einer Ma-
trix.)

Fakten 23.5. Die Menge A"V der k-Formen ist ein (Z) -dimensionaler Vektorraum.
Ist (eq,...,e,) eine Basis von V, und (€', ..., €") die zugehorige Dualbasis von V'V,
SO ist

{"A AL <ip <o <ip <n} (23.17)

eine Basis von A*VV. TInsbesondere sind A’V und A"VV ein-dimensional und
AVY = {0} fiir k > n.

Definition 23.6. Fiir beliebige k,[ > 1 ist das Dachprodukt (gesprochen “wedge”)

A NV XAV o ARV
(23.18)
(w,a) — wAa
die lineare Fortsetzung von

MAAXN)A (I A Apg) == A AN AL A Ay (23.19)

fir faktorisierbare k- und [-Formen. Fir k& oder [ = 0 setzt man noch w A a =
a Aw :=a-w. Die Formel (20.43)) wird in der Praxis nicht benétigt.

- Fiir w; € A¥VV gelten dann die Rechenregeln:

(Cdl /\WQ) /\CL)3 = w1 VAN ((,L)Q /\W3)

23.20
Wy Awy = (=1)F*2050 A wy ( )
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Geometrische Interpretation: Fir einen n-dimensionalen reellen Vektorraum V ist
wegen A"VV ein-dimensional. Man nennt ein nicht-verschwindendes Element
w e NA"VVY, w # 0 eine (orientierte) Volumenform. Sie ordnet nédmlich einem linear
unabhéngigen Satz von Vektoren (by,...,b,) (m.a.W., einer Basis von V') eine Zahl
w(by,...,b,) € R zu, welche die “anschaulichen” Erwartungen an das gevorzeichnete
Volumen des von (by,...,b,) aufgespannten Parellelotops erfiillt.

Ist W ein weiterer n-dimensionaler Vektorraum mit einer Volumenform a €

N'WY und A : W — V eine lineare Abbildung, so wird durch
AV (w)(er, ... ) = w(Acy, ..., Acy) (23.21)

eine alternierende n-Form A (w) definiert. (Ubungsaufgabe). Wegen dim A"WV = 1
gilt AY(w) = d - « fir ein d € R. Dabei misst die Proportionalitatskonstante d die
Streckung von Parallelotopvolumina. (In Standardsituationen, z.B. (W, a) = (V,w)
gilt d = det A.)

Als Verallgemeinerung davon definiert fiir & < n eine alternierende k-Form
einen orientierten Flacheninhalt fir k-dimensionale Parallelotope in einem n-
dimensionalen umgebenden Raum, s. insbesondere die Formel . Im Unter-
schied zu der Situation fiir & = n sind k-Formen nicht mehr bis auf Skalierung
eindeutig, und konnen auf verschiedene Arten entarten.

Differentialformen ...

...sind diejenige Klasse von Funktionen auf dem R", die an den n-dimensionalen
Integralsatzen partizipieren.

Definition 23.7. Es sei U C R" offen, k € {0,1,...,n}. Eine (stetige, differenzier-
bare, etc.) Differentialform vom Grad k (oder einfach eine k-Form) ist eine (stetige,
differenzierbare, etc.) Abbildung

w: U — NFR™)Y (23.22)

- Eine Differentialform w tut also nichts anderes, als “an jedem Punkt” z¢y € U in
linearer und alternierender Weise k£ Vektoren vy, ..., v, € R" eine Zahl

w(zo)(vy, ..., ) €ER (23.23)

zuzuweisen. Diese Zahl stellt eine Sorte “k-dimensionales Volumen” des von
(v1,...,vx) aufgespannten Parallelotops dar, physikalisch tiblicherweise interpretiert
als “Fluss(dichte)”, in der Elektrodynamik etwa als Magnetfeld.

- Formal gesehen handelt es sich bei dem (R")" auf der rechten Seite von
um den Kotangentialraum 7,/ U von U an xo, und bei den Vektoren in (23.23)) um
Tangentialvektoren in 7, ,U. Das Parallelotop ist also als infinitesimal und orientiert
zu denken.

- In diesem Zusammenhang ist es iiblich (und sehr sinnvoll, s. (23.28)), die Basis von
(R™)V, welche dual zur Standardbasis (ey, ..., e,) des R" D U ist, als (dx!, ..., dz")
zu schreiben. Fir eine k-Form w existieren dann geméss (Z) (stetige, dif-
ferenzierbare, etc.) Funktionen w;, ;, ;, : U — R mit

wir)= Y wyg(@)dat A Ada™ Vo eU (23.24)

.....

1< <o << <n

Hohere Mathematik fiir’s Studium der Physik 210 2/15/2021 15:26



§23. INTEGRALSATZE

i () ist also die “Flussdichte” durch die von (e;,, ..., e;, ) aufgespannte Hyper-

.....

Beispiel 23.8. Das euklidische Volumen in der sog. Standardorientierung (s. Def.
23.14) des R™ wird von der n-Form

a:i=dz" N Ndz" (23.25)

gemessen. Ist R"™1 < R" ein n — 1-dimensionaler Unterraum mit einem ausgeze-
ichneten Vektoﬂ n € R"\ R"! so induziert man durch

an(vi, ..., Up-1) = a(n, v, ..., Uy 1) (23.26)
eine Volumenform auf R"~!. Speziell fiir die Hyperebenen R? ! = {2 = 0}, n = ¢;,
;= (=1)"dat A A dzi A+ A da” (23.27)

wobei * “auslassen” bedeutet.

- Im Spezialfall £ = 0 ist eine Differentialform nichts anderes als eine gewohnliche
reellwertige Funktion f : U — R (und weist als “Volumen” Punkten = € U einfach
den Wert f(z) zu). Ist f stetig differenzierbar, so ist das Differential von f, welches
man in diesem Zusammenhang als df := Df : U — (R"™)" schreibt, dann bereits ein
erstes Beispiel fiir eine 1-Form. Die Entwicklung vereinfacht sich dabei zu:

df = Z e (23.28)

(speziell ist fiir f(z) = 2', df = dz', was die Notation so niitzlich macht...)

- Ein Vorteil der Differentialformen gegeniiber anderen Tensorfeldern ist, dass sich
ihre Ableitungen wieder zu Differentialformen zusammensetzen lassen, in Fortset-
zung von auf £ > 0 und ohne Einfithrung weiterer Strukturen. Im Folgen-
den nehmen wir an, alle auftretenden Differentialformen seien (haufig genug) stetig
differenzierbar, und schreiben Q*(U) fiir den zugehérigen Vektorraum. (Beachte:
QF(U) ist unendlich-dimensional, die Entwicklung ist punktweise endlich.)

Definition 23.9. Die Cartan- (oder dussere) Ableitung einer k-Form w € QF(U) ist
die k + 1-Form

d( Z Wi ., ik-dx“A---/\d:cik) = Z d(wiy,..5p ) Nda™ A- - Ada™ (23.29)
11 <<l j

wobei auf der rechten Seite das punktweise Dachprodukt (23.19) steht. (Es gel-
ten auch die Rechenregeln (23.20). Die Formel (20.43) muss man gliicklicherweise
praktisch nie benutzen.) Speziell fir k = 1:

d(i wz-de) Z Z(g;; ) Ada' = Z (g:jf - gzz;>dx“ Adz  (23.30)
— —

11<12

31p ist nicht “normal” im Sinne einer euklidischen Metrik auf R".
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Lemma 23.10. (i) Fiir w, € Q" (U), wy € Q¥2(U) gilt
wi Awy = (—1)F*200, A wy (23.31)
(i) und die Leibniz-Regel
d(wi Awa) = (dwy) Aws + (=1)" 1wy A (dw,) (23.32)
(iii) d*> = 0, d.h. fiir alle k-Formen w € QF(U) ist
d(d(w)) = 0 € Q*(U) (23.33)
Beweis. (i) folgt durch Anwendung der gewodhnlichen Produktregel
d(fv- f2) =dfv- fa+ fr - df (23.34)
(fir ky = ko = 0 gilt A = -) auf die Koeffizientenfunktionen:

wl/\WQ:

— o o de oA ik JUA L. Jk
= E E (W1)ig,.., ix, (W2) s, gry AT A Ndr™ NdT A A\ da?e
Ulseeslly J1yee kg

(23.35)

und die Rechenregeln (23.20)).
- Auch (ii) zeigen wir zunéachst fir £ = 0. Mit (23.28]) und (23.30)) erhalten wir

an a2f (51 12 __
ddf) = ( Teionn B axh)dx Adz™ =0 (23.36)

11 <ig

wegen der Symmetrie der zweiten Ableitungen [10.13| Insbesondere ist auch d(dz’) =
0, so dass die Aussage fir £ > 0 durch Anwenden von (i) auf (23.29) folgt. O

Untermannigfaltigkeiten (mit und ohne Rand) ...

...sind diejenigen Teilmengen des R”", iiber die wir Differentialformen integrieren
konnen. Sie spielen in den hoher-dimensionalen Integralsatzen die Rolle der kom-
pakten Intervalle mit ihren Randpunkten. Wir verallgemeinern gleich die Definition

2114l

Ich dndere hier die Notation und bezeichne lineare Koordinaten im Parameterbe-
reich mit  (anstatt wie bisher mit ), lokale Parametrisierungen mit ¢, und deren
Umkehrung (Karten) mit .

Definition 23.11. Der linke Halbraum des R"™ ist die Teilmenge
R" .= {z € R"|2' <0} (23.37)

Es sei M C R" nicht leer und p € M. Fiir eine offene Teilmenge U C R™ mit p € U
heisst eine Abbildung
0:UNM — RF (23.38)
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eine k-dimensionale (glatte) Karte mit Rand von M um p (kurz: Karte) falls

(i) ¢ injektiv und stetig ist, eine offene Teilmenge V' C R* existiert so, dass o(U N
M) = VﬂR’jﬂsowie

(ii) die Umkehrabbildung ¢ := ¢! : V N R* — R™ (unendlich oft) differenzierbar
is, mit rang(Dy(z)) = k Vo € VNRE.

- Eine (glatte) k-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand ist eine nicht-leere
Teilmenge M C R™ mit der Eigenschaft, dass fiir jeden Punkt p € M eine (glatte)
k-dimensionale Karte mit Rand von M um p existiert.

- Die Umkehrabbildung ¢ = ¢! heisst auch lokale (regulire) Parametrisierung von
M um p.

- Man nennt p € M einen (geometrischen) Randpunkt, falls ¢(p)! = 0, m.a.W. falls
¢(p) € OR* = R dem Rand des linken Halbraumes. Beachte aber, dass p im
Allgemeinen kein Randpunkt im n-dimensionalen Sinne von ist. (Tatséachlich
ist fiir & < n der offene Kern einer Untermannigfaltigkeit leer.)

- Liegt eine Untermannigfaltigkeit erst einmal vor, so gibt es stets sehr viele Karten
um jeden Punkt p € M: Ist ¢ : UNM — VNRY eine Karte und ® : VARF — VNRE
ein Diffeomorphismus, so ist p == ® o : UNM — V NR" eine weitere. Mit Hilfe
der Sétze [13.1 bzw. [13.4  kann man umgekehrt zeigen, dass fiir zwei Karten (Uy, ¢1),
(Us, o) der “Kartenwechsel”

QOQO(pfl 3g01(U1ﬂU2mM)—>Q02(U1ﬂU2ﬂM) (2339)

ein Diffeomorphismus von Teilmengen des R¥ der Form (offene Menge)NR” ist. Nun
sind Diffeomorphismen insbesondere in beiden Richtungen stetig, und ein Punkt
r € RF liegt in R¥™' genau dann, wenn jede Umgebung von 2 sowohl Punkte in R®
als auch Punkte ausserhalb von R enthilt. Daraus folgt, dass der Kartenwechsel
[23.39) ©1 (U NUy N M) N R¥! bijektiv auf ¢o(U; N Uy N M) N R abbildet. Ins-
besondere hiangt die Definition eines Randpunktes nicht von der gewéhlten Karte ab.
Ausserdem folgt daraus, dass auf dem Rand die Jacobi-Matrix des Kartenwechsels
die Block-Gestalt

8(moe011_1)1 0
_ ox
D(pz 0 ¢ 1)‘@1(U10U20M)QR’1“_1 = N (8(<ﬂzo<ﬂfl)j> (23.40)
oz ..
1,J=2,...,k

hat. (“Die 1-te Komponente von ¢, ist fiir #1 = 0 stets 0 und héngt daher nicht von
(22,...,2%) ab.)

32F{ir p im geometrischen Inneren erlauben wir hier auch V' C R¥ . “Karte mit Rand” bedeutet
also nicht, dass der Rand nicht leer ist, sorry. Das komische daran ist nur, dass ein linearer
Unterraum RF C R™ sich als “Untermannigfaltigkeit mit (leerem) Rand nicht mit einer einzigen
Karte iiberdecken lésst, als gew6hnliche Untermannigfaltigkeit hingegen schon.

33Nach unserer Vereinbarung aus [10| bedeutet dies, dass 1 die Einschrinkung einer differenzier-
baren Abbildung in einer offenen Umgebung von V NR¥ ist.
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Va
P2
1 Vi
U, $1
Ve ]Rk_l
\_/ 1
A ®1
- Da D(ipy 0 ') iiberall Rang k hat, gilt dann auf dem Rand
(201 ")! Oz 091 ")
ol it #0 und rang( o >i,j=2 ,,,, ol =k—1 (23.41)

Aus diesen Betrachtungen folgt (evtl. mit weiteren Zwischenschritten), dass die
Menge aller Randpunkte einer glatten k-dimensionalen Untermannigfaltigkeit mit
Rand (entweder leer oder) eine k — 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit leerem
Rand ist. Wir schreiben OM fir diesen Rand (auch wenn er nicht gleich dem
topologischen Rand ist!). Ausserdem ist M ohne den geometrischen Rand eine
k-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit leerem Rand.

- Beispiele von Untermannigfaltigkeiten sind wie in Graphen von differen-
zierbaren Abbildungen f : V N R*¥ — R"* sowie fiir eine glatte Abbildung
F: U — R (U C R offen) mit rang(DF(p)) = n — k + 1 die “Subniveau-
mengen” F~'({z = (2',0,...,0) € R**|zF < 0}). (Wir denken uns hier die
Komponenten von x € R**1 als (2!, 251 ... 2") durchnummeriert.)

- Fiir jeden Punkt p € M konnen wie den Tangentialraum von M in p wie in ([21.47))
definieren. (Unsere lokalen Parametrisierungen stehen ja an den Randpunkten ein
wenig in den oberen Halbraum iiber.) (¢ = 1)

T,M = Di(¢(p))(R") = {Di(¢(p))(w) |w € R} (23.42)

Ist p € OM, so teilt der Tangentialraum an den Rand,
T,0M = Di((p))(Ry™) (23.43)

den Tangentialraum an dem Rand in zwei Halbraume von “inneren” und “ausseren”
“

Normalenvektoren, Richtungsvektoren von Kurven, die “nach M hinein” bzw. “aus
M hinaus” laufen. Weil diese Charakterisierung ebenfalls nicht von der Karte ab-

héangt, gilt in (23.41)) tatséchlich

a —1\1
% >0 (23.44)
1
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Beispiele: Die n-dimensionale Kugel
K"={x e R"|(z,z) <1} (23.45)

ist eine glatte Untermannigfaltigkeit mit Rand S .
- Die Halbkugel
{z e R"|(z,z) =1,2" > 0} (23.46)

ist eine n — 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand S™~2.

Atlanten und Zerlegung der Eins

Wir wollen nun betrachten
- eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit M C R", moglicherweise mit (k — 1)-
dimensionalem Rand, sowie
- eine Differentialform w € Q*(4), welche in einer offenen (n-dimensionalen) Umge-
bung von M definiert (und differenzierbar) ist,
mit dem Ziel, w tiber M zu integrieren. Fiir die Definition sind lokale Karten/Ko-
ordinaten unumgéanglich (wie wir beispielhaft schon in gesehen hatten). Das
Integral selbst wird aber unabhangig von der Wahl der Koordinaten sein, und als
solches intrinsisch.

Zur Durchfiihrung brauchen wir noch zwei weitere Voraussetzungen: Kompakt-
heit und Orientierbarkeit, und zwei technische Hilfsmittel: Eine sog. Teilung der
Eins und den Riickzug von Differentialformen.

Definition 23.12. Ein Atlas auf einer Untermannigfaltigkeit M C R”™ ist eine
Menge 2 = {(U,,¢,)} von Karten i.S.v. Def. [23.11| mit der Eigenschaft, dass
M c U,U,.

- Per Definition besitzt jede Untermannigfaltigkeit einen Atlas.

- Durch Diffeomorphismen, Aufteilen von Kartengebieten oder anderweitiges Hinzuft
gen von Karten lassen sich aus einem gegebenen Atlas andere konstruieren.

- Fuar die Definition ist es bequem, “glatt” vorzugehen, d.h. durch Aufteilung auf
offene und iiberlappende Kartengebiete. Fiir die Berechnung benutzt man normaler-
weise wieder praktische kompakte Teilmengen im R¥.

Proposition 23.13. Sei M eine kompakte Untermannigfaltigkeit des R™ (mit
Rand). Dann exisitiert ein endlicher Atlas A = {(U,, ¢,)} und beliebig oft differen-
zierbare Funktionen h, : U, — R mit der Figenschaft, dass

(i)1>h,>0

(it) supp(h,) ist kompakt in U,

(iit) Y, h(y) =1Vy e M

Ist M C 3 mit i offen in R™, so kann o.E. der Atlas so gewdhlt werden, dass U, C L.

- Die Existenz eines endlichen Atlasses (ohne weitere Eigenschaften) folgt direkt aus
der Kompaktheit (s. Beweis).

- Zur Konstruktion benutzen wir den euklidischen Abstand ||-||o, was bequem, aber
nicht zwingend erforderlich ist. B,.(p) = {y € R" | |ly —p|l2 <}
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Beweis. - Aus (23.38) erhalt man durch Verkleinern von U fiir jedes p € M eine
Karte der Form
¢p: Bar,(p) N M — V, NRE (23.47)

fiir einen geeignet gewéhlten Radius r, > 0 so, dass noch By, (p) C L
- Nun tiberdecken die offenen Mengen

{B,,(p)|pe M} (23.48)

trivialerweise ganz M (d.h. jedes p € M ist in einer dieser Mengen enthalten). Aus
der Kompaktheit von M folgﬁ, dass bereits endlich viele der B, (p) M vollstindig
iberdecken. M.a.W. existieren endlich viele Punkte p, € M und Radien r, > 0,
t=1,...,¢ so, dass

S
Mc|JB.(p) (23.49)
=1
- Es sei nun A : [0,00) — R eine glatte Funktion mit der Eigenschaft, dass
(i) 1 > h(t) > 0Vt € [0,00)
(ii) h(t) =1 fiir t € [0,1), und
(iii) supp(h) C [0,2).

Fiir eine mogliche Konstruktion von h sei u(t) := exp(—1/t) fir ¢ > 0, u(t) = 0 fir
t < 0. Dann ist u unendlich oft differenzierbar mit u(0) = 0, u(¢) > 0 fur ¢t > 0. Daher ist
v(t) :=u(t — 1) - u(3/2 —t) ebenfalls glatt mit erfillt v > 0 und supp(v) = [1,3/2]. Setzt

man dann
fot v(s)ds

wle) = f03/21)(s)ds 7

(23.50)
so erfiillt h die gewlnschten Eigenschaften.

Bemerkung: Es ist kein Zufall, dass in dieser Konstruktion u nicht tiberall analytisch ist,
nédmlich um 0 herum keine Potenzreihendarstellung besitzt: Die obigen Bedingungen im-
plizieren, dass die Nullstellen von A Haufungspunkte besitzen, was fiir eine nicht-triviale
analytische Funktion auf einer zusammenhéngenden Menge nicht moglich ist, siehe [5| und

- Damit ist fir jedes ¢ = 1,...,< die Funktion (glatter Hut)

h,:R" = R,
R y—p, (23.51)

T

unendlich oft differenzierbar (die euklidische Norm ist es ja zumindestens ausserhalb
von 0, dort ist aber ja h konstant...), und erfillt

(i)1>h, >0

(ii) f,(y) = 1 fiir y € By, (p,)

(iii) supp(h.) C Bar, (p.)-

34Dies ist eine Konsequenz des Satzes von Heine-Borel, vgl. auch den Begriff der “Uberdeck-
ungskompaktheit”, den wir evtl. in den Ubungen kennengelernt haben.
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S
Wegen h, > 0 auf B, (p,) verschwindet Zh nirgends auf U : U B,,(p.) C Y
=1

Daher gilt fiir die auf ¥ definierten Funktlonen

h, = (23.52)

S
=1

>, h(y) =1, und supp(h,) C By, (p,) ist kompakt, wie gefordert. ]

- Man nennt so eine Sammlung von Funktionen eine “der Uberdeckung un-
tergeordnete Teilung der Eins”.

Bemerkung: Der Rand einer kompakten Untermannigfaltigkeit mit Rand ist abge-
schlossen und daher wieder kompakt, und durch Einschrankung erhalten wir aus
(By,(p.))und (h,) einen endlichen Atlas mit zugehdriger Teilung der Eins auch auf
dem Rand von M.

Orientierung, Riickzug, und Integration

Wir “erinnern” kurz:

Definition 23.14. - Zwei Basen Bj, By eines endlich-dimensionalen reellen Vek-
torraums V heissen gleich orientiert, wenn der Basiswechsel By 'B; : R* — R”
positive Determinante hat. Eine Orientierung von V' ist die Wahl einer (der zwei)
Aquivalenzklassen gleich orientierter Basen.

- Die Standardorientierung des R™ ist die Klasse von (eq,...,e,).

- Ist M eine Untermannigfaltigkeit und p € M, so ist der Tangentialraum 7, M ein
k-dimensionaler Vektorraum. Die Wahl einer Karte (U, ¢ = ¢~!) “induziert” eine
Orientierung von T,M Vp € U N M als die Klasse des Bildes der Standardbasis von
R* unter D). Sie hingt aber im Allgemeinen von der Wahl der Karte ab.

Definition 23.15. - Zwei Karten (Uy, 1) und (Us, 2) heissen orientierungsvertréglich,
falls
det D(pa 0 07 (x) >0 VYo € o (UiNUyn M) (23.53)

- Eine Untermannigfaltigkeit M heisst orientierbar, falls ein Atlas A = {(U,,p,)}

existiert, so dass jedes Paar von zwei Karten aus 2l orientierungsvertraglich sind.
Ein solcher Atlas heisst orientiert.
- Eine orientierte Untermannigfaltigkeit ist eine orientierbare Untermannigfaltigkeit
zusammen mit der Wahl einer Aquivalenzklasse von orientierten Atlanten. Wir
schreiben im Folgenden M fiir eine Untermannigfaltigkeit mit ausgezeichneter Ori-
entierung.

Bemerkung: Im Unterschied zu Vektorraumen ist nicht jede Untermannigfaltigkeit
orientierbar und im Allgemeinen besitzt eine orientierbare Untermannigfaltigkeit
mehr als zwei verschiedene Orientierungen (z.B. unzusammenhéngende Unterman-
nigfaltigkeiten). Auf keinen Fall ist es moglich zu sagen, welche der Orientierungen
“positiv” bzw. “negativ” ist.
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Beispiel: Der Mobius-Streifen, Bild der Abbildung

cos¥(1 — ssin g) y .
. . —Z7
[0,27] x [=1/2,1/2] 2 (9, 5) — | sind(1 — s sin ) ((lu/(/{/f{{{{{"

5C08 5 N
(23.54)

ist eine nicht-orientierbare kompakte 2-dimensionale
Untermannigfaltigkeit des R® mit Rand.

Lemma 23.16. Ist M" eine orientierte Untermannigfaltigkeit mit Rand, so erhilt
man durch Einschrdanken des orientierten Atlasses auf den Rand dort wieder einen
orientierten Atlas. Wir schreiben OM? fiir den Rand mit der so induzierten Orien-
tierung.

Beweis. Aus ([23.40) und ([23.44]) folgt

(g, 0 gty
det((‘po—%)) >0 Vo€ oo (U,NU.NM)
oz’ ij=1,...k (23.55)

= det <

]

Definition 23.17. Es sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R",
M C 4 offen, und w € Q(4) (gleich interessieren uns vor allem [ = k und k — 1).
Dann ist fiir jede Karte ¢ : U N M S VARE von M der Riickzug von w entlang
Y = o~ ! die [-Form auf V NR* definiert wie folgt: Fiir x € VNRY und vy,..., v €
T,(V) = RF sind Dy(z)(v;) € TyyM C Typ(yR™ und wir setzen

(W (W) (@) (v1, - .. v) == w(@(2) (DY) (vr), . .., DY(x)(0)) (23.56)

(Dies ist klarerweise eine alternierende [-Form auf T, V', die Differenzierbarkeit folgt
aus Kettenregeln, d.h. ¢*(w) € Q(V NR*).) Anschaulich: Wir messen das “Volu-
men” des durch vy, ..., v aufgespannten Parallelotops durch Auswerten von w auf
ihrem Bild unter D).

Beispiel: Fiir eine 0-Form, d.h. eine Funktion f : 4 — R ist ©*(f) = f o 4. Fir ihr
Differential gilt (v € T,,V):

(D (@) (v))!
“( N
(" (d Z 3y V) 2 g

(W ; (23.57)
B ;(; oy ax’( ))U
(Kettenregel) = (g;¢) (z)v'

= d(¥"(f))(v)
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was man unschwer verallgemeinert:

Lemma 23.18. FEs gilt

(i) ¥*(w) ist linear in w

(1i) V™ (waws) = ¥ (w1) A (w2)
(iit) (™ (w)) = ¢*(d(w))

Beweis. klar/wird nachgeliefert. O

Beachte: In (iii) operiert das d auf der linken Seite im R¥, das auf der rechten Seite im
R", es sind aber nur die Ableitungen in den Tangentialrichtungen von M relevant.
Diese Vertriglichkeit mit dem Riickzug ist (neben d? = 0) eine weitere wichtige
Eigenschaft der dusseren Ableitung.

- Wir betrachten nun speziell £ = [, und eine orientierte Untermannigfaltigkeit MT
mit endlichem orientierten Atlas 2 = {(U,, ¢,)} und untergeordneter Teilung der
Eins (h,) (die Orientierung liefert offenbar keine weitere Einschrénkungen an die
Teilung). Dann ist fiir alle ¢ mit ¢, = p,

Yr(h, -w) € QXV, NR*) (23.58)

eine k-Form mit kompaktem Triger. Wegen dim AF(RF)Y = 1 existiert eine Funktion
w, € C(V,NR*), so dass

Ur(h, - w) = w,(x) -dz' A Adat = w,(z) - (23.59)
Mit anderen Worten ist

w,(x) = hu(d.(2)) - w(th.(2)) (DYu(x)(e1), . ., Db (z)(er)) (23.60)

wobei (e, ..., e) die Standardbasis des R ist. Wir definieren dann das Integral

der k-Form w € QF(8) 1diber die orientierte kompakte k-dimensionale Untermannig-
faltigkeit mit Rand M durch die Formel:

— ()P = / () dF 23.61
o= [ et =3 [ w@ads @
wobei auf der rechten Seite das Integral iiber kompakte Mengen/kompakten Trager

aus dem letzten § steht. Diese Definition ist sinnvoll wegen des folgenden Lemmas:

Lemma 23.19. Der Wert des Integrals (23.61)) ist unabhdngig von dem orientierten
Atlas und der Teilung der Fins.

Beweis. Es sei 2 = {(ﬁm@ﬁ = 7,5;1)} ein weiterer endlicher Atlas von MT mit
U, C 4 und der gleichen Orientierung wie 2, d.h.

det D(p, 0o ¢1) > 0 auf ¢ (U, NU, N M") Vi, k, (23.62)
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(iii) 3_ A, = 1 in einer Umgebung von M.
Dann gilt wegen der Linearitat des Integrals

Z/Rk% dw—Z/k;h (.(2)) - w,(v)dx
T /(M ((2)) - w,(2)da

Durch die Substitution 2 = (¢, 0 $-)(2) (d.h. ¢, (x) = (%) € M) wird daraus
mit Hilfe der Transformationsformel 22.21| und Gl. (23.62) einerseits

= ZZ/N hee(Yn(E)) - wi(x) - det D(g, 0 ¢ ")(F) di (23.63)

(TenU,NMT)
Wegen
Dt (x) = D(ths 0 @ 0 ,)(x) = D()(Z) - D(@s 0 ;) () (23.64)
folgt aus andererseits
T (0 ()0, (2) = D (0(T)) - hu(,(@)) - w(u(2)) (Du(@)(en), - ., D) (ex))
- hL'fLm ' w(&m(j))(Dizn(i’)(el): R D@Zn(‘%)(ek))/ det D(@H o ()0:1)(11)

(23.65)

wobei wir die Transformation ([23.21]) einer Volumenform unter einem Endomorphis-
mus des R* benutzt haben P

- Nun heben sich wegen der Kettenregel, D(p.0¢, ") = (D(g, o @;1))71, die Deter-
minanten gegenseitig auf, so dass zuriick in (23.63))

Z/R wi(w)dr = ZZ/ ho (7)) - Gn(F)di

(UenUNMT)
=> / > b () wn(E)di = / @ (7)dz (23.67)
K RE L K RE
=1
wie behauptet. ]

%Um hier noch einmal explizit zu rechnen sei (A7) die Matrixdarstellung von D(@y, o ;) ()
(d.h. D(@k 0@, ") (x)(e;) = 3, e;A]. Dann ist mit ([23.64)

k

W(DwL(el);"'ale(ek)) = Z W(D@Z}K(ejl)Ajl'la"'vDiLR(ejk)Aik)

Ji,--odk=1

Da w alternierend ist, steht auf der rechten Seite Null ausser falls j; = o (i) fiir eine Permutation
o € Sk, und zwar wegen der Multilinearitdt genau

= w(D¥u(er), ..., Diuler)) - Y sgn(o HA S (23.66)

€Sk

=det A

nach der Leibniz-Formel fiir die Entwicklung der Determinante.
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- Wir schreiben ab jetzt auch

v¥(h, - w) fur /Rk w,(x)dx (23.68)

Rk

- Fir n = 1 ldsst sich nun (etwas umstandlich) das bestimmte Integral

/ f(s)ds = [ b]f(a:)dx (23.69)

wiedererkennen als das Integral der 1-Form f(s)ds auf dem offenen Intervall I D [a, b]
tiber die kompakte Untermannigfaltigkeit mit Rand [a, b] in der durch die Anord-
nung von R gegebenen Orientierung und der Standardparametrisierung s = x. Eine
Umparametrisierung des Intervalls ist eine bijektive Abbildung 7 : J — I, welche
je nachdem 7/ 2 0 orientierungserhaltend oder -umkehrend ist. Eine Stammfunk-
tion ist eine 0-Form F' mit dF(s) = f(s)ds, die in der auf dem Rand induzierten
Orientierung zu F'(a) — F(b) integriert wird.

Der Gausssche Satz [23.2] 1asst sich wie folgt wiedergeben. Auf der linken Seite ist
fK z)dz das Integral der Differentialform w = f(z)dz' A--- Adx™ iiber K = ®(Q)
in der Standardorlentlerung. Es kann berechnet werden durch Riickzug via ¢ als
Integral iiber Q:

/Kf(:c)d”x:/q)(@w:/@@* /f )) det ( Ggqﬂ) _ a4 (23.70)

Mit n = >, FO(=1)tdat A -+ A dzi A -+ A da™ ist dn = w, und die rechte Seite
ist das Integral von 7 tiber den Rand von K, ausgewertet durch Riickzug via ® auf
die Seiten von @) in der induzierten Orientierung.

/aKn_Zcp => 1)i—1(—1)a—1/ FO det(9597) ., d" '€ (23.71)

oQ i, £¥=0a

Der Gausssche Integralsatz in diesem Fall ist die Identitét:

/sz/aKn (23.72)

Allgemein ist dann fiir eine Differentialform w vom Grad k eine “Stammform” eine
k — 1-Form n mit dn = w, und die eine Richtung des Hauptsatzes lautet:

Der Stokessche Satz

Theorem 23.20. Es sei 34 C R" offen und MT C U eine orientierte kompakte
k-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand. Dann gilt fir jede k — 1-Form

n e QY
/ dn :/ n (23.73)
Mt oMT
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Beweis. Es sei {U,, ¢, = ¥, ')} ein orientierter Atlas der obigen Art und (h,) eine
untergeordenete Teilung der Eins. Dann erhélt man durch geeignetes Einschranken
Gleiches auf OMT. (Wobei hier die p, nicht auf dMT liegen miissen, und es auch
mal sein kann, dass supp(h,) N OMT = ().) Da OMT leeren Rand hat, lautet die

Behauptung zunéachst

Z/Rk ¥y (hy - dn) = Z/R“ Py (h, - n) (23.74)

Wegen der Produktregel 23.10| und der Vertraglichkeit (23.18]) gilt auf der linken
Seite

Z/Rk Y, (h, - dn) = Z/Rk Yr(d(h, - 7)) —Z/Rk V*(dh, A1)
- Z/Rk d(y; (- m)) = /Wd(z hL) A (23.75)

L—1
N % 7
Es gentigt daher zu zeigen, dass in jeder Karte
[, e = [ it (23.76)
Rk RE-1

Fiir die ¥ — 1-Formen existieren Funktionen 7’ € C*(V, N R*) so dass wir mit
a; = (=1 tdat Ao Adat A - Ada® in V, NR* schreiben kénnen:

k
= 1o (23.77)
=1

Es gilt dann
k

k i
A () = () A = 30 T (28.78)

=1 i=1

so dass mit Hilfe von Prop. [22.12

=0, da supp(nf) kompakt

Y

377L 1 k i\ gk—1
/de (h,-m)) Z/Rkl 8x2 ,...,:c)dx)d x

23.79
/ / am d dk_ll' ( )
Rk 1

:/ nH0,22,... ") d"
Ry!

nach dem ein-dimensionalen Hauptsatz, angewendet auf n! (-, 22, ..., z%) € C>((—o0, 0]).
Andererseits ist wegen 2' = 0 = konst. auf R¥ !, Oéi|R11c—1 = 0 ausser fiir ¢ = 1. Daher
gilt auch

W (h, o) = / 177}(0,:1;2, oy d (23.80)

k-1 —
IR1 Rl

Zusammen ist dies die Behauptung. [
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Das Poincarésche Lemma

Fir die andere Richtung des Hauptsatzes (Konstruktion einer Stammform durch
Integration) benotigen wir eine Voraussetzung an die Topologie des Definitions-
bereichs. Wie in der Funktionentheorie betrachten wir wenigstens Anfangs als
natiirliche Verallgemeinerung von offenen Intervallen offene und konvexe Mengen
U C R", d.h. Va,b € U liegt auch {a+t(b—a)|t € [0,1]} C U. Ausserdem ist klar,
dass wegen d? = 0 (Lemma fiir w € QF(U) hochstens dann ein n € QF1(U)
mit dn = w existieren kann, wenn dw = 0. Zuvor noch ein algebraisches Resultat:

Lemma/Definition 23.21. Die Kontraktion (oder Paarung) von alternierenden
Multilinearformen mit Vektoren ist die bilineare Abbildung

Lo R X AF(R™)Y — AFHR™)Y
(23.81)
(to(W))(v1, ..oy vp—1) == w(v, 01,0, V1)

(vgl. (23.26) ). In den Standardbasen (ey, ..., e,) und {dz A---Adx®™ | iy < -+ <i,}
18t
falls 1 ¢ {il, e ,Zk}

Le, (dx™ A -+ A da'™) = L — - L
(=) e Ao Ndate N ANdx o fiir § =,

(23.82)
Es gilt fiir alle w € NF(R")V:
Lo, (d2? A w) 4 da? A e, (W) = §lw = {w )= (23.83)
0 sonst
sowie .
Z dz' A tew =k -w (23.84)

i=1

Beweis. Ubungsaufgabe (Blatt 9). Wichtig ist noch die offensichtlichen punktweise
Verallgemeinerung dieser Formeln fiir Vektorfelder und Differentialformen. O

Theorem 23.22. FEs sei U C R™ offen und konvex. Fir k > 0 existiert fiir jedes
w e Q¥U) mit dw =0 einn € Q*YU) so, dass dn = w.

Definition 23.23. - Eine Differentialform w € Q¥(U) heisst geschlossen, falls dw = 0
und exakt falls w = dn fiir ein n € Q¥ 1(U). d®> = 0 bedeutet, dass jede exakte
Form geschlossen ist; das Poincaré-Lemma besagt, dass auf konvexen Mengen jede
geschlossene Form exakt ist.

- In dieser Terminologie ist die Stammform 7 durch dn = w eindeutig bis auf die
Addition einer geschlossenen k — 1-Form bestimmt.

- Wie bei den Satzen der Funktionentheorie lasst sich die Voraussetzung an den Def-
initionsbereich noch wesentlich abschwachen. Der Beweis unten geht ohne Weiteres
fir “sternformige” U durch.
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Beweis von Thm.[23.24. Wir wihlen einen beliebigen Punkt xy € U, und definieren
eine lineare Abbildung I, : Q*(U) — Q*1(U) durch die Formel

(Lo (W) () (V1 - 01) = /0 th=1 Z(ml — ) w(zo +t(z — 20)) (€45, 01, - . ., V1)t
- (23.85)

fir w € QF(U) (noch nicht notwendig geschlossen), z € U und vy,...,vp_1 € R"
(Dies ist wohldefiniert, da offensichtlich multi-linear und alternierend in vy, ..., vx_1,

und glatt in  wegen der Glattheit von w und des Vertauschungssatzes [25.13)). Im
Sinne des Integrals vektorwertiger Funktionen ist dies auch

I (w)(z) = /0 tkilbzi(z_mo)iei (w(zo + t(x — mp)))dt (23.86)

Beh.: Es gilt fiir alle w € QF(U)
d(Ipy(w)) + Iy (dw) = w (23.87)

Ist insbesondere dw = 0, so erfiillt n := I,,(w) die Bedingung dn = w.

Bew.: Der Einfachheit halber transferieren wir die Behauptung nach zy = 0, und
benutzen die Linearitit in w, um uns auf solche der Form w(z) = f(z) - da'
zuriickzuziehen, wobei wir noch dz®%* = da’t A --- A da'* abkiirzen. Dann aber
rechnen wir unter Vertauschen von Integration und Differentiation:

1 n 1 n
d(/ th=1 Z T'ew(tr) dt) + / t Z 21, (dw)(tz) dt =
0 i=1 0 =1

grs ~ 10 i 0f j i1yeend
/o [tk Lf(tx) ;dl‘ A te, (dz ) 4 ¢ Z x %(m) dz? A v, (dz™)

4,j=1

+ ¢k i Tt (%(m) dx? A dztv “‘)] dt

i.j=1

1

d o o

:/ Z(Ef () dt - darie = f(a) - datieo
0

(23.88)
wegen k > 0 und dem gewohnlichen Hauptsatz in einer Dimension. O

Vektoranalysis

Die Rechenregeln fiir die vertrauten Vektordifferentialoperatoren im R? lassen sich
recht elegant in die Sprache der Differentialformen umformulieren. Der entschei-

dende Hinweis ist die Ahnlichkeit zwischen (23.30) und der expliziten Formel ((10.58))
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fiir die Rotation eines Vektorfeldes. Fiir die Details miissen wir aber noch einmal
kurz in die lineare Algebra ausholen.

- Zunéchst einmal erkennen wir die musikalischen Isomorphismen - : T, U — T:CVOU
und #: T U — T,,U als Spezialfélle von (21.5]) beziiglich dem euklidischen Stan-

dardprodukt (21.7)) auf R3.
- Allgemein ist das fiir wy,ws € A¥(R™)Y durch

(wi,wa) 1= Z (W1)ig oy (W2 )i i (23.89)

11 <...<tp

definierte innere Produkt symmetrisch und positiv definit, induziert also einen Iso-
morphismus

AFR™MY = (AF(R™)*)” (23.90)

- Andererseits wird das Dachprodukt

/\kRnVX/\n—kRnV_}/\an\/
(R") (R") (R") (23.91)
(W, @) P WAD
durch die Identifikation
AN (R")Y - R
(23.92)
a=de' AN---ANdz" — 1
zu einer Bilinearform
AF(R™)Y x A"FR™)Y — R (23.93)

In den Basen ([20.39)) ist explizit
((d:c“ A ANda™) A (da?t A A d:cj"*k)>/dx1 A Ada”

0 falls {é1,..., it U {1, -, Jn-i} #{L,...,n}
je nach Paritdt der Permutation

(11, s 0k, J1y - - s Jnk) = (a(1),...,0(n)) sonst
(23.94)

+1

Offenbar ist also ([23.93)) nicht-entartet, und liefert daher einen Isomorphismus
(AFR™)*)” =2 AR (R™)Y (23.95)

Durch Zusammenschalten mit (23.90f) erhalten wir den sogenannten Hodge-Stern-
Operator

o AFRMY =5 NVRER™)Y (23.96)

Zwei Formeln dafir:

w1 A (kwg) = {wi,ws) - dx' A -+ Ada” (23.97)
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und

*(dx™ A Ada™) = £1-da? A - A daink
je nach Paritdt der Permutation (i1,..., %, J1,- -, Jn-k) = (o(1),...,0(n))
(23.98)

- Zuriick im R? {iberpriift man nun, dass die abstrakte Formel ((10.57)) nichts anderes
ist als

rot(Y) = (x(d_Y’ ) € TU (23.99)

Fir ((10.55)) kann man schreiben

/\2

S

divY = x(dx Y’ ) e N°(R*)* =R (23.100)
—~—~

e\
w‘—/
e\’

Ausserdem ist (per Definition!)
(grad f)° = df (23.101)
Aus diesen drei Formeln folgt mit [23.10] (ii)

rot o grad f = (xd(df))* =0

. b (23.102)
divorotY = xd(x*xdY’) =0

wobei wir noch *(x(w)) = (—=1)*"~*wu benutzt haben wie man am leichtesten aus
(123.98) folgert.

Fazit: Die Theorie der Differentialformen liefert eine einigermassen zufriedenstel-
lende hoher-dimensionale Verallgemeinerung des Hauptsatzes der Differential- und
Integalrechnung. Bei Bedarf kann er durch verschiedene Grenzprozesse noch ver-
vollstandigt werden.

Zusétzlich zum Einschub von [21.13] als Wiedereinstimmung auf die Eigenwert-
theorie machen wir noch

Zwei Schlussbemerkungen

1. Es mag seltsam vorkommen, dass wir Integration zwar (teilweise) durch “Volu-
menmessung” motiviert haben, den Stokesschen Satz aber nur fiir orientierte Un-
termannigfaltigkeiten mit Rand formuliert und bewiesen haben. Sicher hat doch
auch der Mobius-Streifen einen Flacheninhalt, nur vielleicht keinen orientierten! Zu
seiner Definition betrachten wir zundchst wieder die lineare Situation.

- Wir bemerken, dass das euklidische Volumen von k-dimensionalen Parallelotopen
durch einige wenige geometrische Eigenschaften festgelegt ist: Fiir jeweils & Vektoren
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bi,..., b € R" soll gelten:

(i) vol®)(by,. .., by) ist invariant unter “Scherungen”, d.h. Addition des Vielfachen
eines Vektors zu einem anderen.
(i) vol®) (by, ..., br) = [1_,bila, falls (b;,b;) = 0 fiir i # .
Denn wie wir aus [21] wissen (sollten), lassen sich durch Operationen der Art (i)
die (by,...,bg) in einen Satz von k orthogonalen Vektoren (by,...,b;) iberfithren
(Gram- Schmldt Orthogonalisierungsverfahren), fiir die wir das Volumen durch die
Vorschrift (ii) berechnen konnen Sind speziell die (b, ...,bx) linear abhangig, so
ist eines der b; = 0 und vol® (by, ... b;) = 0.

- Die Operationen unter (i) werden durch ene Matrix R = (R/) mit Determinante 1
dargestellt, d.h.

bj = Rib; (23.103)

mit det(R}) = 1, und

vol® by, ... by H||b lo = \/det(diag((b;, b)) = /det g (23.104)

wobei wir die Multiplikativitat der Determinante benutzt haben, det R = 1, und die
sog. Gramsche Matrix gegeben ist durch

9= (9ij)ij=1,.k = (<bi7bj>>i’j:1"“k (23.105)

Das Volumen erfilllt nun tatséchlich die obigen Bedingungen, ist aber im
Gegensatz zu nie negativ und auch insbesondere invariant unter beliebigen
Vertauschungen der b;.

- Sind die (b;) linear unabhéngig, d.h. span(by,...,b;) ist ein k-dimensionaler Un-
terraum von R™, so ist det g # 0 (man spricht dann von der induzierten Metrik).
Unter Basiswechsel

bj =Y Rib; (23.106)
transformiert sich die Gramsche Determinante gemaéss

Vdet g =|det R| - y/detg (23.107)

- Ist nun M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™ (mit oder ohne Rand),
und (U, p = 17!) eine Karte, so hat die “induzierte euklidische Metrik” in der Basis
(Dy(z)(e:)),_, . von TyM die Darstellung

.....

n

gij(x) = (DY (x)(e:), Di(x)(e;)) = > B (x)Bj(x) (23.108)

r=1

wobei B! die Jacobi-Matrix von D (x) in den Standardbasen ist. (Vgl. auch die
Transformation des Laplace-Operators, die wir in der HoMa 2 diskutiert haben)
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- Ist M kompakt, so iiberdeckt man wie bei Differentialformen M mit einem
endlichen Atlas {(U,, ¢,)}, einer untergeordneten Teilung der Eins (h,) , und definiert

vol® (M Z / (1, (@) - \/det g(x)da (23.109)

- Wegen ([23.107)) ist diese Definition wieder unabhangig von der Wahl der Karten,

diesmal aber auch unabhédngig von Orientierungen: Unter einer Substitution z =
po @ H(T) ist

/Vh - /det g()dx = /Vh - y/det g(x) - !detD(gp oo ) ()| dz

) (23.110)
_ / h - Tin/det §(3)di
7
Denn der Basiswechsel in Ty, M = Ty )M ist bestimmt durch
Di(#) = Dip(x) - D(p o ¢7')(F) (23.111)
oder anders gesagt gilt:
k
Gij (2 Z (%) - grs () (23.112)
T, 5:1
Beispiel: Fiir den Mobius-Streifen in der Parametrisierung (23.54) ist
—sinz?(l — ssin g) — %cosﬁcosg —cosesing
B=| cost¥(l—ssin?) —sindcos? —sindsin? (23.113)
—3sin g cos g
352 82 _ in?
_(1+% 5 cost) — 2ssing 0 (23.114)
0 1
und der Flacheninhalt
27 1/2 352 2 9
/ / \/ i - S— cos ) — 2s sin S dsd) A~ 6, 353271 (23.115)
—1/2

- Der Laplace-Operator auf einer Untermannigfaltigkeit

1 & 9 9
:\/?tg/m.z:ﬁfﬂ( i/det aj) (23.116)

2. Nach unserer Definition ([23.42)) sind die Tangentialraume an verschiedenen Punk-
ten einer k-dimensionalen Untermannigfaltigkeit M C R™ wohlunterschiedene k-
dimensionale Unterraume des umgebenden R™. Im Allgemeinen macht es also keinen

Hohere Mathematik fiir’s Studium der Physik 228 2/15/2021 15:26



§24. VERVOLLSTANDIGUNG

Sinn, fir p; # pe Vektoren vy € T, M und vy € T,,,M zu vergleichen oder gar zu
addieren.
- Dies ist besonders dann wichtig in Erinnerung zu behalten, wenn p; und psy in
einer gemeinsamen Kartenumgebung (U, p = 1~ 1) liegen. Dann existieren namlich
Vektoren wi,wy € R* mit v; = Dy (p(p;))(w;), und man kénnte dazu verleitet
werden zu sagen, dass “v; = vy falls w; = wy”. Eine solche Aussage wére aber
deshalb unsinnig, weil sie von der Wahl der Karte abhinge: Ist (U , O = 1/;_1) eine
andere Karte mit py, p, € U so gébe es Vektoren 1wy, Wy mit v; = D@Z(g&(pz))(ﬁ)l) Es
ist

w; = D(@ 0 ™) (e(pi))(wi) (23.117)
und aus w; = wy folgt noch lange nicht w; = wy, da die Differentiale der Karten-
wechsel im Allgemeinen nicht konstant sind.
- Unter Verwendung der euklidischen Metrik lassen sich aber Tangentialvektoren fiir
infinitesimal benachbarte Punkte vergleichen, und dann durch Integration auch fiir
weiter entfernte. Fiir eine Kurve 7 : [ty,t3] — M mit (¢;) = p; heisst eine Schar
von Tangentialvektoren v(t) € T,y M parallel entlang v, falls sie in erster Ordnung
nur in den Richtungen orthogonal zu M variiert, d.h.

R™ 3 0(t) L TyyM CR™ Vit € [ty 1) (23.118)

Fiir vorgegebenes v ist dies eine gewohnliche Differentialgleichung, deren Losung
mit v(t;) = v; den “Paralleltransport von vy € T),, M entlang v nach p,” definiert.
(Das Ergebnis héngt allerdings i.A. von v ab!)

- Hier und auch schon im Punkt zuvor benutzt man die Tatsache, dass der
umgebende R™ mit einer kanonischen Basis ausgeriistet ist, was uns erlaubt, Tan-
gentialvektoren an den R"™ in verschiedenen Punkten in kanonischer Weise zu vergle-
ichen. Mit Hilfe der Gramschen Matrix lasst sich der Begriff aber auch intrinsisch
formulieren.

- Physikalisch sind Tangentialrdume als “Laboratorien von wohlunterschiedenen
Beobachtern” relevant, der Paralleltransport (oder auch mal andere sog. Zusam-
menhénge) zum “Datenvergleich”. Mehr zu all dem in der Differentialgeometrie.

§ 24 Vervollstandigung

Die physikalisch interessantesten Aussagen aus der linearen Algebra, die wir
im Kapitel [7] fir endliche Dimension bewiesen haben, iibertragen sich auf den
(physikalisch noch interessanteren) Fall unendlich-dimensionaler Vektorrdume, aber
nicht ohne weitere Anstrengungen und zuséatzliche Voraussetzungen. Die Schwierigkeiten
entstehen dadurch, dass einerseits die metrische Vollsténdigkeit normierter Raume
(im Sinne von in die Beweise einging, insbesondere bei der Eigenwerttheorie
und der infinitesimalen Erzeugung kontinuierlicher Gruppen, andererseits Normen
auf unendlich-dimensionalen Vektorrdumen aber nicht mehr alle aquivalent sind.

Es existieren daher auch verschiedene Konvergenzbegriffe und wir miissen uns
dartiber Rechenschaft ablegen, welcher davon fiir die jeweilige Anwendung der
“richtige” ist.m

36Es ist intuitiv nicht ganz einfach zu sagen, welche physikalischen Prinzipien bei der Auswahl
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Ein verwandtes Problem tritt bei der Losung von linearen und nicht-linearen
Differentialgleichungen auf. Wéahrend wir fiir gewohnliche Differentialgleichungen im
Existenz und Eindeutigkeit von Losungen auf der Basis der stetigen Funktionen
und der gleichmassigen Konvergenz kontrollieren konnten, so reicht dieser Rahmen
fir die meisten partiellen Differentialgleichungen nicht mehr aus. Unstetige und
unbeschrankte Funktionen treten zumindestens in Zwischenschritten unweigerlich
auf.

Um all diese Fragen in Angriff nehmen zu kénnen, ist es jetzt unabdingbar, dass
wir uns zunachst mit dem allgemeinen und flexiblen Integralbegriff auseinanderset-
zen.

Monotone Hiillen

Die grundlegende Idee hinter den folgenden Konstruktionen ist dhnlich wie beim
Ubergang von den rationalen zu den reellen Zahlen die Vervollstindigung von Funk-
tionenrdumen unter geeigneten Konvergenzbegriffen. Wie bereits im Zusammen-
hang mit der Integration stetiger Funktionen iiber kompakte Teilmengen angedeutet,
stellen wir dabei die monotone Konvergenz in den Vordergrund. Dies ist analog zur
Konstruktion der reellen Zahlen via Dedekindscher Schnitte.

- Unser Ausgangspunkt diesmal ist das im §22] eingefiihrte Integral fiir stetige Funk-
tionen mit kompaktem Tréger, welches wir jetzt auffassen als lineare Abbildung
(Funktional)

J:C(R") —» R, J(f) = flz)d"x (24.1)

Wir schreiben wieder fi 1+ f (bzw. fr | f) fir punktweise monotone Konvergenz
(von Funktionen etc.). Die in [22.15| festgestellte Eigenschaft

J(fe) T J(f) fir (fi) C Co(R™), fi T f und f € Co(R"), (24.2)

auch geschrieben als sup(.J(fx)) = J(sup fx), bezeichnen wir als Ordnungsstetigkeit
von J.

Definition 24.1. Vf,g € C.(R"), A € R sind auch A\f + g, |f|, |g| (punktweise
definiert) und daher auch

max(fvg):f+g—;|f_g| (24.3)
min(f, g) = f+9—2’f—g|

stetig mit kompaktem Tréager. Man nennt einen Raum von reellwertigen Funktio-
nen, welcher auf diese Weise unter Addition, Skalarmultiplikation und min & max
abgeschlossen ist, einen (Vektor-)Verbandf"| Wir schreiben ab jetzt V fiir den Ver-
band C.(R™).

helfen sollen. Ein wichtiges Rationalitdtskriterium ist sicherlich die Moglichkeit der “beliebig
genauen Approximation durch endlich viele Schritte”.

37Eine andere Bezeichnung fiir Vektorverbinde ist “Riesz-Raum”. Abstrakte Verbiinde spielen
in einem axiomatischen Zugang zum quantenmechanischen Messprozess eine fundamentale Rolle.
Die Details wéren in einem (Pro-)Seminar auszuarbeiten.
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- Eine reellwertige Funktion (man sagt auch Funktional) auf einem Verband, welche
(wie J) linear, monoton, und ordnungsstetig ist, heisst Daniell-Integral.

Im néachsten Schritt ist es zweckméssig, den Wertebereich unserer Funktionen so
zu erweitern, dass Monotonie tatsachlich stets Konvergenz impliziert. Um fiir eine
unbeschrankte monoton wachsende (fallende) Folge ()

lim zj = sup(zy) = 00 (hm xy, = inf(xy) = —oo) (24.4)
k—o0 k—o0

schreiben zu kénnen, erweitern wir (zunéchst als Mengen)
R :=RU{oc} (R :=RU{-o00}) (24.5)

(Achtung: Wir erweitern zundchst noch nicht gleichzeitig mit co und —oo.) Ordnung
und Addition setzen sich sinnvoll auf R* fort, die Multiplikation aber nur mit nicht-
negativen reellen Skalaren, d.h. fir x € RT, X € Rmit A > 0 ist A -2 € R
wohldefiniert. Additive Inverse existieren in R* aber im Allgemeinen nicht mehr.
Man sagt: R¥ ist ein konvexer Kegel iiber dem angeordneten Koérper R. max & min
machen ebenfalls Sinn, der Zusammenhang zum Absolutbetrag setzt sich aber
nicht auf R* fort.

Definition 24.2. Unter Benutzung dieses erweiterteten Konvergenzbegriffs fithren
wir die monotonen Hiillen des Verbandes V ein:

V&= {f:R" > R :==RU {00} |3(fi) C V| fi T f}

Vo= {f:R" >R :=RU {00} |3(fi) CVIfil f} (24.6)

Dann gilt: V* sind unter Addition und min & max abgeschlossen, sowie unter Mul-
tiplikation mit nicht-negativen reellen Skalaren. D.h. fir A > 0 und f € V* ist
auch X\ - f € VT. Dagegen liegen — f sowie |f| i.A. nicht in V* (siehe Ubungen fiir
Beispiele). Wir wollen einen solchen Funktionenraum einen Kegelverband nennenﬁ]

Beh.: Die monotone Hiille V* ist monoton abgeschlossen, d.h.: Ist (f) C V7 eine
monoton wachsende Folge von Funktionen in VT, so ist f := limy_, fx € VT (und
sinngemass fiir V7).

Beweis der Abgeschlossenheit von V. Definitionsgeméss existiert fir jedes k eine
monoton wachsende Folge (fii)ien C V mit sup;(fu) = fi, d.h. VE gilt fi i1 > fu
und f; T fi fiir | — oo. Setze fir [l € N

g = maX{fk-l ’ k S l} (247) Ak} e <o <o
Dann gilt g; € V und . ; . ;.
Gi41 = max{ fy 41|k <1+ 1} R
> E<l+1 i
> max{ fu |k <1} I
=4a >

38Wir kénnten auch “Riesz-Kegel” sagen.
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Ausserdem ist

sup(g;) = sup{fu |k < 1,1 € N}
= sup{ fu | k,l € N} =sup{fp |k e N} = f

d.h. ¢; T f und damit ist f € V*. O

(24.9)

Proposition 24.3. Sei J : V — R ein Daniell-Integral auf dem Verband V.
Dann existiert eine eindeutige Fortsetzung zu einem ordnungsstetigen Funktional
JT VY — R auf dem Kegelverband VT, d.h.

(i) JT(f) = J(f) Vf € V C VT und J*(fr) T JT(f) falls (fe)ken € VT mit
fet fevh.

JT st

(i) kegellinear, d.h. J*(Af +¢g) =N (f)+ I (9) Vf,g € VT, X € R mit A > 0.
(i) monoton, d.h. f > g= J"(f) > J*(g).

Bemerkungen. Beachte, dass bei Fehlen von additiven Inversen die Monotonie in der
Form (ii) nicht aus der schwécheren Aussage f > 0= J*(f) > 0 folgt.
- Eine analoge Aussage gilt naturlich fir V.

Lemma 24.4. Sei (fi)reny C V eine monoton wachsende Folge, und g € V mit
g <sup fi. Dann gilt J(g) < sup J(fi).

Beweis. Betrachte hy := min(g, fx) € V. Dann gilt einerseits hy 1 g € V und daher
wegen der Ordnungsstetigkeit von J, dass J(hg) T J(g). Andererseits ist hy < fg
und daher wegen der Monotonie von J J(hg) < J(fx) < supy J(fx). Zusammen
folgt J(g) < supy J(fx). O

Beweis von[24.3 Wir halten zunéchst fest, dass falls so ein Funktional J* mit den
behaupteten Eigenschaften existiert, es bereits eindeutig festliegt. Ist ndmlich f €
V7T, so existiert eine Folge (fy) C V mit f; T f und da wegen der Monotonie
von J die Folge (J(fi))ren monoton wéachst, existiert limg o J(fx) € RT. Wegen
J(frx) = J7(fx) und der Stetigkeit von J* muss dann
lim J(f) = lim J*(fx) = J7(f) (24.10)
k—o00 k—o00
sein. Um andererseits J* durch die Formel definieren zu konnen, missen
wir nachweisen, dass der Wert nicht von der gewihlten Folge abhéngt. Ist nun (/)
eine weitere Folge mit f, 1 f so gilt Vk

fi < f = sup(f) 2L J(f) < sup J () (24.11)

und daher sup, J(fi) < sup, J(f;). Ebenso gilt sup, J(f;) < sup, J(fi), und da-
her sup; J(f;) = sup, J(fx). Es macht also Sinn, fiir die Definition die
geforderten Eigenschaften nachzuweisen.

(i) Kegellinearitat folgt aus der Linearitat von J:

JE(Af+g) = sup J(Afi +gr) = Asup J(fi) +sup J(gx) = A7 (f) + T (g) (24.12)
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(ii) Aus g < f folgt fiir fr 1 f und g; T g, dass g; < sup fi VI und daher wieder mit
Lemma [24.4!
J(gr) <sup J(fi) = J7(9) < J*(f) (24.13)

Fiir (den Rest von) (iii) seien (fu)ien C V mit fiu T fr € V¥ und fi T f € V*. Dann
erfilllt g; := max{fy |k <} (vgl. Beweis von [24.2)) g; T f und daher gilt

sup J*(fy) = sup J(fr) = sup J(g1) = J(f) (24.14)
UJ

Die Riume V* enthalten schon deutlich mehr Funktionen als C.(R"), und die
Funktionale J* erfiillen schon einen Teil unserer Wunschvorstellungen.

7.B. liegen charakteristische Funktionen von Quadern und von kompakten Men-
gen in V7, etc. wie wir in Beispiel gesehen haben.
Ubungsaufgabe: Man zeige, dass charakteristische Funktionen von offenen (beschrink-
ten und unbeschrankten) Mengen in V', aber nicht in V™ liegen.

Integrierbare Funktionen

Klarerweise sind wir aber mit (V*, J%) noch nicht am Ziel — Die V* sind keine
Vektorraume, keine der neuen Funktionen liegen sowohl in V' als auch in V= und
V* (bzw. V™) ist auch nicht nach unten (bzw. oben) monoton abgeschlossen. Teile
dieser Aussagen folgen aus dem

Lemma 24.5. Sei (fir V =C.(R")) f € V*. Dann ist f unterhalbstetig: Vo € R”
gilt: Ist f(x) > C fir ein C € R, so ezistiert ein § > 0 so, dass

fly)>C  falls ||z —y| <6 (24.15)

Bildlich: f springt bei Anndherung an
einen Punkt x € R™ allenfalls runter,
aber nie hoch.

Beweis. Fur f(x) < oo ist die Behauptung: Ve > 0 30 > 0 so, dass
fly) > f@)—e falls |z —y| <& (24.16)

Sei (fr) C Co(R™) mit fr T f. Wegen fr(x) T f(x) existiert ein K so gross, dass
Jx(xz) > f(r) — §. Sodann existiert wegen der Stetigkeit von fx ein § > 0 so, dass

fiele) = fie)] < 5 falls [lz =y < 5 (24.17)
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d.h. insbesondere c
fily) > i) = 5 (24.18)

Zusammen folgt

€
Fy) 2 fxly) > fr(2) = 5> fle) —e falls o —y|| <4 (24.19)

- Fir f(z) = oo ist die Behauptung: VN € N 36 > 0 so, dass
fly) >N falls |z —y| <6 (24.20)

und der Beweis ist sehr dhnlich. O]

- In Umkehrung gilt: Ist f € FT(R"™) unterhalbstetig, und f(z) > 0 fir « ausserhalb
einer kompakten Menge, so ist f € V. Hat f beispielsweise kompakten Trager, so
liegt die Folge (f;) mit

fe(z) = inf{f(y) + k||z — y|| |y € R"} (24.21)

in C.(R") und konvergiert monoton wachsend gegen f. (Ubungsaufgabe)
- Man muss auch gar nicht unbedingt Folgen benutzen: Es gilt

fevte f=sup{g|g € C(R"),g < f} (24.22)

- Die Beziehung zwischen V™ und oberhalbstetigen Funktionen ist natiirlich ahnlich.
Ausserdem gelten Aussagen der Art:

e Fiir A C R™ abgeschlossen ist x4 oberhalbstetig.

e Fir U C R” offen ist xy unterhalbstetig.

e f ist ober- und unterhalbstetig < f ist stetig.

- Weiterhin gilt:

fevte —fev (24.23)
(mit geeigneter Deutung —1 - 0o = —o0, s. (24.27))), und fiir f € VT ist
J(=f)=—=J"(f) (24.24)

- Zuletzt bemerken wir, dass konstante positive Funktionen, d.h. f(z) = f(0) > 0
Vax € R™ in V7 liegen: Dies folgt beispielsweise aus

f(0) - xBu) T f(0) fir k — oo, (24.25)

XBr0) € VT, und der monotonen Abgeschlossenheit von V*. Insbesondere halten
wir fest, dass die konstante Funktion f(z) = oo Va in V1 liegt: Die konstanten
Funktionen fy(x) = k Va wachsen monoton gegen oo. (Ebenso gilt —co € V7.)

Prinzipiell ist es nicht weiter besorgniserregend, dass im Gegensatz zum totalge-
ordneten Kérper Q, den wir mit “einem einzigen Satz Dedekindscher Schnitte” (s.
zu R vervollstandigen konnten, C.(R™) sich nicht in einem monotonen Schritt
ordentlich abschliessen lisst. Uberraschend ist vielmehr, dass wir mit Unterstiitzung
von J* zum Gréssenvergleich im Raum aller Funktionen auf R™ einen vollstandigen
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Unterraum sogenannter integrierbarer Funktionen auszeichnen konnen, auf dem sich
dann das Integral aller wiinschenswerten Eigenschaften erfreut. Dazu erweitern wir
nun unseren Wertebereich gleichzeitig in beide Richtungen. Es sei

R:=RU{-00,00} (24.26)
Mit den Verabredungen:
oo +x=o00 VrecRT, —00+12=-00 VreR™
r-oo=oound z-(—00) =—00 VreR x>0 sowie —1-00=—oc0 (24.27)
xX-00=00, 00-(—0)=-00, (—00)-(—00)=00

gelten dann die iiblichen Rechenregeln “solange sie Sinn machen”. Dies bedeutet
insbesondere, dass man Bildungen wie 0 - co und co — oo nicht ohne algebraische
Widerspriiche einen Wert zuordnen kann. In der Integrationstheorie treten solche
Ausdriicke zwar auf, aber nur so punktuell, dass ihr Wert keinen Einfluss auf das
Ergebnis hat. I'm not happy, but if in doubt,

1

- 24.28
D (24.28)

0-00=0, 00 — 00 =

Definition 24.6. Es seien wie oben J ein Daniell-Integral auf dem Funktionen-
verband ¥V C F(R") und (V*,J*) die monotonen Hillen. Fir f € F(R") :=
F(R™, R) heisst dann

JH(f) :==inf{J"(9)|g € VT, 9> f} (24.29)
das Oberintegral von f (bzgl. (V,J)), und
J=(f) ==sup{J (h)|h eV, h < f} (24.30)

das Unterintegral von f_@
- Eine Funktion f € F(R") heisst integrierbar bzgl. (V,J), falls ihr Ober- und
Unterintegral gleich und endlich sind. Dann heisst

J(f) == TH(f) = T (f) €R (24.32)

ihr Integral. Wir schreiben V fiir die Menge der integrierbaren Funktionen. Fur
(V,J) = (Cc(R"), I¢,) sagen wir auch “Lebesgue-integrierbar” und schreiben L£(R")

statt V sowie

f(z)dz (manchmal auch f(x)d”x) statt J(f) (24.33)
Rr R

39Beachte, dass ohne (24.28) F(R") kein Vektorraum ist.

40Wegen 400 € V*, 5. (24.25)), sind die betroffenen Mengen nicht leer. Andernfalls macht es aber
auch einen gewissen Sinn, jede Zahl in R als untere/obere Schranke der leeren Menge anzusehen,
und dann wegen co > x > —oo Vo € R

sup(f)) = “kleinste obere Schranke” = —oco und inf()) = co (24.31)

zu setzen. (Fiir eine nicht-leere Menge ist allerdings sup X > inf(X) iiblich.) Damit sind J*
jedenfalls wohl-definiert.
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g/\

h M

N

Lemma 24.7. (i) Vf € F(R") gilt J*(f) > J~(f)
(ii)V f eVt gilt JH(f) = JH(f) = J(f). f €V ist also genau dann integrierbar
wenn J*(f) < oo. (Entsprechendes gilt firV=.)
(iii) f € F(R™) ist genau dann integrierbar, falls gilt: Ye > 0 3g. € V¥, h. € V™
mit he < f < g. und

J(ge) — T (he) <€ (24.34)

Beweis. Hilfslemma: Vg € V', h € V™ mit g > h gilt J*(g) > J~(h)
Bew.: Gemass (24.24]) ist —h € V™ und —J~(h) = J7(—h). Mit der Kegellinearitét
und der Monotonie von J*, s.[24.3] folgt

J(g)—J (h)=J"(g)+ JT(=h) = J*(u) >0 (24.35)

und daraus die Behauptung.
(i) Aus dem Hilfslemma folgt

{JT(9)|geVT,g=f} = {J(h)|heV  ,h< [} (24.36)

und durch inf / sup-Bildung daraus die Behauptung.
(ii) In Anbetracht von (i) geniigt es zu zeigen, dass fir f € V'

JH) = THf) wd T(f) = T (24.37)

Die erste Aussage folgt aus der Ungleichungskette

JH(f) <inf{J*(g) | g€ VT g > f} < TH(S) (24.38)
) 0
Monotonie f=f

Fir die zweite sei (fx) C V mit fx 1 f. Dann gilt fi, < f und fr € YV~ und daher

J(f) = sup{J‘(h) | heV  h< f} > supJ (i) = supJ(fi) = JT(f) (24.39)
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(iii) “=": Fiir gegebenes f € F, und ¢ > 0 seien g, und h, wie angegeben. Dann
folgt

JH(f)=inf{J (9)|ge VT, 9> f} < T (g) < T (h) + €< 0 (24.40)
Zusammen mit
J(f) = T (he) (24.41)

folgt
JT(f) < T (f) +e (24.42)

Mit € | 0 folgt (zusammen mit (i)!), dass JT(f) = J~(f) und damit die Behauptung,
dass f € V.
“«”: Ubung ]

§ 25 Eigenschaften des Lebesgue-Integrals

Die technische Konstruktion des Integrals von reellwertigen Funktionen auf R"™ liegt
nun grosstenteils hinter uns. Wir stellen in diesem § seine charakteristischen Stéarken
zusammen, und machen ein paar Bemerkungen zu seiner Einzigartigkeit. Zunéchst
halten wir fest, in welchem Sinne wir mit dem Funktional J auf V unser Ziel erreicht

haben.

Proposition/Definition 25.1. Der Raum
LYR") :={f € LER")| f(z) e RVz € R"} (25.1)

der reellwertigen integrierbaren Funktionen ist abgeschlossen unter Addition, Multi-
plikation mit reellen Skalaren, sowie unter max & min und Absolutbetrag. M.a.W.,
LY(R") C F(R") ist ein Untervektorverband. j}ﬁl(Rn) definiert auf LY(R™) ein lin-
eares und monotones Funktional, welches wir als

LYR™) S frs Rnf(x)dw = J(f) (25.2)

schreiben.

Beweis. Fir fi, f, € LY(R") und g1,90 € V' mit g1 > f1, g2 > foist g1 + g2 € VT
und g1 + g2 > f1 + fo. Daraus folgt

JEA) + T (f2) =inf{JH (1) |1 € VE, 1 = fi} +inf{J T (g2) | g2 € VT, 92 > fo}
= inf{J+(91 + 92) |91,Q2 eEVigit+g>H+ f2}

>inf{J*(g) g€ VT, 9> fi+ fo} = T (fi + fo)
(25.3)

Ebenso folgt J=(f1 + f2) > J(f1) + J~(f2) und daraus die Ungleichungskette
T (fi+fo) 2 J(f1) + I(f2) = T (fi + f) (25.4)
Mit Lemma (i) folgt fi + fo € Vund J(f1 + f2) = J(f1) + J(f2).
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- Der Beweis der Abgeschlossenheit unter Multiplikation mit nicht-negativen
Skalaren folgt aus der von V*. Fiir die Multiplikation mit —1 beachte, dass mit
(24.24))

JH(f) =if{J"(g)|ge VT, 9> f} =—sup{J (=9) |g €V, 9> [}

=—sup{J (h) |[heV h<—f}==JT (=) (25.5)

und entsprechend J~(f) = —J*(—f).

~Ist f € YV mit f > 0so folgt 0 < f, d.h. J=(f) > 0 und daraus J(f) > 0. Dies
bedeutet, dass J monoton ist.

- Fiir die Verbandsstruktur gentigt es wegen der Linearitédt, der Beziehungen ,

| f| = max(f,0) — min(f,0) (25.6)

sowie min(f,0) = —max(—f,0) zu zeigen, dass mit f auch f, in L(R") liegt. Wir
tun dies in der Formulierung [24.7] (iii).

-Fire>0seienge VH, heV mit h < f <gund J*(g) —J (h) < e. Dann folgt
aus der Kegelverbandsstruktur von V', dass g, := max(g,0), g_ := min(g,0) € V'
und ebenso hy € V. Wegen der Kegellinearitiat und folgt

e>J(g)—J (h) =T (g+) + T (9-) + T (=hy) + J"(=h-)

= T (gs —he) (g — b ) (25.7)

Aus g > f > h folgt g+ — he > 0 und daraus wegen der Monotonie von J*, dass
beide Ausdriicke auf der rechten Seite von (25.7) nicht-negativ und daher getrennt

< € sind. Damit gilt (wieder mit (24.24)))
JHg) = T (hy) < e (25.9)
Wegen g, > f, > h, bedeutet dies gerade, dass f, € V. ]

Bemerkungen. Die Abschatzung und gelten offenbar weiterhin fiir in-
tegrierbare Funktionen fi, fo € £(R") mit Werten in den erweiterten reellen Zahlen,
wenn f; + fo an den Unendlichkeitsstellen mit den Regeln bzw. fiir co — oo
beliebig definiert ist. Jede solche Funktion ist also integrierbar und hat das gleiche
Integral. In einem dhnlichen Sinne ist £(R") auch unter reeller Skalarmultiplikation
und unter min / max abgeschlossen.

Korollar 25.2. Die Riume der Treppenfunktionen T(R™) C LY(R™), und der steti-
gen Funktionen mit kompaktem Triger C.(R") C LY(R™), und es gilt

[ ote=irte) wnd [ fade = e (25.9)

Beweis. Fiir C.(R") folgen die Aussagen aus C.(R") =V C V* und Lemma [24.7
Fir 7 (R™) folgen die Aussagen aus dem Beispiel [22.13[ und Gl. (22.46)). O
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Bemerkungen. Das Lebesgue-Integral wird miihelos mit nicht-beschrankten Funk-
tionen und/oder Definitionsbereichen fertig (s. Ubungen). Es ist etwas schwiicher
als das “unecigentliche Integral” im Sinne von (14.34)), falls Letzteres nur bedingt
und nicht absolut konvergiert. Beispiel:

[ « 0
/ gy =1lm [ + lm [ == (25.10)

oo I a—oo g B——00 8

existiert. (Das Integral lasst sich recht elegant mit komplexer Integration auswerten.)
Der Absolutbetrag ist aber nicht integrierbar:

N= N-1 (k+1)m
1
/ smx‘d g —/ | sin x|dx = E ——)oofurN—)oo
0 =kt 1 i

(25.11)
Die Vertraglichkeit des Lebesgue-Integrals mit anderen Grenzprozessen ist Gegen-
stand der folgenden

Vertauschungssitze I und Anwendungen

Hier betrifft das erste Resultat die Vollstindigkeit von V = L£(R") und die Ord-
nungsstetigkeit von J, in Erfilllung des Prinzips der monotonen Konvergenz.

Theorem 25.3. FEs sei (fi)ren C _V eine monotone Folge integrierbarer Funk-
tionen. Angenommen, die Folge ( (fk)) der Integrale ist beschrankt. Dann
ist die punktweise gebildete Grenzfunktzon f ( ) = limg 0o fi(x) integrierbar mit

J(f) = limy oo J(f1)-

Beweis. Wir behandeln den Fall f. T f (f. | f geht analog). Wegen der Monotonie
von J (s. D ist dann die Folge (J(fx)), <y monoton wachsend und nach Voraus-

setzung beschrankt. Wir bezeichnen mit S = limj_,o J(fx) € R ihren Grenzwert
und zeigen zwei Ungleichungen.
1. J=(f) >_S: Dies folgt aus
J(f)=sup{J (h)|h eV A< [}
>sup{J"(h)[h eV, h < fk fiir ein k € N} (25.12)
= supy,J~ (fr) = sup,J(fi) =
(Wegen fi, < f Vk steht in der ersten Zeile eine Obermenge der zweiten.)
2. j+<f_)_§i Die Folge <5k)k€N C V mit (51 = f1 ,(Sk = fk — fk,1 fur k > 1 erfillt

0k >0VEk>1, > &=f und> J(6) =S5 (25.13)
k= —

Fiir gegebenes € > 0 sei fiir jedes k gx € V* mit g, > 0 und J ™ (gx) < J(0x) + 2—k
- Aus g, > 0 fiir & > 1 folgt wegen der monotonen Abgeschlossenheit von V| dass
> gr € VT, und aus g > 0y Vk, dass Y. g > > 0 = f. Mit der Ordnungsstetigkeit

von J* und obigen Feststellungen folgt

*f)éﬁ(iga Zﬁgk Si( ) S+e (25.14)

=1
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(geometrische Reihe!). Da dies fiir jedes € > 0 gilt, folgt die behauptete Ungleichung.

Zusammen mit (i) folgt aus den beiden Ungleichungen J*(f) = J=(f) = S wie
behauptet. O

Ebenso haufig verwendet wird die Integralversion der “dominierten Konvergenz”
(vgl. Majorantenkriterium auf S. .

Theorem 25.4. Sei (fy)ren C L(R™) eine punktweise (aber nicht notwendig mono-
tone) konvergente Folge integrierbarer Funktionen. Angenommen, es existiert eine
integrierbare Funktion F € L(R™) mit |fi] < F Vk. Dann ist die punktweise
gebildete Grenzfunktion f(x) = limy_ fx() integrierbar mit

f(x)dr = lim [ fi(z)dz (25.15)
R™ k=00 JRn

Beweis. - Die Folge (hg)reny mit hy := inf{f;|{ > k} ist monoton wachsend mit

hi 1 f. Wir behaupten zunichst, dass hy, € L(R").

Bew.: Fiir festes k ist die Folge (hg;)jeny mit hyg; := min{ fx, fet1, ..., fitj—1} mono-

ton fallend mit hy; | hy. Als Minimum endlich vieler integrierbarer Funktionen ist

hi; € L(R™). (L(R™) ist ein Verband.) Wegen |fi| < F gilt fr > —F Vk, und

daraus folgt hy; > —F sowie J(hyj) > J(—F) > —oo. Die Behauptung folgt dann

aus dem Satz von Beppo Levi.

- Wegen f;, < F ist auch hy < F Yk und daher J(h;) < J(F) < oo (Monotonie

von J). Wieder mit Beppo Levi folgt daher aus hy 1 f, dass f integrierbar ist mit

J(h) 1 J(f).

- Ebenso gilt, dass die monoton fallende Folge (gx)reny mit gy := sup,{fi|l > k}

integrierbar ist mit g, | f und J(gx) | J(f).

- BEs bleibt noch zu zeigen, dass limy_.. J(fi) = f. Dies folgt aber aus by < fi < gx

wegen der Monotonie von J und des Sandwich-Lemmas [3.8] O

Eine nitzliche Anwendung der Vertauschungsséitze ist die Verallgemeinerung der
“Integration tiber Teilmengen” auf R". (Fiir n = 1 war die Integration tiber kom-
pakte Intervalle unser Ausgangspunkt gewesen, die Integration iiber offene Intervalle
hatten wir in “uneigentlich” definiert.) Wir werden weiterhin nicht viel mehr
brauchen als die Aussage, dass fiir f € £!(R") und eine offene Menge U C R™ auch
[ xv € LYR"), und fiir eine abgeschlossene Menge A C R™ auch f - x4 € L}(R"),
und wir schreiben natiirlich

/Uf(x)dx = . f(z) - xv(zr)de und /Af(x)dx = f(@) - xa(z)dr. (25.16)

R7
Zur Begrindung bemerken wir erstens, dass es wegen der Linearitdt und der Ver-
bandseigenschaft von £*(R") geniigt, die Aussage fiir f > 0 zu zeigen, und zweitens,
dass xu € V* (s. Diskussion auf S.[234). Es existiert also eine Folge (vx) C C.(R")
mit v, > 0 und 4 T xp. Die Behauptung folgt dann aus f-y, € LYR"), f-v 1T f-xv,
und [o.(f - ve)(@)de < [5. f(z)de. Abgeschlossene Mengen gehen dhnlich.

Die Definition greift auch, wenn f a priori gar nicht auf ganz R™ definiert
ist. Wir setzen dazu einfach (f - xy)(z) :=0 fir x ¢ U.

Hier noch einmal festhalten:

41Es geniigt offenbar F' € F(R™) mit |fx| < F und J*(F) < oo.

Hohere Mathematik fiir’s Studium der Physik 240 2/15/2021 15:26



§25. EIGENSCHAFTEN DES LEBESGUE-INTEGRALS

Theorem 25.5. Es sei ® : Y — U ein Diffeomorphismus zwischen offenen Teil-
mengen des R™, d.h. ® ist stetig differenzierbar und bijektiv, und das Differential
D®(&) : R* — R™ ist an jedem Punkt & € Y invertierbar. Ferner sei f € F(U,R)
iber U integrierbar, d.h. f - xy € LY(R™). Dann ist f o ® -|det D®| diber T inte-
grierbar und es gilt

/U f(x)dz = / F(®(€)) | det DD()] de (25.17)

Mass und Integral

% Benotigt wird nur der Begriff der Nullmenge ***

- Das Resultat des hier vorgestellten sog. Daniell-Prozesses zur Definition des In-
tegrals auf R™ ist dquivalent zu dem ftiblichen, und physikalisch vielleicht durchaus
leichter zu motivierenden (dafiir aber noch(!) langeren), Zugang iiber die MafStheo-
rie, wie sie auf S. angedeutet wurde.

- Zur Definition eines Integrals auf einer Teilmenge von F(R™ R) ordnet man dabei
zunéchst den charakteristischen Funktionen von A € A das Mafl 1(A) zu und setzt
dies linear auf endliche Linearkombinationen fort. “Messbare” und “integrierbare”
Funktionen sind dann solche, die sich “unter dem Integral” durch diese endlichen
Linearkombinationen approximieren lassen mit einem endlichen Wert fiir ihr Inte-
gral. (In der Moral recht dhnlich zur Definition [24.6])

- Scheinbar erfordert diese Konstruktion vor der eigentlichen Definition des Integrals
einen unabhingigen Grenzprozess zur Definition von Volumina der “messbaren”
Mengen. Der Vorteil der Mafitheorie ist die grossere Flexibilitat, dass sich also
beispielsweise Punkt- und Zahlmafl “auf einer Stufe” behandeln lassen. Interessant
sind insbesondere Wahrscheinlichkeitsmafle auf beliebigen Mengen X, d.h. Mafle mit
der Eigenschaft, dass p(X) = 1.

- Hier wollen wir nur festhalten, wie man aus unserem Integralbegriff im Prinzip das
Lebesgue-Maf} zuriickgewinnen kann.

Definition 25.6. Eine Teilmenge X C R"™ heisst endlich messbar oder integrierbar,
falls xx € £'(R™), und wir setzen

vol(X) 1= / (@) (25.18)

- Dass beschrinkte abgeschlossene und offene Mengen endlich messbar sind, hatten

wir bereits festgehalten. Die Eigenschaft (22.67)) folgt aus der Linearitét des Integrals
und der Identitat

XAy + XA; = XA1NAz + XA1UAs (2519)
bzw. verbandstheoretisch aus (24.3]) zusammen mit Beziehungen der Art

XA1UAy = ma‘X(XA17XA2) ) XA1nAy = min(XANXAz) = XA; " XA,

(25.20)
|XA1_XA2| = XA\A2 T XA\ 4
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und dergleichen mehr. (Achtung: Wir haben tiber die Multiplikation von integrier-
baren Funktionen noch nicht allgemein gesprochen!) Die Translationsinvarianz folgt
tiber unsere Grenzprozesse aus der Translationsinvarianz des Integrals auf C.(R") (s.

auch [22.21)).

Nullfunktionen und Nullmengen

- Beim Aufbau einer Maf- und Integrationstheorie spielen diejenigen Mengen eine
besondere Rolle, die “von dem Mafl gar nicht gesehen” werden.

Definition 25.7. (i) Eine Funktion f € F(R") heisst Nullfunktion, falls ihr Ober-
integral J*(|f|) = 0.
(ii) Eine Teilmenge N C R™ heisst Nullmenge, falls x eine Nullfunktion ist.

(Wegen xy = |xn| und 0 < J~(xn) < J(xn) ist die charakteristische Funktion
xn einer Nullmenge N selbst auch integrierbar, wihrend allgemein die Implikation
f € LR") = |f] € L(R™) nur in einer Richtung gilt.)

Sprechweise: Man sagt, eine Aussage gelte “fast iiberall” (f.i1.), falls sie ausserhalb
einer Nullmenge wahr ist. (Man vergleiche dies in Anbetracht der unten gegebenen
Charakterisierungen von Nullmengen mit Aussagen, welche “fiir fast alle k7 gelten,
wenn sie hochstens fiir endlich viele k falsch sind.)

Proposition 25.8. Es sei f € L(R").
(i) Die Menge der Unendlichkeitsstellen von f, d.h.

Ny :={z € R"| f(z) = 00 oder — oo} (25.21)

ist eine Nullmenge.
(ii) Ist g € F(R™) eine weitere Funktion, welche fast iberall mit f iibereinstimmd,
so ist g ebenfalls integrierbar mit J(f) = J(g).

Beweis. (i) Mit den Vereinbarungen ([24.28)) ist xn., = —12(f + (—f)) und nach den
Bemerkungen zu Theorem bzw. aus der Abschétzung folgt J*(yn.) <
JH(=12f) + JT(12f)) = —12J(f) + 12J(f) = 0.

(i) Nach Voraussetzung ist N := {z € R"| g(z) — f(z) # 0} eine Nullmenge. Die
Folge (hg)reny mit hy := kxy ist integrierbar und monoton wachsend, mit J(hy) =
0 < oo Vk. Nach dem Satz von Beppo Levi ist daher oo - xx = supy hy
integrierbar mit J(oco-xy) = 0. Folglich ist |g — f| < 0o- xn eine Nullfunktion. Aus

9= f+1g— flbzw. g = f—I[g— f| folgt

J5(g) < J*(f) = J(f) < T (g) (25.22)
und mit (i) die Behauptung. O
Beispiel 25.9. - Entartete Quader sind Nullmengen. Nullmengen miissen aber

nicht beschréankt sein. So konvergieren die charakteristischen Funktionen der en-
tarteten Quader {0} x [—k, k]*"~1 monoton wachsend gegen die charakteristische
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Funktion der Koordinatenebene {z; = 0} C R", so dass aus folgt, dass das
n-dimensionale Volumen von R"~! verschwindet.

/ X{z—0yd"z =0 (25.23)
Rn

- Ist (Nk)nen ein abzéhlbares System von Nullmengen, so wéchst die Folge
max{yy, || <k} (25.24)
monoton gegen xu, n,, S0 dass wieder aus folgt, dass
U2, Ny =N, UNsUN; U= - (25.25)

ebenfalls eine Nullmenge ist. Daraus folgt etwa insbesondere auch, dass Q C R
eine Nullmenge ist. Das Uberraschende daran ist, dass Q in R dicht liegt, d.h. Q =
R. Vielleicht noch iiberraschander ist allerdings die Existenz von iiberabzahlbaren
dichten Nullmengen (s. Ubungen).

Beispiel einer nicht-integrierbaren beschrankten Funktion mit kompaktem Trager:
Wir wihlenf? ein System X C [0,1) von Reprisentanten der “(Ir-)Rationalitéit-
sklassen” von R, d.h. X ist derart, dass fiir jedes y € R genau ein x € X existiert
mit ¢ .= x —y € Q. Mit anderen Worten zerlegen wir

R=|J@@+Q=J+x) (25.26)

z€X q€Q

Beh.: xx ist nicht integrierbar.

Bew.: Ware yx integrierbar, so folgte aus der Translationsinvarianz des Inte-
grals/Mafes, dass auch alle x4 x integrierbar sind mit vol(g+X) = vol(X) Vg € Q.
- Wére vol(X) = 0, so wire R als abzdhlbare Vereinigung von Nullmengen ebenfalls
eine Nullmenge, was natiirlich nicht der Fall ist.

- Es miisste also vol(X) > 0 sein. Dann aber hétte die Menge

J (@+x)co2) (25.27)

q€Qn|o,1]

einerseits als disjunkte Vereinigung unendlich vieler Mengen gleichen positiven Vol-
umens kein endliches Volumen, andererseits als messbare Teilmenge von [0,2) Vol-
umen kleiner als 2, ein Widerspruch.

Ein Banach-Raum

Fazit aus 25.8 Man darf eine integrierbare Funktion auf einer Nullmenge beliebig
abandern, ohne an der Integrierbarkeit oder dem Wert des Integrals etwas zu éndern.
- Ist insbesondere f € L(R"), so existiert ein h € L£(R") mit h = f fast iiberall
(und insbesondere [ h(z)dx = [ f(x)dz).

- Ist h eine andere Funktion mit h = f f.i., dann ist h—h eine Nullfunktion, m.a.W.,
h ~ f < h = f fii. ist eine Aquivalenzrelation und die Menge der Nullfunktionen
ist ein Untervektorraum von £'(R™).

2mit dem Auswahlaxiom
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Definition 25.10.
L'(R™) := £'(R")/Nullfunktionen = {[f] = {h € L' (R")|h = f L.iL.}}

Proposition 25.11. - LY(R") ist ein Vektorverband, insbesondere mit |[f]| = [| f]]-
- [f]:= [ h fiir ein h € [f] ist wohldefiniert.

- Die Abbildung [f] — [[|fl] = || f]l1 ist eine Norm auf L*(R™).

- (LY(R™),|]|l1) ist Cauchy-vollstindig, m.a.W. ein Banach-Raum (s. Def. .

Beweis. Wird nachgereicht ]

Bemerkungen. - Ist f € C(R™) N LY(R™), so ist f der einzige stetige Reprisentant in
[f] € LY(R™). In diesem Sinne ist insbesondere C.(R") < L'(R").
- C.(R™) ist dicht in LY(R™): V[f] € LY(R"), Ve > 0 existiert ein h € C(R") so dass

=7l = [ gl <e (25.28)

- Man schreibt Elemente von L*(R™) auch sonst nur als f (und denkt sich die Aquiv-
alenzklasse dazu).

Vertauschungssatze 11

Fir die Berechnung des Integrals bleibt die Verallgemeinerung von [22.12| ein
wichtiges Hilfsmittel.

Theorem 25.12. Sei f € LY(R™™). Dann ist fiir y ausserhalb einer Nullmenge
in R™ die Funktion x f9(z) = f(z,y) in LY(R™), die fast dberall definierte
Funktion g : y — J(f®) ist in L(R™) und es gilt J(g) = J(f). Man schreibt dies

nicht ganz prazise als

/m( - f(x,y)dx> dy = /an fla,y)d(z,y) = /n (/Rm f(x,y)dy) dr  (25.29)

Ausserdem gilt in Verallgemeinerung von [14.8}

Theorem 25.13. Es set U C R™ offen und f : R" x U — R eine Funktion mit den
FEigenschaften:

(i) Fiir jedes y € U ist x — f(x,y) integrierbar.

(i) Fiir jedes x € R™ ist y — f(x,y) stetig.

(iii) Es existiert eine integrierbare Majorante F € LY(R"™) mit |f(x,y)] < F(x)
V(xz,y) € R" x U. Dann ist die Funktion

y f(z,y)dx (25.30)
R?’L
stetig.
- Ersetzt man in (i) stetig durch stetig differenzierbar in Richtung w € R™ und
dominiert in (iii) F' die Richtungsableitung D, f(x,y), so ist letztige Vy integrierbar,
die Funktion in (25.30)) ist stetig differenzierbar in Richtung w und es gilt

Dw( . f(x,y)dx) = Dy f(z,y)dx (25.31)

R’I’L
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Beweis. Lassen wir beide aus. O]

Stattdessen halten wir noch fest, dass sich das mehr-dimensionale Integral auch

auf Funktionen mit Werten in vollstédndigen normierten Vektorraumen (insbesondere
auch Banach-Algebren) verallgemeinern lésst. Fir stetige Funktionen mit kompak-
tem Trager ist dies einfach die Kombination von [14.3| mit [22.10] zur Vervollstandi-
gung miisste man allerdings einen anderen Weg einschlagen als die monotone Kon-
vergenz. Wir werden dies nur fiir Funktionen mit Werten in C, bzw. C := C U {oo}
benutzen. Dann ist whatever Definition aquivalent zur Aussage:
- Eine erweitert komplexwertige Funktion f € F(R", C) ist genau dann integrierbar,
wenn ihre (Unendlichkeitsstellenmenge eine Nullmenge ist und die entsprechende
modifizierten) Real- und Imaginarteile im Sinne von integriebar sind, und es
gilt

. f(z)dx = /n Re(f)(x)dz + z/ Im(f)(x)dx (25.32)

n

Wir schreiben £'(R",C) fiir die komplexwertigen integrierbaren Funktionen. Die
Vertauschungssétze (ausser natiirlich Beppo Levi) gelten sinngeméss.

Hohere Mathematik fiir’s Studium der Physik 245 2/15/2021 15:26



KAPITEL 8. INTEGRATIONSTHEORIE

Hohere Mathematik fiir’s Studium der Physik 246 2/15/2021 15:26



KAPITEL 9
FUNKTIONALE

In diesem letzten Kapitel stellen wir (doch noch) einige Begriffe und Resultate aus
der Theorie unendlich-dimensionaler normierter Vektorrdume zusammen, wie sie
insbesondere fiir ein konzeptionell befriedigendes Verstédndnis der Quantenmechanik
mathematisch sinnvoll sind. Einige unserer Betrachtungen kénnten auch als Ein-
stieg in die auch klassisch relevante Theorie der partiellen Differentialgleichungen
oder der Integraltransformationen dienen, die wir aber aus Zeitgriinden ausklam-
mern miissen. Der Blick auf die Quantenmechanik begriindet dann auch die Wahl
der Sturm-Liouville-Theorie als beispielhafte Anwendung der allgemeinen Unter-
suchungen.

§ 26 Hilbert-Raume

In der klassischen Physik stellte man sich Zustédnde physikalischer Systeme in ide-
alisierter Form als Punkte in metrischen Rdumen mit weiteren (hauptséchlich lin-
earen) Strukturen dar. Wie wir in der Hoheren Mathematik II ausfiihrlich diskutiert
haben, dient dabei die lokale Topologie des metrischen Raumes (damit meint man
im Wesentlichen das System seiner offenen Teilmengen) dazu, die durch die iibri-
gen Strukturen berechneten reellen Grossen approximativ mit realen Gegebenheiten
zu vergleichen: Die Theorie eines physikalischen Systems ist erfolgreich, wenn die
gemessenen und gedachten/berechneten Werte (wie beispielsweise die Positionen in
einem Bezugssystem und die Koordinaten beziiglich einer Basis eines Vektorraums)
innerhalb hinreichend kleiner Umgebungen voneinander liegen. Prototyp ist natiir-
lich die klassische Mechanik, in der man Positionsdnderungen mit Losungen von
gewohnlichen Differentialgleichungen vergleicht.

In der Quantenmechanik tritt iiber den klassischen Konfigurationsraum eines
physikalischen Systems ein komplexer Vektorraum von moglichen Zustédnden. El-
emente dieses Vektorraums ordnen dabei als sog. “Wellenfunktionen” moglichem
Realtext eine komplexe Zahl, die sog. Amplitude, zu. Die Theorie ist erfolgreich,
wenn der Absolutbetrag dieser Amplitude mit der (richtig gedeuteten, und natiirlich
approximativen) Wahrscheinlichkeit fir die betreffenden experimentellen Befunde
iibereinstimmt. Der leicht irrefithrende Name “Wellenfunktion” rithrt daher, dass
man sich in einer gewissen (mathematisch unprézisen) Naherung manchmal den
im physikalischen Raum verteilten Realtext als Basis des Zustandsraum vorstellen
kann. Tatsachlich schliesst allerdings die “Inkommensurabilitat” verschiedener Ob-
servablen (Stichwort Unschérferelation) die Auszeichnung einer (selbst approxima-
tiven) Basis aus. Dies hat insbesondere zur Folge, dass die Approximation im Ort
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nicht die einzig physikalisch sinnvolle ist.

Zur rein mathematischen Motivation erinnern wir an dieser Stelle an die
Rolle von Vollstdandigkeit und Positivitdt fiir die Eigenwerttheorie im endlich-
dimensionalen Fall: Zwar ist diese Theorie zunéchst algebraischer Natur. Fiir die
allgemeine Existenz von Eigenwerten haben wir aber den Fundamentalsatz der Al-
gebra gebraucht, welchen wir wiederum als Folge der Vollstindigkeit von R (bzw.
C) hergeleitet hatten. Diagonalisierbarkeit war eine Folge der Selbstadjungiertheit
beziiglich einem inneren Produkt, und der Zusammenhang zu Symmetriegruppen
entstand tiber Differentiation bzw. die Exponentialreihe. Vergleiche auch das Vari-
ationsprinzip 21.13]

Eine sparsame Kombination dieser Konzepte ergibt sich aus dem bereits in 77
festgehaltenen Zusammenhang zwischen innerem Produkt und Norm:

Lemma 26.1. Es sei V' ein komplexer Vektorraum.
(i) Ist (-,-) : V x V — C ein hermitesches inneres Produkt, so definiert

Il : V=R, v vl =/ (v,v) (26.1)

eine Norm auf V.

(it) Inneres Produkt und Norm erfreuen sich verschiedener komplexer Verallge-
meinerungen von vertrauten geometrischen Figenschaften. Insbesondere gilt die
Cauchy-Schwarz-Ungleichung:

(v, w)| < o] - |w] Yo,w eV (26.2)

(iii) Eine Norm ||-| : V' — R stammt genau dann von einem inneren Produkt, falls
ste die Parallelogrammgleichung

[v+wl[* + [Jo = w|® = 2(|lv]]* + [lw]]?) (26.3)
erfillt.

Beweis. Die Bedingungen an die Form (-,-) sind (vgl. RL.1): (v, pwy + we) =
plv,wy) + (v,wa), (v,w) = (w,v) und (v,v) > 0 fur v # 0. Zu zeigen ist fur
(i), dass Ao = Al - Joll, floll = 0 = v = 0 und v+ w]| < ol| + [l Die bei-
den ersten Aussagen folgen direkt aus der Sesquilinearitat bzw. der Positivitat des
inneren Produkts. Fiir die Dreiecksungleichung zeigen wir nach Ausmultiplizieren

lv+wl* = [[ol* + (v, w) + (w,v) +]w]]* (26.4)
| ——

=2Re({v,w))

zunachst die C.-S.-Ungleichung:
- Fir v # 0 (fiir v = 0 ist die Aussage trivial) ist die Zerlegung

v v
= (0, 0)—— +w — (v, W) 26.5
w= o) pE e s (26.5)
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orthogonal beziiglich V =C-v @ v, d.h. (v,w,) =0 und (w,,w|) = 0. Es folgt

2
v, w
lwl* = oy l* + Jlw ]| > M (26.6)
und daraus die Behauptung.
- Damit ist die rechte Seite von (26.4]) beschrankt durch
2
lv +wl* < (lv]l + [lwll) (26.7)

und daraus folgt die Dreiecksungleichung. Ebenso folgt die Giiltigkeit der Parallel-
ogrammgleichung fiir gegebenes inneres Produkt aus (26.4)+||v — w]]?.

- Fiir die umgekehrte Richtung sei ||-|| : V' — R eine Norm, welche die Parallelgram-
mgleichung erfiillt.
Beh.:
1 i . .
(w.w) = 1 (o wl? = o —wl?) + 2 (o —iwl? — o +w]?)  (265)
definiert eine positiv definite symmetrische Sesquilinearform mit h(v,v) = ||v]|?.

Bew.: Wir schreiben h(v,w) = r(v, w) + ir(v, —iw) mit
1
o w) = 7o+ — o~ wl?) (26.9)

Offenbar ist 7 eine stetige reellwertige Funktion auf V' x V' mit r(v,w) = r(w,v)
Vo,w € V und r(v, —w) = —r(v, w), insbesondere r(v,0) = 0.

- Aus der Homogenitéit der Norm folgt, dass r(Av, \w) = |A?*r(v,w) fir A € C.
Insbesondere gilt

r(v, —iw) = r(iv,w) = r(w, iv) = —r(w, —iv) (26.10)

und daraus folgt h(v, w) = h(w,v) sowie r(v, —iv) = —r(v, —iv) = 0, d.h. h(v,v) =
r(v,v) = [[o]*.

- Aus der Gultigkeit von (26.3)) folgt fir v, wy, wy € V:

[v 4 w1 4+ ws|* = —[lv +wy = wa|* + 2[jv 4w [|* + 2[jwa|? (26.11)
[v = wi = ws* = —[lv+ wi = ws|]* + 2[lv — wa|* + 2[|wr ||
und daraus
4(r(v, wy 4+ wy) — (v, w1) — r(v,ws)) = v+ wi + wa* — v — wy — ws|?
ol ol = ol o=l

=l +wi|* + lv — wi||* = 2[jw:[|* = v+ wa]* = [[v — wa||* + 2|ws?
=2[jv|]* = 2||v]* =0

r ist also additiv im zweiten Argument (und wegen der Symmetrie daher auch im
ersten). Daraus folgt rekursiv, dass r(v,pw) = p - r(v,pw), wegen r(v,—w) =
—r(v,w) sogar Vp € Z, d.h. auch r(v, éw) = é'r(v, w) Vg € N. Es gilt also r(v, aw) =
r(v, aw) Ya € Q, was sich wegen der Stetigkeit auf o € R fortsetzt.

- Zuletzt folgt rein algebraisch aus der Definition, dass h(v, iw) = ih(v,w), und
daher ist h komplex (sesqui-)linear. O
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Jeder (auch unendlich-dimensionale) unitérer Raum ist also in kanonischer Weise
normiert, und wir kénnen in sinnvoller Weise nach der Konvergenz von Cauchy-
Folgen fragen.

Definition 26.2. Ein Hilbertraum ist ein unitdrer Raum (H, (-, -)), welcher mit der
durch die Norm ([26.1]) induzierten Abstandsfunktion ein vollstdndiger metrischer
Raum ist.

Beispiel 26.3. [P Jeder endlich-dimensionale unitdre Raum (V,(-,-)) ist eine
Hilbertraum. Wir bemerken, dass man die Vollsténdigkeit hier auf zwei leicht ver-
schiedene Weisen auf die von R bzw. C zuriickfithren kann: Entweder benutzt man
die eher analytische Aussage, dass alle Normen auf einem endlich-dimensionalen
reellen oder komplexen Vektorraum aquivalent zueinander sind, insbesondere zur
max-Norm auf R", s.[4.26, Oder man nutzt zunéchst die eher algebraische Tatsache
aus, dass V als unitirer Raum isomorph zu C"=%™" mit dem inneren Standardpro-
dukt

(z,w) = Z Zw' (26.13)

ist (dessen Vollstandigkeit dann allerdings noch wie oben zu zeigen wire). Zur
Erinnerung: Diese Aussage ist dquivalent zur Existenz einer Orthonormalbasis
(by,...,b,) von V., d.h. (b;,b;) = 6;;, die man sich am bequemsten durch Induk-
tion nach der Dimension konstruiert (vgl. 21.4): Fiir v € V mit v # 0 ist

vt = Ker((v,)) (26.14)

ein unitirer Raum mit dimv* = dim V' — 1, von dem man eine ONB durch ¢ = L”

zu einer ONB von V ergénzen kann. .
- Durch Verletzung der Parallelogrammgleichung zeigt man, dass auf C"™ andere Nor-
men wie etwa max oder Manhattan nicht von einem inneren Produkt herkommen,
auch wenn sie die gleiche Topologie induzieren.

- Ein kanonisches unendlich-dimensionales Beispiel erhélt man durch den (formal
préazisierbaren) Limes n — oo in : Fiir eine abzahlbare Menge (z.B. N oder
Z) ist der Raum der quadratsummierbaren Folgen

2() = {(a,g)kE c c‘ 3l < oo} (26.15)

(Zur Erinnerung: Die Konvergenz auf der rechten Seite ist gleichbedeutend damit,
dass die Menge der endlichen Teilsummen

3 al? (26.16)
k

beschrénkt ist.) mit dem inneren Produkt

((ar), (br)) =D axby (26.17)

ke

43Wir schreiben, unabhingig vom Vektorraum, im Folgenden immer (-, -) fiir das innere Produkt
und |[|-]| fir die Norm.
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ein Hilbertraum: Die Wohldefiniertheit, dass namlich Summen von quadratsummier-
baren Folgen wieder quadratsummierbar sind, sowie die Konvergenz von fiir
(ar), (br) € €%(), folgt aus der C.S.U. bzw. Dreiecksungleichung in endlicher Dimen-
sion zusammen mit dem Majorantenkriterium fiir Reihen. Sesquilinearitat, Symme-
trie und Positivitat sind sowieso klar. Zur Vollstandigkeit sei

(@ )ke) pers € €0 (26.18)

eine Cauchy-Folge (von Folgen). Dann folgt aus ), ]a,(cn) - a,(fm) > <efirn,m> N

(n)

gross genug die gleiche Ungleichung fiir jedes k, d.h. fiir jedes k € ist (a; ' )nen eine
Cauchy-Folge von komplexen Zahlen. Sei

ay, := lim a{" (26.19)

n—oo

Fiir n,m > N gross genug ist dann jede endliche Teilsumme

/
Y o =P <> T — oM < e (26.20)
k ke

und mit m — oo folgt

S ol —af? < e (26.21)
k

fiir jede endliche Teilsumme. Aus dem Kriterium folgt

S oy —an? <e (26.22)
ke

fir n > N und daraus (ag)re € (2() (genauer: (a\” — az)re € £2() und £2() ist ein
Vektorraum), sowie (ag)re = limnﬁoo(a,(ﬂn)) in der /2-Norm.

- Ein “Unbeispiel” erhalt man durch eine andere Limesbildung in (26.13)): Der Raum
der endlichen Folgen, d.h. Fi*(,C) mit dem gleichen inneren Produkt ist zwar ein

unitdrer Raum, aber nicht vollstdndig, d.h. kein Hilbertraum. Dies gibt uns auch
Gelegenheit darauf hinzuweisden, dass auf F1(N, C) die ¢*-Norm, d.h.

>l (26.23)

nicht dquivalent zu ist: Die Folgenfolge a;") = % fir £ < n, 0 sonst, ist in
der /*-Norm keine Cauchy-Folge, in der £2-Norm aber schon. (Sie konvergiert aber
nicht in Fi*(N), sondern erst in dessen Vervollstindigung ¢*(N).)

- Der Fall = Z" spielt in der Festkorperphysik als Kristallgitter eine grosse Rolle und
kann auch mal als Diskretisierung des physikalischen Raumes R™ benutzt werden.
- Die natiirliche kontinuierliche Version von Fi*(Z", C) ist allerdings

C(R"C)={f:R"=C }f stetig und supp(f) kompakt } (26.24)

mit dem inneren Produkt

(f.9) = - f(z)g(z) dx (26.25)

Hohere Mathematik fiir’s Studium der Physik 251 2/15/2021 15:26



KAPITEL 9. FUNKTIONALE

(s. Aufgabe 5.3 fiur die Positivitat). Dieser unitdre Raum ist ebenfalls nicht voll-
standig, wobei zusétzlich zum Verhalten bei co auch lokale Divergenzen eine Rolle
spielen, s. unten.

- Zunachst noch die Bemerkung, dass wir in unendlicher Dimension das obige Gram-
Schmidt-Verfahren (damit meint man allgemein die Konstruktion eines Orthonor-
malsystems (b, b, ...) aus einem abzahlbaren System (v, vs,...) von linear unab-
hangigen Vektoren durch

bl = U1
[[o1]]
by = 2= b vl (26.26)

T {1bs — (br, va)br ||
)

nicht zur Konstruktion einer “echten” Vektorraumbasis (orthogonal oder sonstig)
benutzen kénnen. Beispielsweise ist in £2(N) das System E = (e;)i=1.2... mit

e;i=(0,...,0,1,0,...,0,...) (26.27)

/I\
i-te Stelle

orthonormal, d.h. (e;, e;) = d;;, aber keine Basis von ¢*(N) (der nicht von abzéhlbarer
Dimension ist@, und E kann auch nicht zu einer ONB ergénzt werden, denn

E* = {(an)ken | (i, (ar)ren) = 0 Vi}
_ {(@k)keN ‘ a; = 0 \V/l} (26.28)
= {0}

(Es gibt also gar keine zu allen e; orthogonale Vektoren!) Stattdessen kann aber
jede Folge (a;) € £%(N) beliebig genau (in der £2>-Norm) durch endliche Linearkom-
binationen der e; approximiert werden: Die Folgen

(n) ag k <n
= 26.29
U {0 kE>n ( )

erfiillen (a{™), € F™(N,C) C (2(N) und

JLIEOH (aén) = ) el =0 (26.30)
Definition 26.4. Fiir einen metrischen Raum X heisst eine Teilmenge () C X dicht,
falls Q = X (der topologische Abschluss)
- Fiir einen Hilbertraum (#, (-, -)) heisst eine Teilmenge (b,),e; (I irgendeine Menge)
Hilbertbasis, falls (b,,b.) = J,, und spang(b,) (d.i. die Menge aller endlichen kom-
plexen Linearkombinationen) dicht in H ist.
- Fin Hilbertraum heisst separabel, falls er eine endliche oder abzahlbare Hilbertbasis
besitzt.

4 E ist aber eine Basis von Ff"(N, C)!
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Fakten 26.5. - In der Physik spielen nur separable Hilbertraume eine Rolle: Ist
(b )k=1.2,.. eine Hilbertbasis von H, so folgt aus der Dichtheit von Q in R sowie der
Tatsache, dass abzahlbare Vereinigungen von abzahlbaren Mengen wieder abzéhlbar
sind, dass die abzdhlbare Menge

spang (b |k =1,2,...} = {Z arby | ax € Q + iQ, fast alle 0} (26.31)
k=1

dicht in H liegt—Jeder “physikalische” Zustand in H lasst sich rational (d.h. durch
endlich viele Schritte beliebig genau) in spang(b;) approximieren.

- Umgekehrt gilt: Existiert iiberhaupt eine abzéhlbare dichte Teilmenge (zunéchst
nicht notwendig ein Unterraum), so folgt durch Anwenden des Gram-Schmidt-
Verfahrens, dass H separabel ist.

- Man zeigt leicht, dass ein separabler Hilbertraum entweder endlich-dimensional
oder isomorph zu ¢?(N) ist: Ist (by,) eine Hilbertbasis von H, so ist

i: P(N) = H
= 26.32
(ak)ren Z arby ( )
k=1
wohldefiniert, linear, bijektiv und normerhaltend, d.h. ||(ax)| = ||i(ax)||, wobei die

erste Norm die in /%(N) ist, die zweite in H. Mit der Parallelogrammgleichung folgt,
dass ¢ auch das innere Produkt erhélt, d.h. ein unitéarer Isomorphismus ist.

- Man nennt Hilbertbasen oft auch vollstindige Orthonormalsysteme und schreibt
sie nach Dirac als

{|k) |k € N} bzw. {|Realtext) } (26.33)

Schrodinger’sche Wellenfunktionen

Fiir die tibliche Quantenmechanik zunéchst relevant ist der Hilbertraum der quadrat-
integrierbaren komplexwertigen Funktionen auf dem R"™ (speziell n = 1,2,3, all-
gemeiner: Funktionen auf einer Untermannigfaltigkeit des R"™). Was ist damit
gemeint?

- Die Idee zur Abhilfe der Unvollstandigkeit von C.(R",C) (unter Beriicksichtigung
der Separabilitdt!) ist es, einfach “alle” Funktionen f : R™ — C als Zustdnde
zuzulassen, fir die

(151)* = [ 1f@)Pdr < oc (26.34)

(quadratintegrierbare /normierbare Wellenfunktionen).

- Im Unterschied zum Ubergang von F1(Z", C) zu *(Z"™) miissen wir dabei aber
berticksichtigen, dass wir gar nicht wirklich alle Funktionen auf (Quadrat-)Integrier-
barkeit untersuchen koénnen. Dies ist etwas klarer im masstheoretischen Zugang
zum Lebesgue-Integral (s. fiir ein Beispiel einer Funktion, bei der wir nicht
entscheiden kénnen, was fiir ein Integral sie hat.), kann aber auch im Daniell-Prozess
unschwer erledigt werden.

- Physikalisch wichtiger ist es, sich zu tiberlegen, aus welchen Griinden (auch verniin-
ftige) Funktionen nicht quadratintgrierbar sind.
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Beispiel: n =1, a, 5 € R.

|| 0<|z] <1
fa) =l =1 (26.35)
beliebig fir z =0
Dann gilt:
1 1
/ |f(2)]?dr < 00 <= B < —3 und o > —3 (26.36)
R

- Die meisten anderen Félle kann man mit Majoranten auf (26.36|) zurtickfithren.
In der diskreten Version sind all Funktionen lokal beschrinkt, ausserdem existieren
keine Nullmengen.

Definition 26.6. - Eine Funktion f : R® — R heisst messbar, falls fiir alle kom-
pakten Mengen K C R"™ und alle reellen Schranken B > 0 die Funktion

f2 = max(min(f, B- xx),—B - xx) € L'(R") (26.37)

(fE hat Tréger in K und ist durch B beschrinkt, | f}?‘ < B-xk und B - yg hat auf
jeden Fall endliches Integral. detektiert also die Schwierigkeiten, die durch
zu viele Unstetigkeiten in f entstehen.)

- Eine Funktion f : R" — C heisst messbar, falls ihre Real- und Imaginérteil messbar
sind.

Lemma 26.7. - Die Menge M(R™,R) der reellen messbaren Funktionen ist ein
Algebra-Verband, d.h. mit f,g € M(R™ R) sind auch f+g, \f, f-g, max(f,g) und
min(f, g) messbar.

- M(R",C) ist eine C-Algebra und abgeschlossen unter f v+ f und f — |f].

Bemerkungen. Die wichtigste Neuerung ist die Abgeschlossenheit unter Multiplika-
tion. Die Einschrénkung auf messbare Funktionen wird dann sicherstellen, dass das
innere Produkt von quadratintegrierbaren Funktionen wohldefiniert ist. Im Allge-
meinen folgt aus |f| € M(R") nicht notwendig f € M(R"™). O

Aus den Konvergenzsétzen fiir das Lebesgue-Integral folgert man noch:

Lemma 26.8. Ist (fi)ren C M(R™) eine punktweise konvergente Folge von mess-
baren Funktionen, so ist f(x) = limg_,o fr(x) ebenfalls messbar.

Beweisidee. Wende auf die Folge ((fk)ﬁ)keN an. O

Im Folgenden spielt auch noch die Tatsache eine Rolle, dass Nullfunktionen,
e.s. die Funktionen, deren algebraischer Trager (ohne Abschluss) eine Nullmenge
ist, integrierbar, also insbesondere messbar sind, und man daher eine Funktion auf
einer Nullmenge abéndern darf, ohne die Messbarkeit zu beeinflussen. Die analoge
Aussage flr integrierbare Funktionen hétte man verwenden konnen, um mit Hilfe
von B. Levi den Limes einer monotonen Folge (f;) C £!(R",R) mit beschrinkten
Integralen zu definieren: f = lim f; hat Werte 00 hochstens auf einer Nullmenge
Ny, dh. mit f(z) = 0 fir x € Ny, f(z) = f(z) fir o ¢ Ny ist f € LY(R",R) und

fR"f:fR"f:hmfR" Jr-

Das Analogon des Majorantenkriteriums fiir Reihen ist dann
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Lemma 26.9. Zu f € M(R",C) ezistiere ein F € L'(R",R) C M(R",C) mit
|f| < F fast iiberall. Dann ist f € LY(R",C).
Beweis. Mit ([25.4)) O

Definition 26.10.
EQ(R") = £2(R",(C) = {f e M(R",C) | |f|2 € El(R")}

Lemma 26.11. (i) L*(R") ist ein komplezer Vektorraum.
(ii) Fir f,g € L2(R") ist f-g € LY(R",C) und die Abbildung

(f,9) = (f.9) = . f(x)g(z)dx € C (26.38)

ist eine (konjugiert) symmetrische Sesquilinearform.

Beweis. Die Aussagen folgen mit

49 < (1FP+19P)" < (2max(|f],1g]))” < 4max(|f],|g]*)

_ (26.39)
bzw. |f - gl <max(|f]? |g]?)

dhnlich wie bei Reihen aus dem Majorantenkriterium, hier (Hier wird benotigt,
dass mit f, g auch f - g messbar ist.) O

Das eben eingefiihrte (-, -) ist aber nicht positiv definit, sondern nur semi-definit,

d.h. (f, f) > 0Vf, aber aus (f, f) = 0 folgt nicht, dass f = 0. Vielmehr gilt:
(f,g) =0 VfeL*(R") & gist eine Nullfunktion (26.40)

und der Raum der Nullfunktionen ist ein Unterraum von £2(R™).

Definition 26.12.
L*(R™) := £*(R™)/Nullfunktionen

im Sinne der Quotientenbildung . Streng genommen sind Elemente von
L?*(R™) also Aquivalenzklassen [f] fiir f € £2(R™) mit [f] = [f] < f—f ist eine Null-
funktion. Diese préazise Notation findet man aber nur dusserst selten; normalerweise
sagt man f € L?(R") und denkt sich die Aquivalenz. (Dies liegt u.A. daran, dass
die wichtigsten Wellenfunktionen stetig sind, und als solche ihre Aquivalenzklasse
in ausgezeichneter Weise reprasentieren.)

Theorem 26.13. (L*(R™), (-,-)) ist ein Hilbertraum

Beweis. Hier folgen die algebraischen Eigenschaften und die Positivitdt direkt aus
der Wohldefiniertheit der von (26.38|) induzierten Sesquilinearform. Es bleibt also
nur die Vollstandigkeit bzgl. || f]l2 = /(f, f) zu zeigen. (Satz von Fischer-Riesz)

- Es sei dazu (f;,) C L*(R") eine Cauchy-Folge (von Aquivalenzklassen von quadrat-
integrierbaren messbaren Funktionen), und behaupte, dass (fx) in L*(R™) kon-
vergiert, dass also eine (Klasse von) f € L*(R") existiert so, dass limy_,oo|| f — fx||2 =

0.
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- Da eine Cauchy-Folge genau dann konvergiert, wenn mindestens eine Teilfolge im
Raum konvergiert, kénnen wir nach Ubergang zu einer Teilfolge annehmen, dass

Ifr = feaall <27% k>2 (26.41)

Wir beweisen dann wie bei £?() zunichst punktweise Konvergenz fast tiberall und
dann Konvergenz in der L?-Norm.
- Wir betrachten (fiir gewihlte Reprisentanten fj, € £2(R")) die Funktionenfolge

gr= Al =11+ = Al g =gk + | fe = fial - (26.42)

Dann ist (g,) C £%(R") punktweise monoton wachsend mit

k
lgill < LA+ D IIfe = il (26.43)
1=2

wegen der Dreiecksungleichung fiir die Norm und (26.41). Daher ist < Jan g,%)

beschrankt und mit B. Levi folgt im Sinne der obigen Bemerkung, dass der
punktweise fast iiberall gebildete Limes g = lim g;, eine Klasse in L?(R") definiert.
Fiir jedes z fast tiberall ist also (gx(z)) eine (reelle) Cauchy-Folge, und daher auf
(fe(x)). (Es gilt |fr — fe—1l = |lgx — gr_1]-) Es sei f(x) = lim fi(x) die punktweise
(fast iiberall wohldefinierte) Grenzfunktion.

Beh.: f € L2(R") und f; — f in der L?-Norm.

Bew.: Es gilt f € M(R",C) wegen und

k
el S A+ D 1fi = firal = g5 < g (fast iberall) (26.44)
=2

Daraus folgt |f — f|? < 4¢* (fast iiberall) und wegen f — f,. € M(R", C) aus[26.9,
dass f — fy € L*(R") und mit 25.4] dass limy o f — fill = 0. (Es macht hier
keinen Unterschied, ob die Einschrinkung “fast iiberall” als von k abhéngig oder
unabhéangig aufgefasst wird, denn die Vereinigung von abzahlbar vielen Nullmengen

ist wieder eine Nullmenge.)
O

Die wichtige Separabilitit von L?(R™) scheint a priori (etwa von ¢*(Z") her

gesehen) etwas iiberraschend, und wird erst durch die explizite Konstruktion von
vollstdndigen Orthonormalsystemen wirklich klar, s. ?7. Etwas abstrakter kann man
sie auch in die folgenden zwei Schritte zerlegen.
(1) C.(R",C) liegt dicht in L*(R™). (Stetige Funktionen mit kompaktem Trager
sind automatisch quadratintegrierbar und die einzigen stetigen Reprasentanten ihrer
Aquivalenzklasse, man kann also kanonisch C. C L? identifizieren.) Den Beweis
lassen wir aus. (Idee: Ersetze f durch eine Folge beschrinkter Funktionen mit
kompaktem Trager, die sich gemass der Definition [24.6| unter dem Integral durch
Funktionen in C, approximieren lassen.)

(2) Treppenfunktionen mit rationalen Werten auf rationalen Quadern sind abzéhlbar
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und liegen dicht in C.(R") in der L?-Norm, d.h. fiir jedes f € C.(R™) existiert Ve > 0
eine solche rationale Treppenfunktion ¢ € T (R™) = T(Q™, Q(7)) mit

If — > <e (26.45)
R
(was man leicht durch gleichméssige Approximation zeigt).
- Hinter dieser Zerlegung steckt die folgende “Transitivitat der Dichtheit”: Es sei X
ein metrischer Raum (vollstdndig oder nicht) und @ C X dicht. Ist dann P C @
dicht (in der durch die Einschrinkung der Abstandsfunktion gegebenen metrischen
Struktur), so ist P ebenfalls dicht in X (Ubungsaufgabe). Wir machen von dieser
Idee noch verschiedentlich Gebrauch.
- Beispielsweise kann man die stetigen Funktionen auch durch (beliebig oft) dif-

ferenzierbare ersetzen und statt der Kompaktheit des Tréagers “schnellen Abfall bei
Unendlich” verlangen. Der Vektorraum[™|

S(R".C) = {f € C*(R",C) | [2°D°fll < co Vo, B € (Zno)"}  (2647)

heisst “Schwartz-Raum des R™” und ist Ausgangspunkt vieler beliebter Unter-
suchungen.

- Ein vermutlich aus den Physik-Vorlesungen oder -Ubungen schon vertrautes
Beispiel eines vollstandigen Orthonormalsystems sind die Funktionen

i(t) == 2™* fir k € Z (26.48)

im Hilbertraum der periodischen Funktionen

L2 (R):={f e MR,C)| f(t+1)=f(t) fii., /01 | f(t)]?dt < oo} /Nullfunktionen

per.

= { f:[0,1) = C | f messbar und quadratintegrierbar} /Nullfunktionen
(26.49)

mit dem inneren Produkt

%m=AﬂM®ﬁ (26.50)

Es gilt
1
1 ) 1 2ri(l—=k)t| 0 k l
Xk, x1) = / 2R gt = 2rili=k) ‘ 0 7 (26.51)
0 Jodt=1 k=1
und man zeigt, dass fiir alle f € L2, (R) die Fourier-Reihe
b Y ape”™ (26.52)
k=—o00
“SHier sind «, 8 sogenannte Multi-Indizes, und
e DP f(z) = (') (2) " - (850)7 - (Oum )" f(2) (26.46)
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in der Lger.—Norm gegen f konvergiert, mit den Fourier-Koeffizienten

o= f) = [ e C (26.53)

Der durch (26.52) gestiftete Isomorphismus

L% (R) = (*(Z) (26.54)

per.

impliziert insbesondere die Parsevalsche Gleichung

>l = [ I (26.55)

k=—o0

Fiir die historisch und praktisch interessante Frage der punktweisen Konvergenz
von , den faszinierenden Zusammenhang mit der Funktionentheorie etc. pp.
miissen wir jetzt auf die Lehrbiicher (oder den néchsten Durchlauf dieser Vor-
lesung) verweisen. Ditto fiir die kontinuierliche Fourier-Transformation auf dem
R". Stattdessen beschéftigen wir uns wieder mit der Linearen Algebra.

§ 27 Lineare Operatoren

Hilbertréiumﬂ bilden also das mathematische Substrat der Quantenmechanik. Da
aber je zwei unendlich-dimensionale Hilbertraume isomorph zueinander sind (vgl.
26.5), mag man sich fragen, wo denn die physikalische Information eigentlich ver-
steckt ist. Die Antwort liegt bei den linearen Abbildungen auf und zwischen den
fraglichen Hilbertrdumen, sowie ihrem Zusammenspiel.

- Bekanntlich ist eine lineare Abbildung eindeutig durch ihre Wirkung auf eine Basis
bestimmt. Im endlich-dimensionalen Fall bedarf es dazu einer endlichen Menge an
Information. Im unendlich-dimensionalen Fall ist es aber wie bereits betont im
Allgemeinen noch nicht einmal moglich, eine Basis explizit anzugeben. Im Beisein
einer Norm kann man sich aber schon mit weit weniger begniigen. Wir erganzen
dazu zunéchst einige Definitionen und Aussagen aus [

Definition 27.1. Ein Banach-Raum ist ein normierter Vektorraum (V, ||-]|) (iiber R
oder C), der mit der durch die Norm induzierten Abstandsfunktion ein vollstandiger
metrischer Raum ist.

Beispiele: Endlich-dimensionale Vektorraume.

- Der Vektorraum der beschrankten stetigen Funktionen auf einem metrischen Raum
mit der Supremumsnorm ist ein Banachraum, s. [8.5]

- Gemdss [26.1] ist ein Banach-Raum genau dann ein Hilbertraum, wenn die Norm
die Parallelogrammgleichung erfiillt.

- Ist V' ein Banachraum, und U C V ein Unterraum, so induziert man durch Ein-
schranken der Norm von V' eine Norm auf U. Mit dieser Norm ist U genau dann

46Es interessieren wie gesagt nur separable Hilbertriume und wir lassen dieses Adjektiv jetzt
weg.
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ein Banachraum, wenn er als Teilmenge des metrischen Raums V' abgeschlossen ist.
Der Abschluss U von U ist der (eindeutige) kleinste abgeschlossene Unterraum von
V mit U C U.

- Umgekehrt lasst sich ein a priori nicht vollstandiger normierter Vektorraum U in
(bis auf Isomorphismus) eindeutiger Weise zun einem Banachraum vervollstandigen:
Man betrachtet dazu auf dem Vektorraum

Uy = {(uk)keN cU } (ug)gen ist Cauchy—Folge} (27.1)

aller Cauchy-Folgen in U die Aquivalenzrelation

/ Die Reissverschlussfolge (uy, uy, ug, uj, . . .)
~ Y ) Y Y 2 '2
(wg) ~ (1) ist eine Cauchy-Folge. (27.2)
und definiert
U=U)/~ (27.3)
mit der (wohl-definierten) Norm
)l 2= Jim [l (27.4)

(Aquivalent dazu fithrt man zunéchst durch ||(u)| = limy_o0|jug|| auf Uy eine sog.
Halbnorm ein und teilt durch den Unterraum der Nullfolgen, auf dem ||-| = 0.
Unsere Konstruktion von L?(R") aus C.(R", C) ist eine Hilbertraum-Version dieser
Ideen.)

Wir wissen ausserdem: Eine Abbildung f : X — Y zwischen metrischen Radumen
X — Y ist genau dann stetig, wenn fiir jede Folge (z3) C X, welche in X konvergiert,
die Bildfolge (f(xx)) in Y konvergiert.

Lemma/Definition 27.2. Es seien U und W normierte Vektorrdume (nicht
notwendig vollstandig). Dann ist eine lineare Abbildung A : U — W genau dann
stetig, wenn sie beschrinkt ist, das heisst,

1AI} = sup{ | A)|[ | fJull = 1} < oo (27.5)
Beweis. “=": Ist A beschrinkt, so gilt (leichte Ubung...)
[ACur) = Aug)[| = [[A(ur — uz) || < [[A[] - flur — ue] (27.6)

A ist also sogar Lipschitz-stetig, insbesondere stetig.

“«<=": Angenommen, A ist nicht beschriankt. Dann gibt es eine Folge (uy) C U mit
|ug| =1 aber [|Auy|| > k. Dann konvergiert (ay) = (;ux) gegen 0, aber [|A(i)||
konvergiert nicht. A ist also auch nicht stetig. ]

Proposition 27.3. Es sei V' ein Banach-Raum, und U ein dichter Unterraum.
Ist A : U — W eine beschrankte lineare Abbildung in einen Banachraum W, so
existiert eine eindeutige Fortsetzung von A zu einer beschrankten linearen Abbildung

A:V = W. Esgit |4 = || Al
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Beweis. Fiir jedes v € V existiert eine Folge (uy) C U mit limuy, = v (in V). (uy)
ist eine Cauchy-Folge und da A stetig ist, ist (A(ux)) ebenfalls eine Cauchy-Folge.
Da W vollstandig ist, existiert

A(v) := lim A(uy) (27.7)

k—o0
Man sieht, dass diese Definition nicht von der approximierenden Folge abhangt. Fir
u € U geht offensichtlich uy, = v Vk, d.h. A(u) = A(u). Linearitdt und die Aussage

iiber die Norm von A folgt aus der Stetigkeit von Addition, Skalarmultiplikation,
und Norm. H

Wie wir gleich sehen werden, kommen wir in der Physik mit stetigen linearen Ab-
bildungen nicht aus. Man definiert daher allgemeinerﬂ

Proposition/Definition 27.4. Fin linearer Operator auf einem Banachraum V ist
ein (sinnvollerweise dichter) Unterraum D(A) C V' zusammen mit einer linearen
Abbildung A : D(A) — W.

- Wir schreiben B(V, W) fir den Vektorraum der beschrinkten linearen Operatoren
auf V', nach[27.5 oBdA mit D(A) =V VA € B(V,W).

- Mit der Operatornorm ist B(V, W) ein vollstindiger normierter Raum.

- Die Operatornorm ist submultiplikativ, d.h. im Falle W =V ist B(V) := B(V, V)
eine Banach-Algebra.

Beweis. Die Argumente sind die gleichen wie im endlich-dimensionalen Fall, wofiir
wir auf 7?7 verweisen. Stattdessen bemerken wir noch, dass es auch unbeschrankte
Operatoren gibt, die auf einem ganzen Banachraum definiert sind. Sie lassen sich
aber (dhnlich wie iberabzéhlbare Vektorraumbasen) nicht explizit vorzeigen. (Und
spielen bei Hilbertraumen auch keine Rolle.)

- Es sollte auch bemerkt werden, dass sich bei der Addition/Multiplikation von
unbeschrankten Operatoren die Definitionsbereiche weiter d&ndern kénnen. ]

Beispiele: Sei X ein metrischer Raum und (C°(X), ||-||.c) der Banachraum der
beschrinkten stetigen Funktionen. Dann ist fiir jedes fo € C?(X) die Multiplikation
mit fo ein beschrankter linearer Operator:

mg  f foo f (27.8)
mit Norm
[mg |l = 1l folloo (27.9)

- Multiplikation mit einer unbeschrankten Funktion ist aber im Allgemeinen nicht
beschrankt, so dass wir den Definitionsbereich einschrianken miissen. Beispielsweise

macht fir V' = (?(Z) die Vorschrift

5((%)%2) = (kag)kez (27.10)

4"Der Sprachgebrauch ist dhnlich zu den meromorphen Funktionen in [18.3] die ebenfalls nicht
auf dem gesamten Definitionsbereich definiert sind.
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genau dann Sinn, wenn 6 ((ax)rez) € €*(Z), d.h. wenn

o0

(ak)kez € 'D((S) = {(ak)kez{ Z |kak|2 < OO} (27.11)

k=—0c0

Die Folge a), = ‘k‘ﬁ macht klar, dass D(0) G ¢*(Z). Da aber offensichtlich D(§) D
Fiin(Z,C), und Letzteres dicht in £2(Z) liegt, ist auch D(§) C ¢*(Z) dicht.
- Unter dem Fourier-Isomorphismus i : L2, (R) — (*(Z), i(e*™**) = ¢, (s. (26.54)),

per.

‘ . 1 d .,
-—1 : 2mikt 2mikt 2mikt
) =k = —— 27.12
(177 0dod)(e ™) e 5 dl” ( )
wird § zu einer Ableitung. Differentialoperatoren sind im Allgemeinen also auch
nicht beschréankt.
- In der elementaren Quantenmechanik lernt man insbesondere die Orts- und Im-

pulsoperatoren kennen, iiblicherweise in ihrer Darstellung auf stetig differenzierbare
Wellenfunktionen ¢ (z), x € R

@)@) =20(@), o)) =7 ) (27.13)

Diese Operatoren erfiillen (zumindest formal) die kanonischen Vertauschungsrela-
tionen

[a,p] =qop—pog=ih-id, (27.14)

(Stichwort: Heisenbergsche Unschérferelation), sind aber offenbar nicht beschrankt:
Die rechten Seiten in @ sind i.A. nicht quadratintegrierbar, selbst wenn 1) es
ist. Der Schwartzraum @ ist ein bequemer dichter Unterraum, auf dem beide
Operatoren und alle ihre Produkte wohldefiniert sind.

- Die Notwendigkeit dieser Unbeschranktheit lasst sich etwa folgendermassen
beleuchten:

Lemma 27.5. Es sei A eine normierte C-Algebra mit Einselement und submulti-
plikativer Norm . Dann gilt (27.14) fiir keine p,q € A. Insbesondere gibt es

keine endlich-dimensionalen Darstellungen der KVRn.

(Es wird hier nicht gesagt, dass die Gleichung (27.14)) keine Losung hat, die Opera-
toren in (27.13]) geben ja ein explizites Beispiel. Der Punkt ist nur, dass Operatoren,
welche (27.14)) erfiillen, nicht beschrankt sein kénnen.)

Beweis. Angenommen, (27.14]) gélte doch, und zwar oBdA mit h = —i. Aus der
Derivationseigenschaft des Kommutators folgt fiir n =1,2,. ..

[g.0"] = (qp)p" " — pap" " + pap" " — pp" g
= lq,plp" " +plg, p" '] =
= nipi[q,p]q“ (27.15)
1=0
— npn—l
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Daraus folgt einerseits induktiv, dass p” # 0 Vn, anderererseits aus den FEigen-
schaften der Norm

n-lp" M < 2llgll - 1R < 2Mgll - el - 11"
> (27.16)
= n <2|q - [pl

fiir alle n, was unmoglich ist. ]

Unser Ziel ist es nun, einige physikalisch bedeutsame Verallgemeinerungen von Aus-
sagen aus Kap. [7] auf unendlich-dimensionale Hilbertraume zu sammeln. Wir begin-

nen mit (21.5]).

Theorem 27.6. Es sei (H,(-,-)) ein Hilbertraum. Dann ist der Raum der stetigen
linearen Abbildungen (a.k.a. Funktionale)

B(H,C) = {)\ H = C[A] < oo} (27.17)
mit der Operatornom ein (separabler!) Hilbertraum. Die Abbildung
Hove (U we (v,w) € B(H,C) (27.18)

ist ein Anti-Isomorphismus von Hilbertraumen. Man schreibt (nicht konform mit

H* =2 H und nach Dirac (vgl. (26.33)))
(Iblah))” = (blah| (27.19)

Vor dem Beweis halten wir zunéachst die Eigenschaften von orthogonalen Zerlegungen
von Hilbertraumen fest.

Proposition/Definition 27.7. Fir eine Teilmenge M C H ist
M+ :={veH]|(muv)=0Yme M} (27.20)

ein abgeschlossener Unterraum von H. Ist M = U selbst ein abgeschlossener Un-
terraum, so ist

H=UaqU™* (27.21)
d.h. jedes v € H hat eine eindeutige Zerlegung v = v +vy mit vy € U, v, € U+t.

Beweis. - M+ ist klarerweise abgeschlossen unter den Vektorraumoperationen. Ist
(vr) C M+ eine Folge, welche in H gegen v konvergiert, dann gilt wegen der
Stetigkeit des inneren Produkts (welche aus der C.S.U. folgt), Vm € M:

(v,m) = (lim vg,m) = lim (v, m) =0 (27.22)

k—o0 k—o0

also v € M+, d.h. M ist abgeschlossen.
- Da wegen der Nichtentartetheit des inneren Produkts offenbar U N U+ = {0},
miissen wir nur noch zeigen, dass H = U + U+. Fiir v € H sei

d(v,U) = inf{|Jv — ul| |u € U} (27.23)
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(der “Abstand” von v zu U) und (uy) C U eine Folge mit
d(v,U) = lim ||[v — uy| (27.24)
k—oo
Dann gilt mit der Parallelogrammgleichung (126.3])

lur = wl]* = || (ux = v) = (w = v)|
= 2(Jur — vl* + [hu = ") = Jlux +w — 20|

(27.25)

IR
< 2(|fuk = ol* + flus = v]*)

Mit k,1 — oo folgt, dass (uy) eine Cauchy-Folge ist. Thr Grenzwert limu, =: u
liegt dann wegen der Abgeschlossenheit in U, erfillt

v =yl = d(v,U) (27.26)

und héngt mit dieser Eigenschaft nicht von der Folge (uy) ab (vorausgesetzt, sie

erfilllt (27.24), Ubung). Wir setzen u; = v — uj und behaupten u, € U+. Dazu
betrachten wir fiir u € U und t € R

Jurl]* =d(v,U)* < |lv —uy + tul|* (Def. von d(v,U), —uj + tu € U)

27.27
— | + 2t Refo — up, ) + 2]ul? (27.27)

Es folgt Re(u,,u) = 0 (sonst konnten wir fir kleines ¢ mit geeigenetem Vorzeichen
die Ungleichung verletzen), und analog (vgl. Beweis von [26.1)) Im(u,,u) = 0 Vu € U,
zusammen also u, € U+, O

Bemerkungen. Beachte, dass die Abgeschlossenheit hier wesentlich ist. Beispiel-
sweise ist fiir eine Hilbertbasis (b;) die endliche lineare Hiille spang(by) nicht
abgeschlossen (sondern nur dicht in H), aber (b)* = {0}.

Beweis von[27.6. Es geniigt offenbar zu zeigen, dass eine bijektive normer-
haltende konjugiert lineare Abbildung ist. (Denn dann gilt fiir die Norm auf B(#, C)
insbesondere die Parallelogrammgleichung.)

- Die Additivitat in v ist klar, ebenso die Anti-Linearitdt. Die Injektivitédt folgt aus
der Nichtentartetheit der Norm.

- Aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt

[0 (w)] = [, w)| < o]l - Jwl| (27.28)
d.h. [[°| < ||v||, wegen v”(v) = ||v||? tatsdchlich |[v°|| = ||v]|. > ist also normerhal-
tend.
- Zur Surjektivitat sei A € B(H,C), mit A\ # 0. Wegen der Stetigkeit von A ist
U := Ker()\) (27.29)

ein abgeschlossener Unterraum von H, und wegen \ # 0 ist U ; H, d.h. in der
Zerlegung H = U @ U~ ist UL # {0}. Es existiert daher ein vy € U+ \ {0}, und es
ist auch A(vg) # 0. Fiir jedes w € H ist

Aw

Ui=w — )v er =
W= o) 0 € Ker(\) =U (27.30)
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(Denn A(w) = ANw) — A(;") A(vg) = 0.) Da vy L U gilt also

A(vo)
0 = (v, @) = (oo, w) — A(w) 00 (27.31)
(o)
d.h. Vw e H
Aw) = <L”02vo,w> (27.32)
[l
Es ist also A := mvo € H ein Urbild von A unter (27.18), A = (Af)". O

Bemerkungen. Im endlich-dimensionalen Fall kann man aus der Injektivitat und
Dimensionsbetrachtungen direkt auf Surjektivitit schliessen. Auf ¢?(N) ist beispiel-
sweise die durch e, — 1 Vk dicht definierte, aber unbeschrankte, Linearform nicht
von der Form ((ay),-) fiir ein (ay) € /*(N).

- Ein weiteres erhellendes Beispiel ist die lineare Fortseztung der Abbildung (Stich-
wort: Hilbert-Hotel)

T(ek) = €kt (2733)
auf (*(N). T ist dicht definiert und stetig, die Fortsetzung auf ganz ¢*(N) ist

T((a1,a2,a3,...)) = (0,a1,as,...) (27.34)

Man sieht leicht, dass T" injektiv, aber nicht surjektiv ist.

- In Fortsetzung der Diskussion um definiert man fir zwei (“verschiedene”)
Hilbertraume Hq, Hs ihre “aussere” oder orthogonale direkte Summe als die gewdhn-
liche direkte Summe mit dem inneren Produkt

(V1 @ vg, w1 D wa) = (v1,v2) + (wy,ws) (27.35)

(insbesondere ist also H; L Hs in dieser Summe). Man prift leicht, dass diese
Definition Sinn macht, d.h. in einem Hilbertraum resultiert.
- Andererseits ist das algebraische Tensorprodukt von zwei Hilbertraumen mit

<’U1 & V9, W1 & '11)2> = <'U1, U)1> . <v2,w2> (2736)

i.A. zwar ein unitdrer Raum, aber nicht vollstindig, wenn H; und Hs beide
unendlich-dimensional sind. (Man mache sich dies am Beispiel von H; = H, = (*(N)
klar!) Das “richtige” Tensorprodukt von Hilbertrdumen erhélt man durch Vervoll-
standigung im Sinne von 27.3] Es gilt dann beispielsweise

L*(RMQL*(R™) = L*(R™™) (27.37)

(In der Praxis macht dies natiirlich keinen grossen Unterschied: Sind (b,(cl))keN,
(bl(Q))leN Hilbertbasen von H;,Hs, so ist (b,(:) ® bl(Z))k,leN eine Hilbertbasis von
H1Q@H,.)
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- Achtung: Die direkte Summe bedeutet physikalisch die Zerlegung des Zustand-
sraums eines gegebenen Systems in experimentell (z.B. durch verschiedene Quan-
tenzahlen) unterschiedene Gegebenheiten, wéhrend wie bereits betont das Ten-
sorprodukt fiir die Zusammensetzung verschiedener Systeme zu einem grésseren@
zusténdig ist.

- Nattirlich kann man hier auch wieder symmetrische und anti-symmetrische Tensor-
Produkte und Multilinearformen in Verbindung setzen.

Physikalisch stellt eine Korrespondenz zwischen Préaparation (den Kets
|¥) € H) und Registrierung (den Bras A = (p| € H* = H) von quantenmechanis-
chen Zusténden her, mit einer durch das Bra-Ket Produkt (p[t) gegebenen “Uber-

gangsamplitude” (die Wahrschenlichkeit ist %). Dabei steckt die eigentliche
Information iiber den physikalischen Prozess in einer zwischengeschalteten unitéiren
Transformation von H, bzw., in der tublichen kontinuierlichen Situation, ihrer
infinitesimal Erzeugenden. (Beispiel: der Hamiltonoperator H = ihLU(t) als
Ableitung der Zeitevolution) Am Hohepunkt lingerer Uberlegungen interpretiert

man einen Ausdruck

Ey(A4) = (¢, AY) mit (¢, ) =1 (27.38)

(iblicherweise als Sandwich (1| A1) geschrieben) als “statistischen Erwartungswert
der zum linearen Operator A assoziierten Observablen im (normierten) Zustand
|1))”. Damit dies sinnvoll ist, muss A gewisse Eigenschaften erfiillen, die wir in der
endlich-dimensionalen Situation z.T. bereits im 21| untersucht hatten, siehe und
und vgl. auch das Auftauchen der Form (27.38)) in [21.13] In den unendlichen
Dimensionen eines allgemeinen separablen Hilbertraums ist Platz fiir einige weitere
Neuheiten. Als Erstes missen wir die in der Fussnote [2I] gegebene Definition an die
Beobachtung [27.5] anpassen, dass physikalisch relevante Operatoren nicht notwendig
beschrankt sind.

Lemma/Definition 27.8. Es sei H ein Hilbertraum und A : D(A) — H ein dicht
definierter linearer Operator, d.h. D(A) = H.
(i) Fiir gegebenes v € H existiert hichstens ein v € H so, dass

(v w) = (v, Aw) Yw € D(A) (27.39)

(ii) Die Menge der v € H, fiir die v* existiert, ist ein linearer Unterraum von H
und die Zuordnung v — v? ist linear in v. Man nennt

DA ={veH | Ft e 1 (v w) = (v, Aw) Vw € H}

27.40
AT(v) := eben jenes v ( )

den zu A adjungierten Operator.
(iii) Ist A € B(H) beschrinkt, so ist D(A") = H, und in diesem Fall gilt (AT)T = A
sowie || AT]| = [| Al

48Wie die Formeln zeigen, ist das Tensorprodukt von separablen Hilbertraumen wieder separabel.
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Beweis. (i) Erfiillen v und o4 beide (27.39)), dann gilt (v —54, w) = 0 Yw € D(A),
d.h. v — 94 € D(A)*. Aus D(A) = H folgt mit 27.7, dass v* — o4 = 0.

(ii) Ubungsaufgabe

(iii) Fiir jedes feste v € H ist die Abbildung

Ho>w— (v,Aw) € C (27.41)
eine beschriankte Linearform, denn wegen der C.S.U. und A € B(H) ist
[{v, Aw)| < o]l - [AIl - [Jw]] (27.42)

Wegen existiert daher ein v = AT(v) wie gefordert.
- Aus der fiir jeden stetigen linearen Operator giiltigen Aussage, das{")|

1Al = sup{|(v, Aw)| | [[v]| = [lw]] = 1} (27.45)

folgt zunachst
AT < [1A] (27.46)

AT ist also insbesondere beschrankt. Aus

(AN, w) = (v, Alw) = (Atw, v) = (w, Av) = (Av, w) (27.47)

fiir alle v,w € H folgt dann (AT)T = A und zuletzt durch Wiederholung von (27.46)
IA] = [I[(ADT] < [IAT]]. [

Die Definition in Fussnote ?? bleibt im Wesen unverandert,
Definition 27.9. Ein linearer Operator U heisst unitér, falls UTU = UUT = idy,.
man muss nur wieder darauf aufpassen, dass
injektiv ¢ surjektiv (27.48)

Beispiel. Fiir den in (27.33) definierten Operator T gilt

(b). T(ar)) = 0+ Y bag-1 = Y bsray (27.49)
k=2 k=1
d.h.
TT(b1, by, bs,...) = (ba, b3, by, . ..) (27.50)
9Einerseits ist
sup{|(v, Aw)! | [v]| = [|wl]| = 1} < sup{|lo] - [[Aw| | o]l = [w] = 1} = || A, (27.43)

andererseits (jedenfalls fir A # 0)
Al = Sup{llAIUH [ w]| =1, Aw # 0}
= sup{< Taw]’ Aw> ‘ lw] =1, Aw # O} (27.44)

< sup{|(v, Aw)| | Jv]| = [lw]| =1}
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Man sieht insbesondere TT o T = idg2 (), aber T'o Tt = idpe (N) — Py, wobei P, der
sog. Projektionsoperator auf die erste Komponente ist

Pi((a) = (a1,0,...) (27.51)

TTT hat also nicht-trivialen Kern.
- Ubungsaufgabe: U ist unitir < (v,v) = (Uv,Uv) = (UTv, Utv) Vo, d.h. U und UT
sind beide Isometrien. (Beschrénktheit ist dann automatisch.)

Bei den infinitesimal Erzeugenden/Observablen spiegelt sich in einer
wichtigen Konsequenz der Tatsache wider, dass fiir unbeschrankte Operatoren die
Definitionsbereiche D(A) und D(AT) im Allgemeinen verschieden sind.

Definition 27.10. Ein linearer Operator A heisst symmetrisch (oder hermitesch),
falls D(A) C D(AT) und Af|p4) = A.

Lemma 27.11. Fin linearer Operator A ist genau dann symmetrisch, wenn die
assoziierte quadmtisch(fﬂ Form, ndmlich

D(A) 5 v qa(v) := (v, Av) (27.52)
reell ist.

Beweis. - Ist A symmetrisch, so ist v € D(A) insbesondere auch in D(AT) und es
gilt

(v, Av) = (Av,v) = (v, Av) (27.53)

dh. ga(v) € R.
- Es sei umgekehrt g4 reell. Aus der Identitat (vgl. (26.8)))

1
(v, Aw) = Z(qA(U +w) — qa(v — w) + iga(v — iw) — iga(v + iw)) (27.54)
Vo, w € D(A) folgt leicht (w, Av) = (v, Aw) = (Aw,v), und daraus die Symmetrie
von A. O

Symmetrische Operatoren erfiillen also die physikalisch sinnvolle Bedingung,
dass Erwartungswerte von Observablen reell sind. Symmetrie ist aber nicht hin-
reichend dafiir, dass (i mal) der Operator in einer geeigneten Verallgemeinerung
von 21.12] iber die Exponentialfunktion eine Einparametergruppe unitarer Symme-
trietransformationen von H erzeugt.

Definition 27.12. Ein symmetrischer linearer Operator A heisst selbst-adjungiert,
wenn D(A") = D(A).

Beispiel 27.13. - Multiplikation mit einer (verniinftigen, beispielsweise stetigen)
reellen Funktion f definiert einen selbst-adjungierten Operator auf L?(R"). Defini-
tionsbereich ist

D(my) = {v € L*(R") | f - ¢ € L*(R")} = D(m}) (27.55)

50Man sollte wohl eher absolut quadratisch sagen, denn es gilt ga(Av) = |A|?qa(v).
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der sicherlich C.(R™) enthalt, und daher dicht ist.
- Der auf D(p) = CL(R) durch

_hdy

pi() = ~—(2) (27.56)

definierte Operator p ist symmetrisch: Fiir ¢, ¢ € C}(R) gilt

1 dx

-/ hd? () da

1 dx

/@(l‘)ﬁz—d](l‘)dl‘— —/ E@(x)z/}(x)dx (partielle Integration)
RO R (27.57)

Zunéchst ist zwar D(p') 2 D(p) (beispielsweise geht die Rechnung sicher
auch durch, wenn ¢ nur stetig differenzierbar ist, aber nicht-kompakten Trager
hat), man kann aber zeigen, dass es eine (eindeutige) selbst-adjungierte Fortset-
zung gibt. Die Idee ist, dass bei Vergrosserung von D(p) der Definitionsbereich
des adjungierten Operators kleiner wird. (Denn es sind mehr Bedingungen der Art
(27.39) zu erfiillen.) Es ist aber nicht-trivial, dass man sich in der Mitte treffen
kann.

- Die formale Rechnung fiir ¢t € R,

i 1/, d\* , 2,
(exp(5tp) ) (@) = > (t=) (@) = v(a) + /(@) + 50" @)+ = Uz +1)
(27.58)
(Taylorreihe) weist %p als infinitesimalen Erzeuger der Translationen
(Ti)(x) = Y(z + 1) (27.59)

aus. (Etwas formaler argumentiert man mit der Differentialgleichung (s. (21.30)))

ST @) = (L) @) = Tp(Tw)(x)) (27.60)

T; ist klarerweise(?) auf ganz L?(R) fortsetzbar und unitér.

- Selbst-adjungiertheit ist notwendig und hinreichend fiir die Erzeugung von unitaren
Transformationen iiber die Exponentialabbildung, was wir hier allerdings nicht be-
weisen konnen.

- Ein erhellendes Unbeispiel ist der Impulsoperator auf der Halbgeraden [0, 00). Wére
er selbst-adjungiert, so wiirde er nach dem eben Zitierten unitére Transformationen
erzeugen. Auf der Halbgeraden ist aber die Translation T} nach links (¢ > 0) nicht
injektiv, nach rechts ¢ < 0 nicht surjektiv:

T(xp,) =0 (27.61)

Die diskrete Version war gerade (|27.33]).
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h d

- Die Untersuchung der Symmetrie von %7

tieller Integration liefert den Randterm

auf Funktionen auf [0, 0co) mittels par-

L 0)0(0) (27.62)

und erzwingt entweder ¥(0) = 0 Vi) € D(p) oder ¢(0) = 0 Vi € D(p'). Der jeweils
andere Definitionsbereich enthélt Funktionen mit beliebigen Werten bei x = 0, so
dass immer D(p) # D(p").

Es wéren hier folgende Themen geplant: Definition des Spektrums eines Oper-
ators, Unterscheidung zwischen diskretem und kontinuierlichem Spektrum. Prob-
lem: In den iiblichen Formulierungen benétigt man hier Mafitheorie. Man miisste
auch ausfiihrlicher die Fortsetzung von Operatoren und die Unterscheidung zwis-
chen schwacher und starker Konvergenz diskutieren. Als Beispiel: Selbstadjungierte
Operatoren aus positiven symmetrischen Formen.

§ 28 Sturm-Liouville-Theorie

[sturmliouville]

Sturm-Liouville-Randwertprobleme sind in der mathematischen Physik allgegen-
wartig. Man sollte sie hier als Beispiel der Spektraltheorie ausfiihrlich behandeln.
Problem: Vollstandigkeit der Figenfunktionen.

§ 29 Fourier-Transformation

[fouriertrafo

Ankntipfung an vorherigen § iiber harmonischen Oszillator (Hermite/Laguerre-
Polynome), dann Ubergang zu partiellen Differentialgleichungen und héher-dimensionalen
Randwertproblemen, Greensche Funktionen. Wohin mit Distributionen?

51Djies ist natiirlich formal nicht ganz korrekt, denn unsere “Funktionen” nehmen ja an Punkten
keine echten Werte an...
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