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Sprache von Fundamentalgruppen und Uberlagerungen moglich wire.
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Marco Lotz, Jose Quintanilha, Yuri Santos Rego und Anna Schilling, die iiber die Jahre
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4 Hyberbolizitat

In diesem Kapitel lernen wir einen synthetischen Kriimmungsbegriff fiir geodétische
metrische Rdume kennen. Das Besondere an genau dieser Definition von nicht-positiver
Kriimmung ist die Tatsache, dass sie invariant ist unter quasi-Isometrie und somit auch
als Kriitmmungsbegriff fiir Gruppen (via Kriimmung ihrer Cayleygraphen) funktioniert.
Um zu sehen, wie Kriimmung algebraische Eigenschaften der Gruppen beeinflussen kann,
werden wir das Wortproblem in diesem Kontext studieren.

4.1 Hyperbolische Raume

Historisch gesehen wurde Kriimmung zunéchst einmal in der Differentialgeometrie fiir
Mannigfaltigkeiten definiert. Verschiedene Kriimmungsbegriffe, wie zum Beispiel der Be-
griff der Schnittkriimmung, spielen dabei eine wichtige Rolle. Man versucht mit den
mathematischen Konzepten von Kriimmung greifbar zu machen, wie sich beispielswei-
se ein 2-dimensionales mathematisches Objekt von einer ebenen Fléche unterscheidet
- also wie krumm oder gebogen sie ist. Erst spiter wurden auch Kriimmungsbegriffe
fiir beliebige metrische Rdume betrachtet, die die klassischen differentialgeometrischen
Konzepte verallgemeinern. Abbildung zeigt die drei klassischen Modellrdume mit
konstanter Schnittkriimmung x < 0,= 0 und x > 0, also negativer, flacher und positiver
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Abbildung 4.1: Modellraume konstanter Krimmung «.

Im Falle negativer Schnittkriimmung x < 0 haben wir es beispielsweise mit Sattelflachen
oder hyperbolischen Ebenen zu tun. In Abbildung ist das obere Halbebenenmodell
der reell-hyperbolischen Ebene skizziert. In dieser Geometrie breiten sich Geodétische
schneller aus als in der euklidischen Ebene. Dreiecke sind in dieser Geometrie, wie in Ab-
bildung[4.2] zu sehen ist, diinner als vergleichbare Dreiecke in der euklidischen Ebene. Soll



heiflen, die Absténde einer Seitenmitte zu den anderen Seiten sind kleiner als erwartet.
Auch metrische Baume haben (sehr) diinne Dreicke, die sogar zu Tripods degenerieren.
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Abbildung 4.2: Diinne Dreiecke.

Wir werden genau diese 'diinne Dreiecke’ Eigenschaft formalisieren und damit einen
neuen Kriimmungsbegriff definieren. Zunéchst einmal miissen wir aber formal kléren
was ein geodatisches Dreieck in einem metrischen Raum ist.

Definition 4.1.1 (Geodétische Dreiecke). Sei (X, d) ein metrischer Raum. Ein
geoddtisches Dreieck A in X ist ein Tripel von Geodatischen ~; : [0,;] — X,

i =0,1,2,sodass v;(l;) = 7i+1(0) fiir alle ¢, mit Indizes mod 3 gerechnet. Vergleiche
Abbildung [£.3]
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Abbildung 4.3: Skizze eines geodétischen Dreiecks.

Definition 4.1.2 (Diinne Dreiecke und hyperbolische Raume). Fiir eine gegebene
Konstante 0 > 0 ist ein geodétisches Dreieck -dinn, wenn gilt

im(v;) € Us(im(v;) Uim(yx))

fir {i,7,k} = {0,1,2}. Hierbei ist Us die offene 6-Umgebung um die jeweils in
Klammern angegebene Menge.

Ein metrischer Raum (X, d) ist d-hyperbolisch, falls er geodatisch ist und alle
geodétischen Dreiecke im Raum J-diinn sind. Wir sagen X ist hyperbolisch, falls
der Raum d-hyperbolisch ist fiir ein geeignetes ¢.
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Beispiel 4.1.3. Hier ein paar erste (Nicht-)Beispiele fiir hyperbolische Raume.

1.

Geodétische Rédume (X, d) mit endlichem Durchmesser sind §-hyperbolisch, da
sogar fiir jede beliebige Wahl eines Punktes x in X eine Wahl von § mdoglich ist
so, dass X C Us(x).

Die euklidische Gerade (R, deyi) ist 0-hyperbolisch, da alle Dreiecke zu Geraden-
stiicken degenerieren und eine (geeignet gewéhlte) der drei Seiten eines jeden Drei-
ecks die beiden anderen enthalt.

Die euklidische Ebene (R?, deyq) ist nicht §-hyperbolisch. Fiir jedes fest gewiihlte
und beliebig grofie ¢ ldsst sich ein Dreieck konstruieren, dessen Seiten grofieren
Abstand zueinander haben und die gewiinschte Eigenschaft nicht erfiillen.

Die hyperbolische Ebene (H, dey) ist In(3)-hyperbolisch (spater mehr dazu).

Simpliziale Badume, sowie R-Baume sind d-hyperbolisch fiir jede beliebige Wahl
von 9.

Auch Polygone sind in gewisser Weise noch diinn in einem hyperbolischen Raum. Was

genau damit gemeint ist sagt der néchste Satz.

~

Theorem 4.1.4 (Iterierte Diinnheit). Sei (X, d) ein 0-hyperbolischer Raum. Sei
P ein geoditisches Polygon, das heifit eine Menge von Ecken xg,x1,...,x, und
Geoddtischen s; : x;_1 ~ x;, i = 1,...,n, sowie Sy : Ty ~> T,. Setze Y =
Uiy im(s:).

Dann gilt fir alle x € im(sg), dass d(x,Y) < k-0 mit k := [logy(n)].

Beweis. Wir zeigen die Behauptung zunichst fiir n = 2! fiir ein [ € N mit Induktion
tiber [. Man muss dafiir zeigen, dass d(z,Y) <1[-¢ fur alle [ € N.

Fiir [ = 1 ist n = 2 und die Behauptung folgt direkt aus Definition [£.1.2]
Fiir den Schritt [ — (I + 1) gehen wir wie folgt vor. Es gelte nach Induktionsvorausset-

zung die Aussage fiir 2. Wir betrachten n = 2171, Wihle einen festen Punkt z € im(s)
und geodétische Segmente (g, 2| und [z, zx] wie in Abbildung [4.4]

Abbildung 4.4: Wahl der geodétischen Segmente.

Nach Induktionsvoraussetzung ist das Dreieck auf den Ecken x¢, xo:, x,, mit den oben

gewahlten geodétischen Segmenten d-diinn. Somit existiert ein ¢ € [z, o] U 2y, To],
sodass d(x,t) <.
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Sei ohne Einschrénkung ¢ € [z, zx] wie auch in Abbildung oben skizziert. Nach
Induktionsvoraussetzung gilt dann fiir Y/ = Uflzl im(s;), dass d(t,Y’) < 1-6. Also
existiert ' € Y’ mit d(t,t') = d(t,Y’) < [-4. Das impliziert, mit Anwendung von

Dreiecksungleichung fiir die ersten beiden Abschétzungen, dass
d(z,Y) <d(z,t') <d(z,t)+d(t,t') <d+1-§=(1+1) 6.

Sei jetzt N beliebig. Fiige r zusétzliche Stiitzpunkte auf den n geodétischen Stiicken
hinzu, sodass n+r = 2! mit [ = |log, n|+1. Mit obigem Beweis folgt die Behauptung. [

Wir wollen nachfolgend zeigen, dass hyperbolisch zu sein unter quasi-Isometrie erhalten
bleibt. Problem dabei ist, dass das Bild eines geodéatischen Dreiecks unter einer quasi-
Isometrie im Allgemeinen kein geodétisches Dreieck mehr ist. Aus diesem Grund miissen
wir zunéchst sowohl den Begriff eines Dreiecks als auch die §-Diinnheit allgemeiner
fassen.

Definition 4.1.5 (quasi-geodétische Dreiecke). Sei (X, d) ein metrischer Raum.
Seien C' > 1 und D > 1) gegebene Konstanten. Ein (C, D)-quasi-geodditisches
Dreieck in X ist ein Tripel v; von (C, D)-quasi-Geodétischen ~; : [0,;] — X,
i =0,1,2 mit v;(l;) = 721(0), wobei Indizes zyklisch gelesen werden.

Analog zum klassischen Fall definieren wir Diinnheit fiir quasi-Dreiecke.

Definition 4.1.6 (quasi-hyperbolisch). Ein (C, D)-quasi-geodéatisches Dreieck ist
d-diinn, wenn fiir {7, j, k} = {0, 1,2} gilt

im(7;) € Us(im(y;) U im(y)).

Ein metrischer Raum (X, d) heifst (C, D, 0)-quasi-hyperbolisch, falls X ein (C, D)-
quasi-geodétischer Raum ist und alle (C, D)-quasi-geodéatischen Dreiecke d-diinn
sind. Wir sagen X ist quasi-hyperbolisch, kurz q.h., falls Konstanten C, D und
d > 0 existieren, sodass der Raum (C, D, §)-quasi-hyperbolisch ist.

J

Quasi-hyperbolisch zu sein ist im Allgemeinen noch schwerer nachzurechnen als Hy-
perbolizitit, das es extrem viele quasi-Geodatische und somit auch extrem viele quasi-
geodétischen Dreiecke gibt. Uns dient dieser Begriff nur als Werkzeug um zu beweisen,
dass Hyperbolizitit unter quasi-Isometrie erhalten bleibt.

Proposition 4.1.7 (quasi-hyperbolisch ist Ql-invariant). Seien (X, dx), (Y, dy)
quasi-isometrische metrische Rdume, dann sind folgende Aquivalenzen wahr:

1. X ist quasi-geoddtisch < 'Y ist quasi-geoddtisch

2. X ist quasi-hyperbolisch <Y ist quasi-hyperbolisch.
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Beweis. Um die erste Aquivalenz zu beweisen sei ohne Einschréankung Y quasi-geodétisch
und f : X — Y eine quasi-Isometrie. Sei C' € Rx( so gro, dass Y ein (C, C)-quasi-
geodétischer Raum ist und f eine quasi-Isometrie mit C-dichtem Bild. Seien Punkte
x,x' € X gegeben. Dann existiert nach Voraussetzung eine (C,C)-quasi-Geodétische
zwischen den Bildern f(z) und f(z’). Wir kénnen (mittels Auswahlaxiom) eine Abbil-
dung 7 : [0,1] — X finden, fiir die gilt 5(0) = x, 5(I) = 2’ und dy (f((t)),7(t)) < C fiir
alle ¢ in [0, 1].

Man kann dann nachrechnen, dass 7 eine (C, max(3C?, 3))-quasi-Geoditische ist, die x
mit ' verbindet. Der Raum X ist also quasi-geodétisch.

Um die zweite Aquivalenz zu zeigen, sei ohne Einschrinkung Y quasi-hyperbolisch und
f: X =Y eine quasi-Isometrie. Dann folgt aus der ersten Aquivalenz, dass X ebenfalls
quasi-geodatisch ist. Es existieren also Konstanten ¢ > 1 und d > 0, sodass Y ein
(¢, d)-quasi-hyperbolischer Raum und X quasi-geodétisch ist.

Seien ¢ > ¢,d’ > d gegeben und sei weiter ein (¢, d')-quasi-geodétisches Dreieck durch
drei quasi-Geodatische v;, i = 0,1,2 aufgespannt. Das Bild (f o vy, f o 72, f 0 73) ist
ein (", d")-quasi-geodétisches Dreieck in Y, wobei ¢ > ¢,d” > d. Dabei hangen die
Konstanten ¢”, d’ nur von ¢ und d' ab.

Da Y nach Voraussetzung fiir ein geeignetes § > 0 ein (¢, d, §)-quasi-hyperbolischer
Raum ist, ist das Dreieck (f o1, f o 72, f © 73) auch d-diinn. Man kann nachrechnen,
dass dann auch die Inklusionen

im(;) C Uestea(im(y;) Uim(yx))

fir {i,7,k} = {0,1,2} gelten. Um das einzusehen verwende, dass f eine (¢, d)-quasi-
isometrische Einbettung ist. Somit ist X ein (¢, d’, cd + cd)-quasi-hyperbolischer Raum.
]

Wir haben im Beweis der zweiten Aquivalenz eigentlich folgendes gezeigt: Gegeben
metrische Rdume X, Y mit Y quasi-hyperbolisch und X quasi-geodatisch. Dann ist X
auch quasi-hyperbolisch, wenn eine quasi-isometrische Einbettung f : X — Y existiert.

Theorem 4.1.8 (Aquivalenz hyperbolisch und quasi-hyperbolisch). Ein geodi-
tischer metrischer Raum (X,d) ist genau dann hyperbolisch, wenn er quasi-
hyperbolisch ist.

Aus diesem Satz konnen wir direkt das folgende Korollar ableiten.

Korollar 4.1.9. Seien X undY quasi-isometrische, geoddtische metrische Raume.
Dann ist X genau dann hyperbolisch, wenn auch Y hyperbolisch ist.

Beweis. Unter der Annahme, dass X hyperbolisch ist, ist mit Theorem[4.1.8|der Raum X
auch quasi-hyperbolisch. Aus Proposition folgt dann, dass auch Y quasi-hyperbolisch
ist. Erneutes Anwenden von Theorem [4.1.8] impliziert die Hyperbolizitat fir Y. ]
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Fiir den Beweis von Theorem braucht man im Wesentlichen die Tatsache, dass
quasi-Geodétische im Sinne von Theorem (siche unten) stabil sind. Dieser Satz
sagt, dass (c, d)-quasi-Geodétische immer uniform nah an Geodétischen sind. Die Vor-
aussetzung an X ein d-hyperbolischer Raum zu sein ist hierfiir wesentlich! Beispielsweise
ist die logarithmische Spirale ein quasi-geodétischer Strahl in der euklidischen Ebene,
der aber offensichtlich nicht endlichen Abstand zu einer Geraden hat.

Wir beweisen zunédchst Theorem [4.1.8 unter Verwendung von nachfolgendem Theo-
rem [4.1.10] und ergéinzen dann dessen Beweis (beginnend auf Seite [74), der selbst zwei

weitere neue Lemmata benotigt.

Beweis von Theorem[{.1.8 Sei zunichst X quasi-hyperbolisch. Weil jedes geodétische
Dreieck auch ein quasi-geodétisches Dreieck ist sind alle geodéatischen Dreiecke diinn und
X somit hyperbolisch.

Sei umgekehrt X ein d-hyperbolischer Raum fiir ein gegebenes § > 0. Seien (¢, b, )
wie in Theorem gegeben. Wir zeigen, dass ein ' > 0 existiert, sodass X ein
(¢,b,d")-quasi-hyperbolischer Raum ist.

Sei dazu A = (v9,71,72) ein (a, b)-quasi-geodétisches Dreieck in X. Da X geodétisch
ist, existieren Geodétischen v mit den selben Anfangs- und Endpunkten wie ~; fiir alle
i. Der Raum X ist hyperbolisch. So folgt, dass das Dreieck A" = (v, 74,74) o-diinn ist.
Mit Theorem folgt dann, dass eine Konstante k existiert, sodass

im(y') C Ux(im(y)) und im(y) C Ux(im(y")) fiir alle 7. (4.1.1)

Wir kombinieren dieses Wissen mit der 6-Umgebung, die wir aus der d-hyperbolisch-
Eigenschaft von X erhalten. Dann folgt:

im(v;) € Us(im(vj) Uim(y;)) wenn {i, 5,1} = {0,1,2} (4.1.2)

Die beiden Gleichungen 4.1.1{ und [4.1.2| implizieren

im(v;) C Uy(im(~}))
C Ux(Us(im(v}) Uim(v;)))
C Usgys(im(v;) Uim(y)).

Also ist X ein (¢, b, 2k + 0)-quasi-hyperbolischer Raum. ]

Theorem 4.1.10 (Stabilitdt von quasi-Geodétischen). Seien ¢,0 > 0, b > 1
Konstanten. Dann existiert ein k = k(c,b,0) > 0, sodass gilt: Ist X ein 0-
hyperbolischer Raum, v : [0,1] — X eine (c,b)-quasi-Geoddtische, 7' : [0,1] — X
eine Geodatische in X mit v'(0) = v(0) und y(1) = v(I), dann gilt:

im(7) € Ug(im(y)) und im(y) € Ux(im(y))

Fiir den Beweis der Stabilitéit benotigen wir zwei vorbereitende Lemmata, die wir zuerst
beweisen.
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Lemma 4.1.11 (Tannenbaum-Lemma). Sei (X,d) ein d-hyperbolischer Raum.
Sei vy : [0,l]] = X eine stetige Kurve und ~' : [0,I'] = X eine Geodditische mit
v(0) =~/(0) und v(1) =~'(I'). Dann gilt fiir alle t € [0,1']:

d(y'(t),im(y)) < 6] logy(L(7))| + 1.

Dabei ist L(vy) die Linge von vy, das heifst

—sup{Zd Y(tj41)) | k €N t; € [0,0],t0 < --- <t} € Rg.

Beweis. Sei ohne Einschréankung die Kurve 7 so parametrisiert, dass [ = 1 und L(vy) > 1
ist. Falls notig reskaliere dazu die Metrik bzw. . Sei weiter N € N die ganze Zahl fiir
die gilt

L(v) L(v)

(4.1.3)

Sei jetzt t ein Punkt in [0,!']. Da X ein d-hyperbolischer Raum ist, konnen wir Punkte
x1,..., 2y finden, sodass d(7/(t), x1) <, und fiir aufeinanderfolgende x; und z;,1 eben-
falls d(x;, z;41) < 0 gilt. Weiter soll xy auf einer Geodétischen der Lénge kleiner gleich

L(W) liegen, deren Endpunkte auf v seien. Die Wahl der x; ist in Abbildung |4.5/ nochmal
dargestellt

e

770

l‘(o)=§"f0) Gl K.(,n EI(L)

1 a \ ™ot

Abbildung 4.5: Wahl der x;.

Insbesondere existiert dann ein Punkt = € im(y) fiir den mit mehrfacher Anwendung
der Dreiecksungleichung gilt:

A/(1).2) < (Y (0).2x) + dle ) <5 N+ S S Slogy (L) + 1.

Daraus folgt direkt die Behauptung. O]
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Lemma 4.1.12 (quasi-Geodtische zahmen). Sei (X,d) ein geoddtischer metri-
scher Raum und v : [0,l] — X eine (c,b)-quasi-Geoddtische fiir positive, reelle
Konstanten ¢ und b. Dann existieren ¢, b’ und eine stetige (', V')-quasi-Geoddtische
v [0,1] — X mit selbem Anfangs- und Endpunkt wie v so, dass folgende FEigen-
schaften gelten:

1. Fir alle s,t € [0,1] mit s <t ist L(y,4) < ¢ -d(¥'(s),7'(t) +V,
2. im(v') C Uepp(im(7y)) und

3. im(y) C Ucp(im(7')).

Beweis. Setze I :=[0,1)NZU{l}. Definiere v/(i) =  fiir alle ¢ € I. Erweitere 4/ zu einer
stetigen Funktion auf I durch Einsetzen geodétischer Stiicke zwischen den Stiitzpunkten
in I (sieche Abbildung . Man kann dann nachrechnen , dass die Behauptung im
Lemma erfiillt sind. O

17 ¥

—

R0

\{lZO) "

Abbildung 4.6: Erweiterung von '

Wir haben jetzt alle Hilfsmittel zusammen um Theorem zu beweisen.

Beweis von Theorem [{.1.10. Wegen Lemma [£.1.12 kénnen wir annehmen, dass v stetig
ist. Wenn notig ersetze dafiir ¢ und b durch grofere Konstanten. Mit 1. aus Lemma
folgt dann fiir alle » < s in [0, ], dass

L(3jpg) < ¢ d(3(r), 1(s)) +b. (4.1.4)

Im ersten Schritt zeigen wir, dass eine Geodéatische 4’ nah an der quasi-Geodétischen
7 ist. Setze dazu A := sup{d(7/(¥'),im(y)) | ¢ € [0,I']}. Es gilt im(v") C Ua(im(7)).
Da + stetig ist, wird das Supremum in einem Punkt in [0, /'] angenommen. Das heifst es
existiert ¢ € [0,!'] mit A = d(7/(t'),im(7)). Siehe dazu auch Abbildung |4.7|

0] X“GLQQ&-NR'('{:‘) Xl(l‘)

Abbildung 4.7: Der Abstand A wird in einem Punkt in [0, /'] tatsdchlich angenommen.
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Fiir die Abschétzung von A definiere 7' := max{0,¢ — 2A} und s := min{l’, ¢’ + 2A}.
Es existieren dann Konstanten r und s in [0, '] mit

d(y(r),7'(r')) < A und d(y(s),7'(s) < A.

Betrachte eine Kurve ", die wie folgt definiert ist: Die Kuve startet in /(r’), verlauft
von dort ldngs einer Geodéatischen nach ~(r), folgt dann der Kurve ~ bis «y(s) um von
dort ldngs einer Geodétischen nach v(s’) zu verlaufen. Vergleiche Abbildung [4.7, Das
Lemma 117 liefert dann

A <d(y(t'),im(y")) < 6]logy L(7")[ + 1.
Mit Ungleichung (4.1.4), angewandt im zweiten Schritt, folgt dann

L(y") <2A + L(vps)
< c-d(y(r),v(s)) + b+ 2A
<c-(d(y(r),Y ) +d(y' ), 7(s))) + b+ 2A
e (A+2A212A+ A) +b+2A
= (6c+2)- A+b.

Nutze dabei, dass d(y(r),~'(t')) und d(v/(¢'),v(s)) durch A nach oben beschrankt sind.
Daraus folgt
A <6 |logy L(v")| + 1 <logy((6c+2) - A +b)+ 1.

Es existiert also eine obere Schranke fiir A, die nur von d, ¢ und b abhéngt.

Wir miissen umgekehrt noch zeigen, dass die quasi-Geodétische v nah an v ist. Das
heifst, dass wir sup{d(y(t),im(v’)) | t € [0,1]} abschétzen miissen. Wie oben definieren
wir A = sup{d(v(t),im(v)) | ¢’ € [0,1']}.

Die Idee ist, zu zeigen, dass von v nur kleine Stiicke auferhalb Ua(im(v')) liegen.
Betrachte dazu Abbildung

QIO sk
m,/‘ 4 / AN qktg%a{.

> L _faf\wg)\/\

1o Y qeod. N V()

L)

Abbildung 4.8: Nur kleine Stiicke liegen auferhalb U (im(v')).

Seien r,s € [0,1] so gewéhlt, dass [r, s] ein inklusionsmaximales Intervall ist fiir das
Virs] auferhalb Ua(im(y')) liegt. Falls es keine solchen Werte r # s gibt, ist nichts zu
zeigen.

Prof. Dr. Petra Schwer Geometrische Gruppenteorie WS 2025/26 75



Da v stetig ist, gibt es dann ¢’ € [0,!'] und rin[0, r], sowie s’ € [s, (] mit der Eigenschaft
d('(t'),v(r")) < A und d(+/'(t'),7(s)) < A
Kombiniere mit der Dreiecksungleichung und erhalte
L(rs) < LYy < ¢ d(y(r), (7)) + b < 24+ b,

Daraus folgt v([r,s]) C U,

N A(im(9')). Dieses Argument kénnen wir auf alle Stiicke

von ~y auferhalb der A-Umgebung von im(y’) anwenden um zu sehen, dass das Bild
im(y) in der Menge UCA+%+A(im(7’)) enthalten ist. Setze jetzt k := cA + 2 + A und
erhalte die Behauptung zusammen mit dem ersten Schritt des Beweises. [

4.2 Hyperbolische Gruppen und das Wortproblem

Bereits im Kontext von Theorem [3.3.9 haben wir gesehen, dass Gruppen, die geeignet
gut auf einem metrischen Raum wirken in gewissem Sinne Eigenschaften dieses Raumes
erben. Die Geometrie des Raumes hat zum Teil einen grofen Einfluss auf algebraische
Eigenschaften der Gruppen. In diesem Kapitel werden wir ein sehr konkretes solches
Beispiel fiir hyperbolische Gruppen sehen: die Losbarkeit des Wortproblems.

4.2.1 Hyperbolische Gruppen

Definieren wir zunéchst einmal was hyperbolische Gruppen sind und schauen uns erste
Beispiele solcher Gruppen an.

Definition 4.2.1 (Hyperbolische Gruppen). Eine endlich erzeugte Gruppe G
heifst (Gromov) hyperbolisch, falls fiir ein (und damit jedes) endliche Erzeugen-
densystem S von G der Cayleygraph (Cay (G, S), ds) ein hyperbolischer metrischer
Raum ist.

Beispiel 4.2.2. Erste Beispiele fiir hyperbolische Gruppen.

1. Endliche Gruppen sind alle hyperbolisch, weil ihre Cayleygraphen beschrénkte
metrische Rdume sind.

2. Die Gruppe (Z*, +) ist nur fiir k = 1 hyperbolisch. Die Cayleygraphen von Z* sind
jeweils quasi-isometrisch zu R¥ was nur fiir £ = 1 ein hyperbolischer metrischer
Raum ist.

3. Freie Gruppen sind hyperbolisch, da Baume ebenfalls hyperbolische metrische Rau-
me sind mit 0-diinnen Dreiecken.

4. Kokompakte, diskrete Untergruppen von PSLs;R sind hyperbolisch, weil diese
quasi-isometrisch zur hyperbolischen Ebene H? sind. Ein Beispiel fiir eine solche
Gruppe ist PSLy Z). Dazu gleich mehr.
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Aus der quasi-Isometrie Invarianz von Hyperbolizitat folgt direkt der néchste Satz.

Theorem 4.2.3 (Hyperbolizitit von Gruppen Ql-invariant). Seien G und H end-
lich erzeugte, quasi-isometrische Gruppen. Die Gruppe G ist genau dann hyperbo-
lisch, wenn H hyperbolisch ist.

Wir schauen uns als néchstes etwas genauer eine Gruppe an, die auf der hyperbolischen
Ebene wirkt. Zunéchst aber ein paar Infos iiber deren Geometrie.

e )

Definition 4.2.4. Die hyperbolische Ebene H? Im oberen Halbebenenmodell der
hyperbolischen Ebene ist H? als Menge gegeben durch

={z e C|im(z) > 0}.

Absténde zwischen Punkten p, g € H? sind gegeben durch

W—ﬂ+@—ﬂ)

d(p,q) =lo - )
7. 9) QW—ﬂ—m—ﬂ

J

Ein paar wesentliche Eigenschaften sind, ohne Beweis, in der nédchsten Proposition
gelistet.

Proposition 4.2.5. Betrachte H? im oberen Halbebenenmodell. Dieser metrische
Raum kann auch als differenzierbare Mannigfaltigkeit odelliert werden. Dann gilt:

da:2+dy

1. Die Riemannsche Struktur ist gegeben durch ds* = 2

2. Die hyperbolische Norm fiir Tangentialvektoren v € T,H? erfiillt

” ||hyp ||U||€ukl
imz

3. Die Linge einer differenzierbaren Kurve v : [0,1] — H? geschrieben als
v(t) = x(t) + i - y(t) wird berechnet durch

L) = /01 Iy’ ?(f()t|)|e““dt:/Olﬁ\/(é—f(t))l (%(t))Q.

Automorphismen der hyperbolischen Ebene lassen sich mit Hilfe von M&biustranfor-
maitonen beschreiben, die wie folgt definiert sind.
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Definition 4.2.6. Mobiustransformationen Eine Mdébiustransformation, kurz
MT, ist eine Abbildung von C U {co} — C U oo, die durch vier Parameter
a,b,c,d € C wie folgt beschrieben wird:

az+b a

, 00— —, und — — — oQ.
cz+d c c

Proposition 4.2.7. Betrachte wie oben das obere Halbebenenmodell der hyperbo-
lischen Ebene. Dann gilt:

1. MT sind 3-fach transitiv. Das heif$t fir alle z1, 2o, 23 und wy, we, w3 tn C U
{oo} existiert genau eine MT T mit T'(z;) = w; firi=1,2,3.

2. MT bilden die Menge aller Kreise Kreise und Geraden auf sich selbst ab.

3. Die Gruppe PSL(2,R) := SL(ZR)/i]l wirkt durch Mdébiustransformationen
auf H2. Setze dazu

. a b . Z'_az+b
g = e d) g. = rd

Ist im(z) > 0, so ist auch im(g.z) = |2?J£Z)|2

> 0.

4. Die Wirkung von PSL(2,R) auf H? ist isometrisch und die Abbildung
PSL(2,R) < Iso(H?) ist injektiv.

5. Die Bilder von Geoditischen in H? sind Senkrechte auf die reelle Achse und
Halbkreise in der obenen Halbebene, deren Mittelpunkte auf der reellen Achse
liegen.

6. Die Gruppe PSL(2,7Z) mit ganzzahligen Eintrdgen a,b,c,d wirkt eigentlich
diskontinuierlich auf H? mit Fundamentalbereich wie in Abbildung @ skiz-
ziert.

L
I

1
. - oy
v - ",
Y, \ L - ;"‘\

- ) }" ‘lf!-' \lﬂl," f 'Fi. Voo 2
_l‘ T L b r ldl. Y

Abbildung 4.9: Fundamentalbereich der Wirkung von PSL(2,7Z) auf H?
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Beispiel 4.2.8 (Nicht-Beispiele zu hyperbolischen Gruppen). Wir hatten gesehen, dass
Z? und R? quasi-isometrisch und nicht hyperbolisch sind. Man zeigt dies, indem man
nachrechnet, dass Dreiecke immer grofer skaliert werden kénnen. Diese Idee kann allge-
meiner fiir Untergruppen H C G gefasst werden:

Sei GG eine von Sg erzeugte Gruppe. Erzeugt Sy C Sg eine Untergruppe H in G, so
gilt dy(1,h) > dg(1,h) fir alle h € H. Hierbei sind dy und dg die entsprechenden
Wortmetriken beziiglich Sy und Sg.

Wenn zusatzlich gilt, dass auch ff; ((]IILZ)) < c fiir eine eine von H unabhéngige Konstante
¢, dann sagen wir H ist in G undistorted.

Ist H in G undistorted und H = Z?, dann ist G nicht hyperbolisch.

Uberraschenderweise gilt auch viel allgemeiner folgendes:

Theorem 4.2.9 (Satz iiber die verbotene Untergruppe). Sei G endlich erzeugt
mit einer Untergruppe H = 7.2, so ist G nicht hyperbolisch.

Beweis-Skizze. Zeige zunichst, dass ein Element unendlicher Ordnung eine Quai-Achse
besitzt, das heiftt eine quasi-Geodétische v existiert, sodass g".y = ~ fiir alle n € N. Zeige
dann: Falls mehrere quasi-Achsen existieren, so sind sie paarweise nah beieinander.

Sei i von unendlicher Ordnung und (g, h) = Z?2. Insbesondere kommutieren g und / in
diesem Fall und es folgt, dass h die quasi-Achsen von ¢ permutiert.

Zeige abschliefsend, dass der Zentralisator von g virtuell Z ist.

Aber gleichzeitig gilt: (g) hat in Z? = (g, h) unendlichen Index und (g) C C(g) kann
nur endlichen Index haben. Das ist ein Widerspruch. O

Moussong zeigte fiir Coxetergruppen G, dass diese hyperbolisch sind, wenn G keine
Untergruppe isomorph zu Z? besitzt. Ebenso gilt fiir Fiir die Fundamentalgruppe 1 (M?)
einer 3-dimensionalen nicht-positiv gekriimmte Mannigfaltigkeit, dass die Existenz einer
Untergruppe isomorph zu Z? die einzige Obstruktion fiir Hyperbolizitit ist.

Im Allgemeinen ist es unbekannt, ob dies immer der Fall ist, d.h. ob eine nicht-
hyperbolische Gruppe immer eine Untergruppe isomorph zu Z? besitzt.

4.2.2 Das Wortproblem

Das Wortproblem ist eines der drei groffen Gruppentheoretischen Probleme, die auf Max
Dehn (*1878 - 11952) und seine einschlégigen Arbeiten zu Beginn des 20. Jahrhunderts
zuriickgehen.

7~

Definition 4.2.10 (Das Wortproblem). Sei G = (S | R) eine endlich présentierte
Gruppe. Wir sagen G hat ldsbares Wortproblem, wenn es einen Algorithmus gibt
der in endlicher Zeit fiir jedes Wort w iiber dem Aplphabet S* entscheidet, ob w
in G das neutrale Element représentiert.
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Bemerkung 4.2.11. Genauer bedeutet ein losbares Wortproblem, dass die Mengen {w €
(SUS™)* | w reprisentiert 1 € G} und {w € (SUS™!)* | w reprisentiert nicht 1 € G}
rekursiv aufzéhlbar sind. Vergleiche dazu auch Resultate im Kontext der Berechenbarkeits-
und Entscheidungstheorie im Kontext von Turing-Maschinen in der theoretischen Infor-
matik.

Bemerkung 4.2.12. Man kann zeigen, dass das Wortproblem nicht mit einem einzigen Al-
gorithmus fiir alle endlich prasentierten Gruppen gelost werden kann. Es gibt aber Klas-
sen von Gruppen, die 16sbares WP haben. Darunter ziahlen beispielsweise (trivialerweise)
endliche Gruppen, freie Gruppen, Coxeter Gruppen, Zopfgruppen, Fundamentalgruppen
von geschlossenen orientierbaren Fléchen (Dehn 1911).

Der néchste Satz folgt direkt aus nachstehenden Satzen [£.2.16| und [£.2.17}

Theorem 4.2.13 (Losbares Wortproblem: Hyperbolische Gruppen). Hyperboli-
sche Gruppen haben ein losbares Wortproblem. Genauer: Ist G endlich von S er-
zeugt und hyperbolisch, so existiert eine endliche Teilmenge R C (SUS™1)*, sodass
G = (S| R) und das Wortproblem fiir (S | R) ldsbar ist.

Nachfolgendes Hilfsmittel werden wir fiir den Beweis verwenden.

Definition 4.2.14. Dehn-Prisentierungen Eine endliche Présentierung (S | R)
heifkt Dehn-Prasentierung, wenn ein n € N5y und Worter u;,v;, @ = 1,...,n,
existieren mit der Eigenschaft, dass

1. R={uwvyt, ... u,v;t}
2. fir alle j ist v; echt kiirzer als u;

3. Fiir alle w € (SUS™)*\ {¢}, die das neutrale Element in (S | R) reprisen-
tieren, ist mindestens eines der u;, j € {1,...,n}, ein Teilwort von w.

\.

Beachte, dass die Wahl des leeren Wortes v; = € erlaubt ist in obiger Definition.
Beispiel 4.2.15. Erste Beispiele fiir Dehn-Préasentierungen:

1. (z,y | o~ e, we, yy~te, yLye) ist eine Dehn-Prisentierung der freien Gruppe
F; auf den Erzeugern x und y. Um das einzusehen wahle v; = € fiir alle i, sowie
u =2 L us = o7 e, uz = yy ! und ug = vyt

2. (x,y | zyx~ty~!) ist endliche Prisentierung von Z? aber keine Dehn-Présentierung.
Was erst einmal nicht bedeutet, dass diese Gruppe keine haben kann.

Theorem 4.2.16 (Wortproblem fiir Gruppen mit Dehn-Préasentierung). Fir jede
durch eine Dehn-Prisentierung gegebene Gruppe ist das Wortproblem losbar.
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Beweis. Wir geben einen Algorithmus an: Sei R = {wjvy,...,u,v,} wie in Definiti-
on [4.2.14] Sei weiter w € (S U S™)* ein beliebiges Wort. Falls w = €, dann présentiert
w das triviale Wort. Wir nehmen w # €. Dann betrachte:

a) Ist keines der u; als Teilwort in w enthalten, dann ist w nicht das triviale Wort in
(S| R), wegen (3) in Definition 4.2.14]

b) Existiert j, sodass u; ein Teilwort von w ist, dann schreibe w = w'u;w” fiir ge-
eignete Worter w’, w” € (S U S™')*. Nach Definition 4.2.14] ist ujvj’l € R Al
so ist u; = v; und w = w'v;w” in (S | R). Genauer betrachte die Projektion

m:F(S)— (S| R) ZF(S)/<R>}(S). Es ist

m(w")w(vy)m(w") = m(w'v;w”).

Daraus folgt, dass w das Neutralelement 1 genau dann préasentiert, wenn das kiir-
zere Wort w'v;w” das Element 1 présentiert.

Wende dieses Verfahren nun (rekursiv) auf w'v;w” an. Dieses Vorgehen terminiert nach
endlich vielen Schritten, da die Lange immer echt verkleinert wird. Das Wortproblem ist
also losbar. O

Mit Theorem miissen wir nur noch zu zeigen, dass hyperbolische Gruppen ei-
ne Dehn-Présentierung haben um einzusehen, dass das Wortproblem fiir hyperbolische
Gruppen losbar ist.

Theorem 4.2.17 (Hyperbolische Gruppen haben Dehn-Prasentierung). Sei G
eine hyperbolische Gruppe. Fir alle endlichen Erzeugendensysteme S von G exis-
tiert eine endliche Menge R C (SUS™1)*, sodass (S | R) eine Dehn-Prisentierung
von G ist. Insbesondere sind hyperbolische Gruppen endlich prisentiert.

Vorbereitend fiir den Beweis von Theorem [4.2.17] betrachten wir zwei Lemmata.

Lemma 4.2.18 (,Trapping” fiir lokale Geodétischen). Sei 6 > 0, ¢ > 8) und
(X,d) ein 0-hyperbolischer Raum. Sei v : [0,1] — X eine c-lokale Geoditische,
das heifst, dass fiir alle t,t' € [0,1] mit |t —t'| < c gilt d(y(t),y(t')) = |t —t'|. Sei
weiter 7' : [0,1'] = X eine Geoddtische mit v/ (0) = v(0) und /(1) = (1), so gilt
im(7y) € Uzs(im(y')).

Vergleiche 77 fiir einen Beweis dieser Aussage.
Wir verwenden Lemma [4.2.18 um folgende Aussage zu zeigen.
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Lemma 4.2.19 (Abkiirzungen). Sei G eine durch S endlich erzeugte Gruppe
mit §-hyperbolischem Cayleygraphen Cay(G,S) fir ein geeignetes § > 0. Sei
v : [0,n] — Cay(G,S) ein stickweise linearer, nach Bogenlinge parametrisier-
ter, geschlossener Weg. Dann existieren t,t" € [0,n] mit [(Y|py) < 86 und v|p
ist nicht geoddtisch. D.h. zwischen ~y(t) und y(t') gibt es eine Abkiirzung.

) B e w R
B 50
/./‘"‘H-J .
—— \ '_-M*su%
I T4

Abbildung 4.10: Der Weg 7|4 ist nicht geodétisch.

Beweis. Ohne Einschrankungen nehmen wir an, dass v nach Bogenlénge parametrisiert
ist. Das bedeutet, dass |4~(t)| = 1 fiir alle t. Wir zeigen, dass v fiir ein ¢ > 89 keine
c-lokale Geodétische sein kann. Angenommen es existiert ¢ > 89, sodass 7 eine c-lokale
Geodatische in Cay(G,S) ist. Da v(0) = v(n) ist, muss n > 8§ sein. Sonst ist vy eine
Geodatische von 7(0) nach v(n) = 7(0). Nach Lemma ist v bereits 20-nahe
an jeder Geodétischen, die in v(0) beginnt und in y(n) = 7(0) endet. Die konstante
Abbildung ist eine solche Geodétische. So haben wir im(y) C Uss(7(0)) = Bas(7(0)). Es
folgt
46 > diam(Bas(7(0))) = ds(v(0),7(59)) = 5

Die zweite Ungleichung ergibt sich, weil v geschlossen ist. Die erste Gleichheit folgt aus
der Tatsache, dass 7 eine c-lokale Geodétische mit ¢ > 8¢ ist. Also kann fiir ¢ > 89
die Kurve = keine c-lokale Geodétische sein. Deshalb existieren ¢,¢' € [0,n] mit der
Eigenschaft, dass [t — ¢'| < 85 und d(~y(t),(t')) # |t — t'|. Insbesondere ist 7|[¢, '] keine
Geodatische und I(7y|y¢) = |t — t'| < 8. Daraus folgt die Behauptung. O

Wir haben jetzt alle Hilfsmittel zusammen um Theorem zu beweisen.

Beweis von Theorem[{.2.17. Sei 7 : F(S) — G die natiirliche Projektion. Setze D :=
[8-0] 42 und sei § die Hyperbolizitétskonstante von G. Inspiriert vom Abkiirzungslem-
ma [.2.19 definieren wir

R:={ss'e|sec(SUSTH}U
{fuv™ | u,v € (SUS™* mit n(u) = 7(v) und |v| = dg(1,7(u)) < |u| < D},

Betrachte den Homomorphismus ¢ : (S | R) — G induziert durch ¢|s := id|s. Da
(S) = @ ist, ist ¢ surjektiv. Wir zeigen nun, dass ¢ injektiv und (S | R) eine Dehn-
Présentierung fiir ¢ ist. Die Injektivitdt ist dquivalent zu ker(m) = (R)% ). Die Defini-
tion von R beinhaltet, dass m(v) = m(u) ist. Also ist (R)7 s C ker(m). Es bleibt daher
noch zu zeigen, dass die umgekehrte Inklusion gilt.
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Sei dazu w € (S U S™)* ein Wort mit 7(w) = 1. Wir zeigen mit Induktion iiber I(w),
dass w € (R)3g) ist und w ein Teilwort wie in Definition besitzt. Fiir [(w) =0
haben wir w = €, das leere Wort. Sei also [(w) > 0 und gelte die Behauptung fiir alle
Worter, die kiirzer sind als w.

Betrachte zunéchst den Fall, dass das Wort w ein Teilwort st enthélt mit s, € SUS™!
und 7(st) = 1. Dann ist st € R und st = u, v = € ist das gesuchte Paar fiir die
Dehn-Présentierung. Losche st aus w und erhalte mit Induktion, dass w' € (R)%g)-
Multiplizieren wir w mit einem geeigneten Konjugat von st, so erhilt man w € (R)%g)-

Falls das Wort w kein Teilwort wie im ersten Fall enthélt definiert w einen abgeschlos-
senen Pfad in Cay(S,G), weil m(w) = 1 ist. Mit Abkiirzungslemma existieren
dann Teilworter wy, u, wy von w, sodass w = wyuws und dg(1,7w(u)) < |u| < D gilt.
Dann ist u, v das gesuchte Paar fiir die Dehn-Présentierung. Nach Definition von R gilt
dann

1 =m(w) = m(w)m(u)m(wy) = m(wy)m(v)m(we) = m(wivws).

Das Wort w;vws ist echt kiirzer als w und somit ist wyvwsy € <R)}(S). Weiter gilt

w :w1~uv_1-wf1-w1uw2

<

wobei uwv™! € R und wjuw, in (R)ps) enthalten ist. Somit folgt w € (R)jg und
ker(m) = (R)js)- Mit dem Isomorphiesatz erhalten wir

G = F(S)/ker(ﬂ) = F(S>/<R)}(s) = (S| R),
woraus die Behauptung folgt. O]

Es gilt eigentlich die stdrkere Aussage, dass eine Gruppe genau dann eine Dehn-
Prasentierung besitzt, wenn sie hyperbolisch ist. Die dazu notige Umkehrung von Theo-
rem 4.2.17] werden wir nicht beweisen.

4.2.3 Das Konjugationsproblem

Eng verwandt mit dem Wortproblem und ebenfalls eines der klassischen Dehn’schen
Probleme der Gruppentheorie ist folgende Frage:

Definition 4.2.20 (Das Konjugationsproblem). Das Konjugationsproblem ist die
Frage, ob sich mittels eines endlichen Algorithmus entscheiden lésst, ob zwei Ele-
mente u, v in einer gegebenen Gruppe G konjugiert sind.

Beispiel 4.2.21. Freie Gruppen haben losbares Konjugationsproblem. Dafiir nutzt man
sogenannte zyklische Reduktionen von Wortern.

Wir nennen ein Wort w = sg -+ s, in F(S) zyklisch reduziert, wenn s V£ s, fiir alle
i€{l,....,n—1} und s;" # s,.
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Ein beliebiges Wort kann durch Anwendung folgender Schritte zyklisch reduziert wer-
den:

e Losche Teilworter der Form s~ 's,s € SUS™L.
e Losche sg und s, falls sal = S,.
e Wiederhole die ersten beiden Schritte bis keine Loschung mehr moglich ist.

Es gibt eine (bis auf zyklische Permutationen) eindeutige zyklisch reduzierte Form
von w, die in endlicher Zeit erreicht wird. Es kann zum Beispiel bab~tbabb=! zu baa
oder aab zyklisch reduziert werden, die aber durch zyklische Permutationen aufeinander
zuriickzufiihren sind.

Man sieht leicht ein, dass ein Reduktionsschritt der zyklischen Reduktion entweder dem
offensichtlichen Loschen eines trivialen Teilwortes entspricht, oder aber der Konjugation
mit einem Erzeuger.

Daher sind zwei Elemente in einer freien Gruppe genau dann konjugiert, wenn sie bis
auf zyklische Permutation die selbe zyklisch reduzierte Form haben.

Wir zeigen jetzt, dass hyperbolische Gruppen ebenfalls 16sbares Konjugationsproblem
haben. Die néchste Proposition ist eine Ergénzung zum Lemma [4.2.18]

Proposition 4.2.22. Sei (X,d) ein §-hyperbolischer Raum und v : [a,b] — X
eine c-lokale Geoddtische mit ¢ < 86. Dann gilt:

1. Die Kurve vy ist eine (A, €)-quasi-Geoddtische, wobei A\ = (c + 49)/(c + 46)
und € = 20.

2. Jede Geoddtische v : [0,l]] — X mit den selben Enden wie vy, d.h. mit
7' (0) = v(a) und (1) = v(b), erfillt

im(v") C Uss(im(7)).

Beweis. Wir beginnen mit dem Nachweis der zweiten Eigenschaft. Sei dazu p ein Punkt
auf im(y’). Aufgrund von Lemma ist jeder Punkt von im(7y) entweder in der
26-Umgebung vom geodéatischen Segment [/(0), p] oder von [p,+'(1)]. Siehe auch Abbil-
dung [4.11]

Da 7 stetig und im(+y) zusammenhéngend ist, existiert ein Punkt z im Bild im(~y) mit
der Eigenschaft, dass x enthalten ist in Uss([y(a), p]) N Uas([p, ¥(b)]). Seien Punkte ¢ €
[v(a),p] und r € [p,~(b)] gegeben mit d(x,q) < 2§ und d(x,r) < 2. Nach Konstruktion
liegt p auf einer Geodéatischen von ¢ nach r wie auch in Abbildung skizziert.

Dann ist aber p € Us([g, z] U [r, z]), weil der Raum X ein d-hyperbolischer Raum ist.
Es gilt aufserdem

d(p,im(v)) < d(p, [q,z] U [r,z]) + max{d(q, z),d(r,x)} < 0 + 20 = 30.
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Abbildung 4.11: Die c-lokale Geodétische v und das Bild von +'.
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Abbildung 4.12: Wahl der Punkte p, ¢, r auf ~.

Somit gilt die zweite Behauptung.

d(y(t),y(t) < |t —t'| fiir alle ¢,t’ € [a, b].

X'n y(

—_——e

é%s 1S
X
s J

Abbildung 4.13: Die Punkte m und m/

Wir beweisen die Zwischenbehauptung: m' liegt zwischen x und y liegt.

Fiir das erste Item ist zu zeigen, dass v eine quasi-Geodétische ist. Da ~ eine c-lokale
Geodaétische ist, folgt bereits

Daraus ergibt sich bereits die obere Schranke fiir die quasi-Isometrie. Unser Ziel ist es nun
eine untere Schranke fiir d(y(¢),v(¢')) zu finden, die in |t —#'| linear ist. Die grundlegende
Idee ist die Kurve 7 in Teilpfade der Léange ¢’ := § + 20 zu unterteilen. Wir projizieren
dann die Enden dieser Teilstrecken auf «’. Man erhélt die untere Schranke dann durch
Abschétzen der Absténde dieser projizierten Punkte. Betrachte eine Teilmenge von
der Lange 2¢’ zwischen den Endpunkten  und y. Sei m der Mittelpunkt zwischen x und
y, d.h. m ist so gewdhlt, dass d(z,m) = ¢ = d(y,m). Es ist 2¢ = ¢ + 44. Seien o', 3/, m’
Punkte in 4" mit Abstand kleiner gleich 2 zu z,y, m wie in Abbildung [4.13| gezeigt.
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Sei zp ein Punkt auf v in Richtung m von z mit Abstand d(z,x¢) = 26. Sei weiter
yo ein Punkt auf 4 in Richtung m von y mit Abstand d(y,yo) = 26. Dann ist jedes
geoditische Dreieck auf z,zg, 2" aufgrund von §-Hyperbolizitit und Lemma in
der 36-Umgebung enthalten.

Nach Wahl von z, und weil d(z, m) = ¢ > 64 ist, gilt somit d(xg, m) > 30. Damit liegt
jedes geodéatische Dreieck auf den Punkten xz,z’,xzy auferhalb von Uss(m). Vergleiche

dazu Abbildung

‘e
Yy
Abbildung 4.14: Abstand zwischen x, 2’ und xq.

Der zu m néchste Punkt des Dreiecks ist xg, da 7 eine c-lokale Geodétische ist. Analog
folgt, dass jedes geodétische Dreieck mit Ecken y, v/, yo komplett auferhalb von Uss(m)
liegt.

Betrachte jetzt das geodatische 4-Eck mit Ecken 2/, 1/, z¢, 1. Doppeltes Anwenden der
d-Hyperbolizitiat von X liefert, dass der Punkt m in Uss([zo, 2'|U[2", ¥/]U[Y', yo]) enthalten
ist. Die Einzelnen Intervalle sind hier Bilder der verbindenden Geodéatischen. Es sind aber
[z, '] und [yo,y’] Seiten der beiden Dreiecke auf xg, z, 2’ und yo, y,y’ und haben einen
Mindestabstand von 30 zu m. So folgt, dass ein weiterer Punkt m” € [/, '] existiert mit
der Eigenschaft, dass d(m,m") < 26.

Ist m” = m’, so liegt m’' zwischen 2’ und y’. Wir nehmen daher an, dass m” # m’
gilt. Betrachte das geodétische Dreieck auf m,m’,m”. Es gilt d(m,m”) < 20, sowie
d(m,m’) < 2§ und das Dreieck A(m,m’,m”) ist §-diinn. Also ist der Abstand von
jedem Punkt auf der Geodétischen zwischen m’ und m” zu m hochstens 30. Insbesondere
kann damit weder x’ noch ' zwischen m’ und m” liegen aus Abstandsgriinden. Es folgt
m’ € [2/,y], was die Zwischenbehauptung zeigt.

Basierend auf der so eben bewiesenen Zwischenbehauptung driicken wir jetzt ~ als
Verkniipfung von M < (b;a Geodétischen der Linge ¢ und einem kleinen Stiick der
Lange n am Ende aus. Betrachte dazu Abbildung [4.15]

Die zu den x; nichsten Punkte x} auf " bilden eine Folge mit Indizes in der selben
Reihenfolge nach der Zwischenbehauptung. Seien p’ = z},p = x; und ¢ = z;11,q¢ = zi11
zwei aufeinanderfolgende solche Punkte. Wir schétzen den Mindestabstand von p und ¢
ab.

Mit Lemma[4.2.18|folgt, dass d(p,p’) < 26 und d(gq,q') < 2. Weiter ist nach Konstruk-

tion d(p,q) = ¢ > 6J. Der Punkt p’ ist der Punkt auf der Geodétischen ~, der p am

Prof. Dr. Petra Schwer Geometrische Gruppenteorie WS 2025/26 86



Abbildung 4.15: Die Geodétische v geschrieben als Verkniipfung von vielen Segmenten
der Lénge ¢’ und einem Endstiick 7.

nachsten ist. Mit wiederholtem Anwenden der umgekehrten Dreiecksungleichung folgt:

dip’,q') > |d@',p) —d(p,q)| = d(p,q") — d(p', p)
> |d(p,q) — d(q,q")| — d(p,p’) > | —20] =26
=c—49

Mit Dreiecksungleichung erhalten wir aullerdem
d(x)y, (b)) = |d(2hy, xar) — d(@ar, (D)) = 120 — 7],
Aus der Tatsache, dass 2/, am néchsten an x; liegt von den Punkten auf 7/, folgt
d(y,7(b) 2 1 — 20.
Nach Wahl von M und 7 folgt daher b — a = M ¢’ + n und nach Verketten der Pfade:
d(v(a),v(b)) > M(d —46) +n—25 = (b—a) — 40M — 2.
Da aber gilt M < (b;—,a), folgt

45(b ¢ — 45

—_@_25:

d(y(a),y(b)) > (b—a) — - y (b—a) — 26.
Nach Definition von ¢ = § + 20 folgt weiter
5 —20 c—45
> 2 —a)—20 = —a) — 2.
d(v(a), (b)) > §+25(6 a) =26 = ——=(b—a) =2

Fiir beliebige t,t' € [a,b] erhdlt man die selbe untere Schranke. Fiir ¢,¢ mit |t — /| > ¢
die selbe Argumentation fithren. Fiir ¢, ¢’ mit |t — ¢'| < ¢ ist nichts zu zeigen, weil vy eine
c-lokale Geodatische ist. O

Die néchste Proposition werden wir verwenden, um das Konjugationsproblem zu 16sen.
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Proposition 4.2.23. Sei (X,d) ein d-hyperbolischer Raum. Es seinen (86 + 1)-
lokal Geoddtische y; miti = 1,2, 3,4 gegeben, die sich wie in Abbildung[{.16 gezeigt
in einem Rechteck treffen. Dann ezistiert eine Konstante C' = C(0), sodass jede

der 4 Seiten in der C'-Umgebung der 3 anderen Seiten liegt. Genauer ist fir alle
Wahlen von i, j, k,1 mit {i, j, k,1} = {1,2,3,4} folgendes erfiillt:

im(7;) € Uc (im(y;) U im(7y;) Uim(y)) -

Beweis. Mit der ersten Aussage von Proposition folgt, dass die ~; alle (), €)-quasi-
Geodatische sind mit A, € wie in der Proposition. Unterteile () in zwei quasi-geodétische
Dreiecke mittels einer (), €)-quasi-geodétischer Diagonalen. Es gibt dann eine Konstante
M, die nur von §, A\ und e abhéngt und fiir die jedes (, €)-quasi-geodétische Dreieck in
X auch M-diinn ist. Dies impliziert, dass jede Seite in der C'-Umgebung der drei anderen
Seiten enthalten ist fiir C' > 2M. Da M nur von A, € und § abhéngt und die Konstanten
A und € nur von § abhéngen, hangt auch M und somit C' nur von 0 ab. Damit ist der
Beweis komplett. O

\ S

. Yo Q -quodnlobod

T )

Abbildung 4.16: Die vier Geodétischen ~; treffen sich.

Zur Vorbereitung des nachsten Beweises zeigen wir zunéachst ein technisches Lemma.

Lemma 4.2.24. Seiw € F(S) mit 7(w)w(u)r(w™') = 7(v). Betrachte das geodi-
tische Rechteck Q in Cay(S,G) mit Seiten w,u,w™' und v='. Es existieren dann
zyklische Permutationen u',v" von u bzw. v fir die gilt: jeder Punkt auf u' min-
destens Abstand |w| zu v' hat.

Beweis. Angenommen es gibt Ecken a und b auf u beziehungsweise v, deren Abstand
kleiner als die Lange von w ist. Sei dann @ in F(S) ein Wort, das eine Geodétische von
b auf v nach a auf u beschreibt. Insbesondere ist dann die Lange von w echt kleiner als
die Lénge von w.

Die Ecken a bzw b unterteilen v und v in je zwei Teilworter uy,us und vy, vy mit
u = ujup und v = vvy. Nach Konstruktion sind die Worter usuy; und wevy zyklische
Permutationen von u und v. Ersetze w durch @ und erhalte ein neues Viereck Q mit
Seiten w, uguy, w ! und vyv;. Dieses Viereck ist immer noch (85 + 1) quasi-geodétisch
aber die Aufenseiten sind echt kiirzer. Wiederhole das Verfahren, bis die Seiten die
gewiinschte Eigenschaft erreicht haben. O]
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Das folgende Lemma ermoglicht den Algorithmus, der das Konjugationsproblem 10st.

Lemma 4.2.25. Sei G von S endlich erzeugt und der Cayleygraph beziiglich S
ein 6-hyperbolischer Raum. Bezeichne mit w die natirliche Projektion von F(S)
nach G. Dann existiert eine unforme Konstante K = K(0) > 0, sodass folgendes
gilt: Seien u,v in F(S) mit folgenden Eigenschaften gegeben:

(i) Ihre Bilder w(u) und w(v) sind in G nicht-trivial konjugiert, d.h. es existiert
ein w € F(S) mit m(w) # 1 und 7(w)mw(u)m(w)™! = 7(v).

(ii) Alle zyklischen Permutationen von u und v korrespondieren zu (80 + 1)-
lokalen Geoddtischen.

Dann gilt eine der beiden folgenden Konsequenzen:
1. max{|ul|, |v|} < K, oder

2. Es existiert w € F(S) mit Linge |w| < K, sodass (0w w(u')7(w0) = 7(v')
in G, wobei v’ und v’ zyklische Permutationen von u und v sind.

Beweis. Sei w € F(S) mit 7(w)m(u)m(w™') = 7(v). Betrachte das geodétische Rechteck
Q in Cay(S, G) mit Seiten w, u,w™" und v~!. Wegen Lemma und falls n6étig nach
Ersetzen von u und v durch zyklische Permutationen, kénnen wir ohne Einschrankung
annehmen, dass jeder Punkt auf « mindestens Abstand |w| zu v hat.

Bezeichne mit p den Mittelpunkt der oberen Seite, wie in Abbildung skizziert.
Dann ist mit Proposition der Abstand zu den anderen drei Seiten hochstens C.
Gébe es p’ auf v mit d(p,p’) < C, dann wére der Abstand der Ecken, die p und p’ am
néchsten sind, héchstens C' + 1.

Ist |lw| > C' + 1, so kann das nicht passieren. In diesem Fall hitten wir eine obere
Schranke C' + 1 fiir |w|. Angenommen p habe Abstand kleiner C' zu ¢ auf einer der
beiden Seiten. Seien z,y die beiden Enden der Seite. Dann gilt

1
wl = 5 < d(py) < C+dlg,y)
und d(q,y) = |w| — d(z, q). Das impliziert

1 1
d(q,y) = |w| — d(z,q) < C+d(q,y)+§ — d(z,q) <C+s.

Mit Dreiecksungleichung folgt dann:

1
d(p,x) < d(p,q) +d(g,2) <20 + 5.
Da p die Mitte der oberen Seite ist, gilt d(z,p) = 1|u| und die Lénge |u| ist nach obigen

Uberlegungen durch 4C + 1 beschrinkt.
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Ist |w| > C'+1, dann konnen wir mit dhnlichen Argumenten folgern, dass |v| < 4C +1

gilt. Es folgt K := 4C + 1 und die Behauptung ist erfiillt. m
._u >
W W
y >

Abbildung 4.17: Der Punkt p ist Mittelpunkt der oberen Seite des Quadrilaterals Q.

4.2.3.1 Der Algorithmus zur Lésung des Konjugationsproblems

Folgender Algorithmus stellt fest, ob zwei Elemente u, v in einer d-hyperbolischen Gruppe
G beziiglich eines Erzeugendensystems S konjugiert sind.
Gegeben seien Worter u, v iiber S*.

e Betrachte u, v und alle zyklischen Permutationen dieser Worter.

e Suche nicht-geodétische Teilworter mit Lange hochstens 8) + 1 und ersetze sie
durch geodatische Teilworter kiirzerer Lange, die das selbe Gruppenelement repréa-
sentieren.

e Wiederhole die vorangegangenen Schritte bis alle zyklischen Permutationen (86 +
1)-lokal geodatisch sind. (Das kann mit hochstens |u| 4+ |v| Anwendungen von Re-
lationen einer Dehn-Présentierung erreicht werden.)

e Lemma liefert dann eine endliche Menge an Wortern 3, sodass gilt: « und
v sind genau dann in der Gruppe G konjugiert, wenn ein Wort w € ¥ existiert mit

www = v', wobei v’/ und v’ zyklische Permutationen von u und v sind. (%)

Mithilfe des Dehn-Algorithmus zur Lésung des Wortproblems kann entschieden werden,
ob (x) erfiillt ist. Eine mogliche Wahl fiir ¥ ist die Vereinigung der Menge aller Worter
der Léange kleiner gleich K, der Konstante aus Lemma [£.2.25] mit der Menge, die fiir
jedes paar konjugierter Elemente uo und vy mit max{|ug|, |vg|} < K ein ausgewdhltes
konjugierendes Elements u enthélt.
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